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ALI-Oscillateurs

Exercice 1.1 : Montages fondamentaux avec des amplificateurs
linéaires intégrés (ALI)

On considere quatre montages avec des amplificateurs linéaires intégrés idéaux.
R3

Ry + Ry

1. Déterminer la fonction de transfert pour les figures 1 et 2.

2. Déterminer la relation entre vg () et vg(¢) par deux méthodes pour la figure 3.

A t =0, on applique une tension continue vg = —Vy < 0 au dispositif et le

condensateur est déchargé. Déterminer la tension de sortie vg(f) pour f > 0.

3. Pour quelle valeur de vg la tension de sortie de la figure 4 passe-t-elle de la

valeur vg = Vi a vg = — Vi ? Tracer le graphe représentant vg en fonction de

vg. Comment appelle-t-on ce montage ?

On pose 3 =

figure 1 o figure 2 it}
= —— & ——
— A © — A ®
i A UET i A

Y0 , )

V4 Y, /4 Vo // Y, /4

figure 3 “ C figure 4
R -
foal > ~; >
UVE + A VE A — ve
vs R
[] 7
77 Y, 4
70777

Analyse du probleme

Cet exercice reprend quelques montages fondamentaux avec des amplificateurs
linéaires intégrés en régime linéaire ou en régime de saturation. On va voir plusieurs
méthodes permettant d’obtenir I’équation différentielle.
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Cours : La méthode générale pour la mise en équation dans les montages avec des amplifi-
cateurs linéaires intégrés est d’écrire

* le théoréme de Millman ou la loi des noeuds en termes de potentiels a tous les noeuds sauf
a la masse et a la sortie,

* 1’équation de fonctionnement de I’amplificateur linéaire intégré : saturation positive ou
saturation négative ou régime linéaire (¢ = O pour un amplificateur linéaire intégré idéal).

Figure 1 : On suppose l'amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéai-
2@ re puisqu’'on a une rétroaction de la sortie sur U'entrée inverseuse. Aucun
courant ne rentre dans les entrées (+) et (<) ete =0 —v4 =0.
On a deux inconnues : v4 et vg. Il faut deux équations :

e théoréme de Millman en A :

1 n 1 vs
Al —+—)=—
AR "R, R,

 amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire :
E=VE — Uy = O
Comme vy = vg, 0na:

R
v, R
VE R

C'est un montage non-inverseur.

Figure 2 : On suppose l'amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéai-
re puisqu’on a une rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseuse. Aucun
courant ne rentre dans les entrées (+) et (-) ete =0 —v4 =0.

On a deux inconnues : v4et vg. Il faut deux équations :

e théoréme de Millman en A :

1 1 VE vs
nal=—+=—)=—2+=
A(R, Rz) Rl R

e amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire :

e=0—v4=0
Comme vg =0, 0ona:
Vs R
ve Ry

C'est un montage inverseur.

Figure 3 :

Premiére méthode
On cherche a obtenir directement 'équation différentielle.
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On suppose 'amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire puisqu’on
a une rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseuse. Aucun courant ne
rentre dans les entrées (+) et (-) ete =0 —v4 =0.

, C
9
i ]

R

N Cc S pur sy [ 9

=\ + @
VR C) Vg

M

On a deux inconnues : v4 et vg. Il faut donc deux équations :
® [0i des noeuds en termes de potentiels en A :

~_i=0
R

Il faut relier lintensité i a la tension de sortie vs. Soit ¢ la charge du

d
condensateur. Ona i = d—cf et g = C (vq —vg).

e amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire :

EZOZO—UA
Soit :

Ve dvg

—+C—=0

RJr dr

On obtient finalement :
t
1
05 (1) = vs (0) = —— f ve (1) dr
0

On a donc un montage intégrateur. Lamplificateur linéaire intégré doit res-
ter en régime linéaire pour fonctionner en intégrateur.

Deuxieme méthode

On se place en régime sinusoidal forcé pour calculer la fonction de transfert.
On pourra en déduire directement ['équation différentielle.

Les deux équations sont :

e théoréme de Millman en A :

L Ve .
Va E-I-]Cw =?+E1Cu}

e amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire :

e=0=0-Vu
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On a alors :
VE
S = —"-~
— JRCw
Soit :
VE
Ve ——
JYIS = TRe
On en déduit l'équation différentielle :
dvs . Ve
dt  RC

On retrouve bien le méme résultat qu'avec la méthode 1.
At=0,vs=0etvg=—Vy.0nintégrede 0 ar :

Vi
vS(t)—O:%t

Ce résultat est valable uniquement jusqu’a 15 V ol on a une saturation de 1’am-
@ plificateur linéaire intégré.

A 4

Figure 4 :
On n‘a pas de rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseuse. Le régime

linéaire ne peut pas étre stable. On a donc uniquement un régime de satu-
ration positive ou négative. On définit :

E=Vg — U,

Cours
On a plusieurs modes de fonctionnement possible de 1’amplificateur linéaire intégré. Pour

analyser un tel montage, on fait des hypothéses de fonctionnement et on vérifie les hypo-
theses a la fin des calculs.

2 Y 1™ hypothése :

Supposons l'amplificateur linéaire intégré en régime de saturation positive.
Les deux équations sont :
e théoréme de Millman en A :

1+1 _US
““\®R: "R T Rs
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Soit :
R

:+v: Ve
R3—|—R4S 65

VA

e amplificateur linéaire intégré en régime de saturation positive :

vs = +Via

Remarque : On aurait pu appliquer la formule du diviseur de tension pour calculer
V4 puisque iy = 0.

%

Vérification des hypothéses : Il faut que € > 0. Comme v4 = 3 Vi, on doit
avoir :
vE < B Ve
2¢ hypotheése :
Supposons l'amplificateur linéaire intégré en régime de saturation négative.
Les deux équations sont :
e théoréme de Millman en A : C'est la méme équation d'avec la premiére
hypothése. On a :
va = Py

e amplificateur linéaire intégré en régime de saturation négative :

Vs = — Vsat
Vérification des hypothéses : Il faut que ¢ < 0. Comme v4 = —[3 Vi, On
doit avoir :
VE > _)6 Vsat

Conclusion : On a la caractéristique suivante :

vs
N

1Vsat

v

- f3 Vsat )6 Vsat UVE

<€ <>

~ Vsat

Explication du sens de parcours du cycle :

® On augmente la tension vg a partir d'une valeur inférieure a3 —(3Vgy. La
tension de sortie vaut V. vg vaut Vi, tant que vg est inférieure a V.
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On a un basculement de la tension de sortie de Vi @ — Vi quand vg vaut
BViat. Au delad, vg vaut — Vg, puisque vg est comparée a —3Viy.

¢ On diminue la tension vg a partir d'une valeur supérieure a SV, La ten-
sion de sortie vaut — V. vg vaut — Vg, tant que vg est supérieure a
—3Vsat. On a un basculement de la tension de sortie de — Vg, @ Via quand
vE vaut —3Vsu. Au dela, vg vaut Vi puisque vg est comparée a V.

Une fois le basculement effectué, le seuil de comparaison change. Ce mon-
tage permet d'éviter des rebonds successifs. Le cycle est appelé cycle a hys-
térésis.

Exercice 1.2 : Oscillateur de relaxation

On considere le montage suivant reprenant les figures décrites dans I’exercice
précédent. A [I'instant r =0, la tension de sortie vg est égale a
vs = Vi = 14,7V et le condensateur est déchargé. On donne : R; = 10k ;
Ry =47kQ;R=10kQ2;C =10nF;R; =4,7kQ ; Ry = 10kS2.

1. Etudier I’évolution ultérieure des tensions vg(r),v1(¢) et va ().

2. Tracer les graphes de ces trois tensions et calculer la fréquence des signaux
obtenus.

Rs C
R R
= > = > —1- >
" ® " 11— I ® " s ®
—
U1 V2 IEI Ug
[&s ™

nm

Analyse du probléeme

Dans I’exercice précédent, on a analysé en détail le fonctionnement de chaque mon-
tage a amplificateur linéaire intégré. On travaille en régime transitoire. Il faut donc
étudier le montage en partant de ¢ = 0 avec une saturation positive d’apres I’énon-
cé€. On reste en saturation positive tant que vy est inférieure a 3V, On calcule le
temps #; correspondant au premier basculement puis le temps #, correspondant au
deuxieme basculement.

Il ne faut pas utiliser les notations complexes pour analyser le montage globalement
car le circuit n’est pas linéaire. Par contre, on peut utiliser les complexes pour déter-
miner I’équation différentielle reliant vy et va.
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1. Régime de saturation positive entref =0 ettt =#¢ :

La tension de sortie vaut : vg = 14,7 V.
R
On en déduit que : v = —R—2 at = —0,9V.,
1
dvz —V] 1 R2

On a vu que = = —
dr RC RC R,

sate
On a donc :

1 R
v (1) — v3 (0) = ER_TV“” t = 690007

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de facon dis-
continue. Le condensateur est déchargé a r = 0, donc :

vz (1) = 69000 ¢

Vérification des hypothéses : Il faut que v» < BViy.
Pour t = #1, vy atteint 3V, = 4,7 V. Il y a basculement de la tension de
SOI’tie de Vsat a _Vsat.
Pour t = 11, on a : 69000f; = V. D'ol :
t =681 x 107 s
Régime de saturation négative entret =t ett =1#¢;:

La tension de sortie vaut : vg = —14,7 V.

R
On en déduit que : v| = R—2 at = 6,9V,
1

0 dU2 —V1 1 R2V
navu que = = — — Viat.
Y TRC T RCR, ™
On a donc :
1 R,
v () —v () =——=— Viu(t — 1) = —69000(r — 1)

RC R,

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de facon
discontinue. La tension aux bornes du condensateur vaut 4,7 V a t =1y,
donc :

va (1) = 4,7 —69000(r — 17)
Vérification des hypothéses : il faut que vy > —[3Viy

Pour t = 1p, vy atteint —3Vs, = —4,7 V. Il y a basculement de la tension
de sortie de — Vit @ Via.
Pourt =1, ona: v (h) =—4,7=4,7—69000(t, —t;). D'ol :

th—1t =136 x 107* s
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Attention au montage intégrateur avec les conditions initiales. Il est inutile de
@ remplacer 71 par une expression qui peut étre compliquée. Il est préférable de gar-
der des termes en t — 1q.

2. Régime de saturation positive entret =t ett =1¢3 :

z& La tension de sortie vaut : vg = 14,7 V.
R
On en déduit que : v = —R—2 at = —0,9 V,
1
dU2 —UV] 1 R2

On a vu q||e — — e ‘/S‘ .
\' (lt RC RC R[ A
0 1 d dO 1C :
() (f) v (f ) = l [/ I = 69000f
2 2 2 RC Rl sat

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de facon
discontinue. La tension aux bornes du condensateur vaut —4,7 Vat = f;, donc :
v2 (1) = —4,7 4 69000(¢ — 12)

Vérification des hypotheéses : Il faut que vo < BViy.
Pour t = 13, vp atteint SV, = 4,7 V. Il y a basculement de la tension de
Sortie de Vsat é _Vsat.

P s Vs
14’7 —

1 (551 1

6,9 f-—-

4,7

-4,7

-6,9 f—

== mmm e m el = = = =

. vs
14,7 1--- —

Oscillations périodiques :
On a des signaux périodiques de période 7' = t3 — 1.
D'apres 'étude précédente, on a t3 —t» = t» — t;. La période des oscilla-
tions est :
T=2(t—1t)

La fréequence des signaux est donc :

1
f=—=3670Hz
T
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Exercice 1.3 : Oscillateur a pont de Wien*

L’amplificateur linéaire intégré est idéal et fonctionne en régime linéaire. La ten-

1
sion vg est une tension sinusoidale, de pulsation w. On pose wy = RC’ = ud
wo
1
et X =x——.
X
L. Vs . :
1. Déterminer K = ? . Exprimer U en fonction de Vg et V5. Montrer que 1’on
B I
eut écrire : U =T Vg + Vs.
: =T SET34x2

2. Exprimer Vi en fonction de K, X et V.

3. Déterminer la valeur du couple (K, w) pour laquelle on a des oscillations sinu-
soidales avec une tension d’entrée nulle.

Ry
1
| I |
A
—]  — D
o«
+ A
A
o
Ry R C Us
Iy ER—_LC
I

Analyse du probléme

Apres avoir déterminé la fonction de transfert, on va en déduire la condition pour
avoir des oscillations sinusoidales avec une tension d’entrée nulle.

2& 1. On applique le théoréme de Millman en A et comme 'amplificateur linéai-
re intégré est idéal en régime linéaire : ¢ = 0. On a donc :

(L 1 Vs
—A\R "R, R,

Vi=U

.. | 1 Vs ) R

Dot U| —+— | ==, 50it: U =—Vs,
Ry R R> R+ Ry—

11
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On en déduit :

On applique le théoréme de Millman en B :

V(1+'C+ : ) = —|—V(1+'C)
YB\ 5, TJLW 1 = 1 VE\ " T
R R+-5/ R+7o R

Pour bien mener a terme les calculs, il ne faut pas multiplier par I’expression
conjuguée. Il est préférable de faire intervenir le plus vite possible des termes en

jx = jRCuw.

Zﬁ Dol :
. 1 Vs .
Vel{1+ jRCw+ : = — + Ve + jRCw)
JRCW I+ JRCW

Comme Vg =U,ona:

) 1 Vs .
Ull1+jx+ — | =—7F+Ve(l+x)
1 pom 1+J_x -

1
On multiplie par 1 + — :
o

Q((l—l—jx)(l—{—_i)—l—l):V3+VE(1—|—jx)(1+,i)
JX - Jx

ofoosfe- ) mronerso-2)

On obtient finalement :

Dol :

U=Vg + s
TR Ty
X
soit :
1 247X
U=TYV V. avec T =
L=ty 3+ X
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Vs
2. D'aprés la question 1: U = ? On a donc :

247X 1
E+ — Vs
3+]X__ 3+jX
) 247X
3+JX 3+ /X
KQ2+jX)
3-K+ X+

3. Obtention de l'équation différentielle

Vs _
K

Ve. On obtient finalement :

Soit : VS (

B:

On fait le produit en croix :

R

On multiplie par jx :
Vs (3= K) jx+ (jx)* +1) = K (2jx + (jx)* + 1) V&

Pour en déduire 1’équation différentielle reliant vg(z) et vg(r), 1l faut remplacer

' 1
formellement jx = e par ——, Vg par vg(r) et Vs par vs(r).
& &o d
2& On en déduit directement 'équation différentielle reliant vg(z) et vg(t) :

1 de 1 d2v5 1 dvg 1 d*vg
3—K)——= K(2——= 4+ —
OB Taw T~ ( wo dr o2 dr TUE

Pour vg = 0, on a 'équation d’un oscillateur harmonique si K = 3. On a
alors :

d Ug
d 2 + (UO'US = O
On a donc des oscillations sinusoidales de pulsation w = wy.

Remarque

On va étudier dans l’exercice suivant la naissance des oscillations. Le terme
(3 — K) ne peut pas étre rigoureusement nul en pratique. Il doit étre négatif pour
observer la naissance des oscillations.

13
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Exercice 1.4 : Oscillateur a résistance négative

[’amplificateur linéaire intégré est idéal. On note Vi et —Vy les tensions de
saturation positive et négative.

1. On considere le montage de la figure 1. Donner la relation entre v et i en régi-
me lin€aire et en régime de saturation. Quelle est la condition sur i pour €tre en
régime linéaire ? Construire le graphe v = f(i). Dans quelle partie le montage
est-il équivalent a une résistance négative ? Donner une interprétation physique.

R R
figure 1 {1 figure 2 L]
i A g
> - > | |s > - >
A SN + *
B +
i BL i
v | S| | S |
R q
— []R

mm Y

2. Pour le montage de la figure 2, établir I’équation différentielle régissant 1’évo-
lution de i(#) en régime linéaire et en régime de saturation.

3. Quelle est la condition sur R pour avoir des oscillations sinusoidales ?

4. Interpréter 1I’enregistrement suivant avec des conditions initiales quasi nulles.
Pourquoi doit-on avoir r < R pour avoir des oscillations quasi sinusoidales ?

Analyse du probleme

La connaissance de la caractéristique du dipdle de la figure 1 permettant de simpli-
fier I’étude du montage de la figure 2.
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On va étudier la naissance des oscillations avec une phase initiale d’amplification
ou I’amplificateur linéaire intégré est en régime linéaire.

%

1. Régime linéaire :

Bilan des inconnues : vg, v et vp. On cherche a les exprimer en fonction
de i.

Il faut donc écrire 3 équations :

théoréme de Millman en B
loi des noeuds en termes de potentiels en A
amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire

1+1 _US
S\RTR)T R

., (s —v)
1+T_0
e=vg—v=0

On a donc :

. 1 |
D'ou:vS:R(E—FE)v:Zv.

On en déduit que :

v = — Ri (en convention récepteur)

Il ne faut pas oublier de vérifier les hypothéses. Les calculs précédents
sont valables a condition d'étre en régime linéaire. Il faut donc que
lvs| < Viar.

Les relations précédentes donnent : vg = —2Ri.

On appelle ip la valeur de i pour laquelle vg vaut — Vg :
i _ Vsaz‘
7 2R

Pour étre en régime linéaire, on doit donc avoir :

li] <o
Régime de saturation positive ou négative :
Les trois équations s'écrivent :

1+1 Us
gl =+ =) =—+
B\R "R R

i+ (vs —v) _0
vs = Vi
On a alors :
v=Ri+ Vg

15
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Caractéristique :
On en déduit la caractéristique donnant v en fonction de i :

v

’ I/;?:lt
2 Résistance
négative

AW/

¥

_V:f.at d

Pour i € [—ip,ip], le montage est équivalent a une résistance négative.
(est en fait un générateur de tension proportionnelle a lintensité. L'énergie
vient de 'alimentation de amplificateur linéaire intégré qui n’est pas repré-
sentée sur le schéma mais qu'il ne faut pas oublier en TP !

2. On a étudié dans la question précédente le dipole représenté en pointillés.
Régime linéaire :

L'équation différentielle s'écrit :

Ldi+q . B
v=—L—+=—ri=—Ri
dd C
P
TR
| |
7 | |
ﬂ\ >— = E_ |
ro + |
: |
|
.| EL b
|
q_|_c,: R :
L |

D'aprés les orientations de i et g,
dg
dr

De trés nombreuses erreurs de signe sont commises lors de la mise en équation :
loi d’Ohm, relation entre i et g, relation entre g et la tension aux bornes du

condensateur.
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En dérivant ['équation précédente par rapport au temps, on obtient :
d’i  (r—R)di i
— i —,—
dr L dtr LC

Le systéme est donc divergent si R > r. Ce régime reste valable tant que la

tension vg n‘atteint pas la saturation de l'amplificateur opérationnel. On n'a
plus la méme équation différentielle une fois la saturation atteinte.

0

Régime de saturation positive ou négative :
L'équation différentielle s'écrit :
LYl Ry
v=—L—+=—-—ri=Ri+v
' C >

On est en régime de saturation avec vs = £V;,,. En dérivant ['équation pré-
cédente par rapport au temps, on obtient :

dz . R d . .
i R
dr? L dt LC

On a donc un régime convergent.
3. Pour » = R, on retrouve '‘équation différentielle d'un oscillateur harmo-
nique :
d?i i
TR Tolul
On peut donc avoir des oscillations sinusoidales.

Remarque : Dans I’exercice précédent, on a utilisé€ une deuxieme méthode qui utili-
se la fonction de transfert permettant de trouver une condition pour avoir des oscil-
lations sinusoidales.

%

4. Analyse de la courbe :

e Ar =0, les conditions initiales sont quasi nulles. Uamplificateur linéaire
intégré est en régime linéaire. On a une phase d'amplification. L'énergie
recue vient de lalimentation de l'amplificateur linéaire intégré. On obser-
ve sur la courbe un régime pseudo-périodique divergent.

e Ily a ensuite une saturation de l'amplificateur linéaire intégré. On n'a plus
la méme équation différentielle et on observe une phase d'amortissement.

¢ On a ensuite une alternance des phases d’amplification et d'amortissement.
Un équilibre peut se créer et on obtient d'aprés la figure des solutions quasi
sinusoidales.

Conclusion :

® r > R :le systéme ne peut pas démarrer. On a toujours une phase d'amor-
tissement et on ne peut pas observer la naissance des oscillations.

®* r = R est un cas théorique puisqu’en pratique, on n'a pas l'égalité parfaite.

® r < R :on peut observer la naissance des oscillations.

17
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Exercice 2.1 Condition de Shannon

18

On souhaite réaliser I’échantillonnage d’un signal s(¢). Les parametres de
I’échantillonnage sont : N nombre de points, et f, fréquence d’échantillonnage.

1. Que vaut la période d’échantillonnage et I’intervalle minimum entre deux raies
pour N = 1000 et f, = 20 kHz. Comment s applique le théoréeme de Shannon dans
ces conditions ? Comment diminuer I’intervalle minimum entre deux raies ?
Comment échantillonner un signal de fréquence plus élevée ?

2. Le nombre de points d’échantillonnage est imposé pour un oscilloscope.
Proposer une valeur de #,ps pour visualiser deux signaux sinusoidaux de fré-
quence 4000 et 4020 Hz avec N = 4096.

3. On souhaite visualiser le spectre de Fourier d’un signal créneau d’amplitude
5V et de fréquence 100 Hz.
Le programme suivant permet de visualiser un signal et le spectre de Fourier. Cet
algorithme sera utilisé dans I’exercice suivant. Proposer une valeur de N et de la
fréquence d’échantillonnage.

clear
N=... //nombre de points au total
Fe=..,Te=1/Fe,amp =5,F =100,T = 1/F, Nbperiode = round(N x Te/T),

Nbptssignal = round(T/Te)
t=[0:Te: (N —1) x Te]
fori=1:N

Jj = modulo(i, Nbptssignal)
if (j < (Nbptssignal/2)) then

s(i) = amp

else s(i) = —amp
end;

end;

//spectre de Fourier

pasf = Fe/N /lpas en fréquence
f=pasf x[0: N —1]

sfft=fft(s, —1)

xset("window",1) //fenétre numéro 1
clf
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xset("font size",0.5)

subplot(2,1,1);

plot2d(z, s)

xtitle("Signal en fonction du temps")

subplot(2,1,2);

plot2d3(f(1: N/2), 1/N x 2 x abs(sfft(1 : N/2))) //spectre corrigé en divisant par
N et *2 car fonction paire de la TE.

xtitle("Spectre de Fourier") //plot2d3 permet d’afficher les raies

4. On observe le spectre de Fourier d’un signal créneau avec f, = 900 Hz.
Interpréter.

7_:.«melitucle

6 -

E

4 4

3 -

9 |

R Jll s
0 100 200 300 400 450

Analyse du probléeme

Il faut bien définir les parametres de I’échantillonnage pour pouvoir appliquer le
théoreme de Shannon. Si le théoréme de Shannon n’est pas vérifié, on observe un
repliement du spectre.

2 1. a) Léchantillonnage permet de prélever un ensemble de N valeurs prises
@ a des instants discrets séparés de 7, que l'on appelle la période d'échan-
tillonnage.

Le premier point correspond & r = 0, le deuxiéme i t = T,, le #™ point 3
t=@G—1)T, etle N pointat= (N —1)T,.

La durée d’observation du signal est donc égale a tops = (N — 1) T,. Si N
est trés grand, alors on fait souvent 'approximation que fohs =~ NT,.

1
La période d'échantillonnage vaut : 7, = — = 50 pus.
€
Lintervalle minimal entre deux raies dans le domaine spectral est :

1 | 4
Tobs NT( N

19
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D'aprés le théoréme de Shannon, la fréquence la plus haute du signal s (7)
doit étre inférieure a la demi-fréquence d'échantillonnage :

fe
2

Jmax du signal <

On doit donc avoir : fimax du signat < 10 kHz

/e f

b) On avu que Af = Ne et finax du signal < EE

¢ Si on veut augmenter la précision en fréquences dans le domaine spec-
tral, on peut augmenter le nombre de points d’échantillonnage (ce qui
revient a augmenter la durée d’observation) ou diminuer la fréquence
d'échantillonnage.

® Si on veut augmenter la fréequence maximale du signal a étudier, il vaut
augmenter la fréquence d'échantillonnage pour vérifier le théoréme de
Shannon.

2. On peut modifier la durée d'observation en modifiant la base de temps.

N 1
Onaalors:f, = —et Af = —.

obs Tobs
Si tops diminue, alors f, augmente et A f augmente. Il faut donc trouver un

compromis entre f, et Af.
la durée d'observation doit vérifier deux conditions :

e f, > 10kHz, soit :

N
ll‘ObS g -~ 0548

e

e Af < 10Hz, il faut avoir :

On choisit une durée d'observation d'environ 0,4 s.

3. Le signal créneau contient un grand nombre d’harmoniques impairs. La
décroissance est en 1/n. Si on souhaite visualiser 'harmonique 30, il faut
une fréquence d’échantillonnage supérieure a 2 finax du signal = 2 X 30 x f
= 6000 Hz.

On choisit par exemple f, = 6000 Hz et N = 4000. On a souvent intérét a

prendre un nombre de points multiples de 2% afin de réduire les temps de
calcul puisqu'on peut appliquer un algorithme rapide de FFT. On prend donc
N = 4096.

Lintervalle minimal entre deux raies dans le domaine spectral est :

., 10000
ap=de 100 4y
N~ 4096
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amplitude

=R WOty
1

_'..l..l.l..i.l-H.L.,!.!.;.!.! et !

0 1000 2000 3000 4000 5000

4. Le théoréme de Shannon n’est pas vérifié. La demi-fréquence d'échan-
tillonnage est 450 Hz. Lamplitude des harmoniques n’est pas une fonction
décroissante. On observe un repliement du spectre :

® la fréquence a 500 Hz est 50 Hz au dessus de % Elle apparait sur le

spectre 50 Hz au dessous de 450 Hz, soit a 400 Hz.

e |a fréquence a 700 Hz est 250 Hz au dessus de%. Elle apparait sur le

spectre 250 Hz au dessous de 450 Hz, soit a 200 Hz.

On peut donc observer a cause de l'‘échantillonnage un repliement des fré-
quences élevées parmi les fréquences basses.

Au cinéma, la fréquence d'échantillonnage est de 24 images par seconde.
C'est le méme phénoméne qui fait tourner les roues des voitures a l'envers.

Exercice 2.2 Filtrage numérique avec Scilab

On souhaite réaliser un filtrage numérique avec un passe-bas du premier ordre.

1. Déterminer 1’équation différentielle reliant I’entrée Vg et la sortie Vg aux
bornes du condensateur pour un circuit RC série. Définir w, la pulsation de cou-
pure a -3 dB.

2. Le signal d’entrée est échantillonné avec une période d’échantillonnage 7, tel

1
que Vglk] = Vs(kTe) avec T, = — et k variant de 1 a N. On veut construire la
e

suite Vglk] = Vs(kT,). Intégrer 1’équation différenticlle entre les points de

mesures k7T, et (k+1)7T,. On utilise la méthode des trapezes

(Vs (k+ D) T, + Vs (kT,))
2

(k+ 1)T,. On part de Vs[1] = 0, montrer que la relation de récurrence peut se

mettre sous la forme : Vg[k + 1] = A Vg[k] + B (Vg [k + 1] + Vg [k]). Exprimer

A et B en fonction de 7, et w,.

T, pour évaluer l'intégrale de Vs dr entre k7T, et

21
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3. En s’aidant de 1’énoncé de I’exercice précédent, réaliser un programme Scilab
permettant de créer un signal d’entrée constitué de 1024 points et une fréquence
d’échantillonnage de 1200 Hz, le signal de sortie apres passage dans le filtre et la
visualisation du signal et du spectre des signaux d’entrée et de sortie.

Quel est le spectre de Fourier des signaux d’entrée et de sortie ?

Analyse du probleme

Le théoréme de Shannon doit étre vérifi€é quand on fait du traitement numérique du
signal. Comme pour le traitement analogique du signal, le traitement numérique du
signal permet de transformer les signaux.

1.

%

T C?==Tus

L'équation différentielle entre U'entrée et la sortie s'écrit :

—I—RCde
Vg =V —
E M dr

En notation complexe, on a : Vg = Vg + jRCwVs. On en déduit la fonc-
tion de transfert :

H (jw) Vs :
W) =———=—————
SV = Y, T 1T jRCw

Cest un filtre passe-bas du premier ordre. La pulsation de coupure a -3 dB

1
est : w. = ——. On obtient alors :
RC

Clvg
— + WV = W UE
dr
2. On sépare les variables : dvy = —w.vg (1) dt + w.vE (¢) df.

On intégre entre les points de mesure k7T, et (k + 1)7T, :

Vs ((k+ 1) T,) — Vs (kT,) = —w, (Vs (k+ 1) 7; + Vs (kT,)) o

(Ve (k+ 1D T, + Vg (kT.))
+ we >

T,
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On a alors :
weT, weT,
VS((k—I—l)T,_,)(l—l— > ):VS(kTe)(l— 5 )+
o T (VE(k+ DT, + Vg (kT,))
cte 2
On en déduit finalement :
| — e (Ve (k+ 1) T, + Vg (kT,))
Vs (tk+ D) T0) = Vs (To) g +weTe <
3 21+ %%)
| — Wele T
On pose alors:A:—w%’Teth i .
L4 5 21+ 5%

3. Le programme suivant permet de visualiser le signal d'entrée et de sortie.

clear

N =1024, Fe = 1000, Te = 1 /Fe, fc = 150, omegac =2 x w x fc
t=[0:Te:(N—1)x Te]

amp =5, ve = amp x Sin(2 x +amp x sin(2 x m x 460 x 1)
//signal de sortie

vs(1) =0, A= (1 —omegac x Tej2)/(1 + omegac x Te/2),

B = omegac x Te/(2 x (1 +omegac x Te/2))

fori=1:N—-1

vs(i +1)=Axvs()+ B x (ve(i + 1) 4 ve(i))

end;

//spectre de Fourier

pasf = Fe/N, [ = pasf x[0: N — 1]

sfft=fft(vs, —1), efft=fft(ve,— 1)

xset("window",1) //fenétre numéro 1

clf, subplot(2,1,1);

plot2d(z, ve)

xset("font size",0.5)

xtitle("Signal en fonction du temps")

subplot(2,1,2);

plot2d3(f(1: N/2), 1/N x 2 x abs(efft(1 : N/2)))

//spectre corrigé en divisant par N et *2 car fonction paire de la TF.
xtitle("Spectre de Fourier") //plot2d3 permet d'afficher les raies
xset("window",2) //fenétre numéro 2

clf

subplot(2,1,1);

plot2d(z, vs)

xset("font size",0.5)

xtitle("Signal en fonction du temps")

subplot(2,1,2);

plot2d3(f(1: N/2), 1/N x 2 x abs(sfft(l : N/2)))

//spectre corrigé en divisant par N et *2 car fonction paire de la TF.
xtitle("Spectre de Fourier") //plot2d3 permet d'afficher les raies

On observe bien une trés forte atténuation de la sinusoide a 500 Hz.

23
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10

Signal d'entrée en fonction du temps

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Spectre de Fourier de I'entrée

14 /
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0 100 200 300 400 500 600

Signal de sortie en fonction du temps

1

0 0.2 0.4 0.6
Spectre de Fourier de la sortie

,_L I f

I T T T T T T T T I T 1
0 100 200 300 400 500 600
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Modulation —
Démodulation S

Exercice 3.1 Modulation d’amplitude

Pour transmettre un signal qui contient de I’'information (par exemple une onde
sonore de fréquence f1), on module I’amplitude d’une porteuse de fréquence f>
tres supérieure a fij. Le signal modulant qui contient I’information est
u; = Uy + Uy, cos (wit) . En sortie d’un multiplieur, on a le signal v = kujus.
La porteuse haute fréquence est u, = Uy, cos (wat).

1. Montrer que le signal modulé s’écrit :

Vs = Amod €08 (waf) ol Apoa = A (1 + m cos (wit)) est I"'amplitude modulée.
Exprimer A en fonction de k, Uy et Uy,,. Exprimer le taux de modulation m en
fonction de Uy et Uy,,. Représenter le spectre de Fourier du signal modulé.

2. Construire la courbe vs(t) avec Uy =1V ; Uy, =0,5V ; f1 =1000 Hz ; Uy,
=1V ; f,=10000 Hz et k = 1. Construire la courbe avec U, = 1,5V, les
autres parametres demeurant inchangés. Interpréter ? Dans quel cas est-on en sur-
modulation ?

Analyse du probléeme

La modulation d’amplitude permet de transmettre a grande distance un signal sono-
re occupant la bande de fréquence 20 Hz — 20 kHz. Pour obtenir le spectre de
Fourier, il faut linéariser le produit de fonctions sinusoidales. L’allure des courbes
obtenues dépend du taux de modulation

w 1. Le signal de sortie est :

vs = kuupy = kU, (Up + Uppcos (wit)) cos (wot) .
Il suffit de mettre Uy en facteur pour obtenir la forme souhaitée :
U]m
vs = kujur = kU, Up | 1 + T cos (wqt) | cos (wnrt)
0
On a bien vy = Apod €OS (wat) avec Apod = A (I + m cos (wit)) ;
Uim
A = kUpUp et m = —2.
Uy
Pour obtenir le spectre de Fourier, il faut linéariser le produit de deux cosinus :
vs = A(l +m cos(wit)) cos (wat)
= A cos (wat) + Am cos (wat) cos (wyt)

25
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Soit :
Am
vg = A cos (wrt) + - (cos ((wr +wq) 1) +cos ((wr —wy) 1))

On a le spectre de Fourier :

amplitude
N
A
Am Am
2 2
0 fo=f1 fo fathfi f

2. Premiére courbe : m = —" = 0.5 < 1
Uop

Il faut bien identifier le terme lent u#, et le terme rapide ©>. On va multi-
plier u; par un terme rapide qui varie entre —1 et 1.

On représente d'abord le terme lent u; :

U1
A\ B
1,4 1
1
0,6 1 \
0,2 4 t en ms
0 0,5 1 1,5 2

On représente ensuite le terme lent —u; :

Ul

0,5 |

—0,5

1 \/\
—1,5 | — t en ms

0 0,5 1 1,5 2
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Il reste a multiplier par le terme rapide qui varie entre —1 et 1 avec une fré-
quence 10 fois plus grande que le terme lent :

1,5 4
1
0,5
0
—0,5
—1 N
~1.5 —th t en ms
0 0,5 1 1,5 2
Deuxiéme courbe : m = —" — 1.5>1
Uo
On a un chevauchement des courbes u; et —u;.
2 | M
1
0
—1
-2 1 - t en ms
0 0.5 1 1,5 9
On en déduit la courbe représentant « en fonction du temps :
uy
9 |
u
1 mﬂﬂ
0
—1
—2 —u1 t en ms
0 0.5 1 1,5 5

On est en surmodulation.
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Exercice 3.2 Démodulation d’amplitude

Cet exercice est la suite de 1’exercice précédent ol on a réalisé une modulation
d’amplitude. Pour récupérer I’information contenue dans un signal modulé en
amplitude, on réalise une démodulation synchrone a 1’aide d'un multiplieur. La
tension de sortie du multiplieur est : v,, = kv, vy.

. >< Filtre p—
Ve
Vd Dok Vg

On place, sur la premiere entrée, le signal a démoduler, réceptionné par voie hert-
zienne, dont 1’équation est v, (1) = Vp (1 + m cos (w;t)) cos (wpf) et on impose,
sur la seconde entrée, la tension vy (t) = V,; cos (wat).

1. Représenter le spectre du signal de sortie du multiplieur.

2. Proposer un filtre permettant de récupérer en sortie le signal contenant I’ infor-
mation. Déterminer alors la tension de sortie du filtre.

Analyse du probleme

La démodulation d’amplitude permet de récupérer le signal contenant I’information.
On va étudier dans cet exercice le principe de la démodulation synchrone avec un
multiplieur et un filtre passe-bas pour récupérer uniquement certaines composantes
spectrales du signal.

2& 1. En sortie du multiplieur on a :

U (1) = kVoVy (1 + m cos(wqt)) cos®(wat)

1+ cos(2wzr))
2

= kVoVy (1 4+ m cos(wt)) (

Soit :
kVoVy

vy (1) = (1 4+ m cos(wit) + cos(2wrt) + m cos(w;t) cos(2wnt)

On en déduit :

V(1) =
kVyV,
g 4 (1 + m cos(wit) + cos(2wat) + % cos(wr + wy)t + % cos(2wr — wl)t)
kVoVy
On pose a = >y

238
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On en déduit le spectre de la tension v,,(¢) :

amplitude
A

am

o TTTTTTT [ """""" ] f

~
”

2fa—f1 2fa 2fo+fi

® Fréquence nulle : amplitude «
® Fréquence f| : amplitude am

® Fréquence 2 f> : amplitude «

® Fréquence 2 f, — f : amplitude a%
) . m
® Fréquence 2 f> + f1 : amplitude az

2. Le signal contenant linformation est la partie du spectre :

® Fréquence nulle : amplitude «

® Fréquence f| : amplitude am

Il faut supprimer les composantes spectrales 2 f>, 2f> — f1 et 22+ fi.0n
peut utiliser un filtre passe-bas de fréquence de coupure supérieure a f; pour

filtrer les composantes spectrales supérieures a fi;. On obtient alors le
spectre suivant :

amplitude
A
Filtre
______ \ «
« \\
\
\
\
\
am \
\\ m Im
\ (¥ — x—
\\ 2 2
\ | ./
0 1 2fa—f1 2fa 2f2+f
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On peut utiliser un circuit RC pour réaliser un filtre passe-bas :

i R
~ 1

1 o]

On reconnait un diviseur de tension :

H (ju) = 5 = |
_— - - 1 - .

On peut identifier a la forme canonique :

H(jw) = L(.)w
1+ J e
L'identification donne : wy = R—IC et Hy= 1. La fréquence de coupure a
-3 dB:
w
fe=Jo= 2—2
La tension de sortie est :
kVoVy

v (1) = (I + m cos(wt))

2

On récupére bien une tension avec les fréquences et les amplitudes propor-
tionnelles a celles du signal contenant linformation.
Ce montage fonctionne méme si on est en surmodulation (m > 1).
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Transport de charge

Exercice 4.1 : Modéle de Drude

On considere un fil de cuivre d’axe Oz, de longueur L et de section S et parcou-
ru par un courant d’intensité /. On modélise le cuivre par un réseau cristallin
constitué d’ions positifs fixes dans lequel des électrons de conduction se dépla-
cent librement. On admet qu'un atome de cuivre libére en moyenne un électron
de conduction. On appelle n le nombre d’atomes de cuivre par unité de volume
et v la vitesse moyenne des électrons. On modélise 1’agitation thermique des
€lectrons et les collisions sur les ions du réseau et entre eux par une force de frot-

m = ’ . P . Vs .
tement égale a ——v. Le champ électrique extérieur appliqué au cuivre est
T

constant et vaut E = Eii,.

Données pour le cuivre : conductivité = 7= 5,9 x 107 S.m~! :; masse volu-
mique = p = 8,96 x 10° kg.m™> ; masse molaire = M = 63,5 g.mol™! ;
N4 = 6,02 x 10 mol~!.

Données pour un électron : m = 9,1 x 10731 kg;g=—e=—1,6x 10719 C.
1. Déterminer en régime permanent la conductivité v du cuivre en fonction de
e,m,netr.

2. Calculer n et la constante de temps 7.

3. Déterminer la résistance du fil du cuivre en fonction de v, L et S.

4. Déterminer la densité volumique de puissance cédée par le champ électrique
au métal. Quelle est la puissance cédée par le champ électrique au fil de cuivre ?
Comment appelle-t-on cette puissance ?

Analyse du probleme

On utilise la mécanique modele classique pour étudier la conduction dans les
métaux. On écrit le principe fondamental de la dynamique a un €lectron. En régime
permanent, on en déduit la vitesse d’un électron ce qui permet d’en déduire la

conductivité du métal.

Systéme : électron de masse m et de charge ¢ = —e.

Référentiel : terrestre galiléen.
Bilan des forces :

-

e force électrique : ql:f = —¢ekE

2& 1. On suppose pour simplifier que chaque électron se déplace a la vitesse v.
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34

%

(D

m_,
e force de frottement : ——v
T

® 0On néglige le poids devant ces forces.

Principe fondamental de la dynamique :

dv - m._
m—=—ek — —v
dt T
On en déduit :
dv 1. e -
—+—-v=——F
dr T m

Comme le champ électrique est constant, la solution est :
- er - - t
v=——FE+ Aexp (——)

m T

avec A un vecteur dintégration qui peut étre calculé par les conditions ini-
tiales.
Le deuxiéme terme correspond au régime libre qui tend vers 0 au bout de

quelques 7.
On suppose que l'on se place en régime permanent. Le vecteur vitesse
s'écrit :
- er -
V= ——
m

On en déduit le vecteur densité volumique de courant :
2

- - eT - ne-T -
Jj =nquv =n(—e) (——E) = —F
m m
Le conducteur ainsi modélisé vérifie la loi d’Ohm locale :
J=nE
La conductivité du cuivre est :
ne’r
’Y =
m
N
2. La masse volumique est : p = —n, d'otin = R4 _ 8.4 x 10%® m~3.
Na M

Il faut utiliser les unités du systéme international en physique pour effectuer les
applications numériques. 1 faut donc exprimer la masse molaire en kg.mol ™.

m
La constante de temps est 7= —Z =2.5%x 107",
ne

Cette valeur est tres faible ce qui justifie 'hypothése faite précédemment du
régime permanent.
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Chapitre 4 - Transport de charge

Remarque : La constante de temps a le méme ordre de grandeur pour tous les

métaux.

¥

3.0npose E=Eii,et]=jii..

h ~ - % - . # . # - -
On considére un déplacement d/ = dz u. colinéaire au champ électrique E

du point 1 au point 2.

S —‘7>
14
Ona:dv=-E.-d =-2.4 =—Zq;
Y Y
2 _]ﬂ
On intégre entre le pointletz:/ dV =V, — V| = ——.
1 8

% -
Le conducteur est orienté vers la droite. On a donc d§ =dSu..

s - , . dg T T .
Lintensité du courant électrique est : 1 = i j-dS =j5§.
S

1¢
Onadonc: U=V, -V, = ——.

S
On en déduit la résistance du fil de cuivre définie par la loi d'Ohm en
convention récepteur : U = RI.

La résistance du fil de cuivre de longueur £ et de section S est :

14

R=—
VS

4. Pour faire un bilan de puissance, on multiplie scalairement le principe
fondamental de la dynamique en régime permanent par v :
= - m — —
O0=gE-v——v-v
T
Le premier terme est la puissance algébriquement recue du champ électri-
que :
Pélec:qE"5>0

Le deuxiéme terme est la puissance algébriquement recue de la force de frot-
tement :

Prro = — =% < 0
frott—_?v<
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L'électron recoit donc effectivement de la puissance du champ électrique
quil perd aussitot pour fournir de la puissance au métal.

Le champ électrique fournit donc effectivement de la puissance au métal :
c'est l'effet Joule.

Remarque : L’effet Joule se manifeste souvent par un échauffement de la matiere
mais pas nécessairement.

2& On considere maintenant un volume d7 qui contient n d7 charges mobiles.

. , . m R
Une charge fournit au métal une puissance : —? = gE -v.
T
L'ensemble des charges contenu dans le volume d7 fournit donc a la matie-

re une puissance : dP = (qE : TJ) (nd7). Comme j = ng¥. On a donc :

dP = j .- E dr.
La densité volumique de puissance cédée par le champ électrique au métal
est :

dP - = 2

dr

C'est la forme locale de la loi de Joule.
La puissance cédée par le champ électrique au fil de cuivre est :

> = j?
P=[/fj-Edr:—(S£)
J gl

Comme I = j§, on peut exprimer P en fonction de [ :

I? ¢

P=—(S)=—1I>=RI’
Szfy( ) N

Cette puissance est appelée également puissance dissipée par effet Joule.

Remarque : On retrouve la formule vue dans le cours d’électrocinétique en pre-
miere année.
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Transfert thermique

par conduction

Exercice 5.1 : Ailette de refroidissement

On considere une barre de cuivre cylindrique de rayon @ = 5 mm, de longueur L.
En x = 0, la barre de cuivre est en contact avec un milieu a la température
Ty = 330 K. Tout le reste de la tige est en contact avec 1’air ambiant de tempéra-

ture uniforme 7, = 300 K. On appelle A\ = 400 W.m ! . K~! la conductivité ther-

mique du cuivre et 4 = 12 W.m 2K~ le coefficient de transfert conducto-
convectif entre la barre de cuivre et 1’air. On se place en régime stationnaire. On

Aa
0=, —.
pose 5

1. On considere que la longueur de la tige est quasi-infinie. Déterminer numéri-
quement le profil de température 7 (x) en tout point de la barre de cuivre.

2. On remplace la tige précédente par une tige de longueur L = 20 cm.
Déterminer numériquement 7' (x). Calculer T(L).

Analyse du probleme

Cet exercice traite d’une ailette de refroissement utilisée par exemple pour refroidir
un microprocesseur. Il faut étre capable d’effectuer un bilan thermique sur une
tranche d’épaisseur dx pour obtenir I’équation différentielle en 7'(x). On utilisera
la continuité de la température ou du flux thermique pour déterminer les constantes
d’intégration.

\

Comme a < L (le rayon du tube est trés petit devant la longueur), on peut
considérer que la température ne dépend que de x.

37



Partie 2 - Phénomeénes de transport

38

Cours : Premier principe de la thermodynamique
Il faut prendre ’initiative d’effectuer un bilan thermique sur un volume élémentaire de sec-

tion S = ma” compris entre x et x + dx pendant une durée dr.

La transformation est isobare puisque le systéme est en contact avec I’air qui maintient une
pression constante. Le premier principe de la thermodynamique s’écrit :

dH = 6W' + 60

» dH est la variation d’enthalpie du systéme entre 7 et 4+ d7. Dans I’exercice, elle est nulle
puisqu’on est en régime stationnaire (on dit aussi régime permanent).

» OW’ est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici : W' =0

* §Q est le transfert thermique algébriquement recu pendant dr.

On divise souvent le premier principe de la thermodynamique par df pour faire apparaitre
des puissances thermiques.

Puissance thermique par conduction traversant une surface X

Soit une surface ¥ orientée suivant .

5Q
——
—>

dS =dSu,

b))

Le transfert thermique dQ qui traverse la surface ¥ pendant dr est :
00 = ddr

® est la puissance thermique par conduction qui traverse X. On I’appelle également flux
thermique. Le terme puissance thermique est préférable puisqu’il fait référence a I’'unité du
flux thermique (le Watt).

On peut I’écrire avec le vecteur densité de courant thermique ji,. On a alors :

5Q:¢dr:ff i - d8dr

MeX

On projette sur i,. Le transfert thermique qui traverse S pendant dr dans le sens iz, est :

5Q:[[ﬁmwf

Mex
Loi de Fourier
La loi de Fourier s’écrit :
jin=—Agrad T

A est la conductivité thermique du milieu (en W.m~ ! K™1). Elle est toujours positive. Le
signe — vient du fait que le transfert thermique se fait spontanément des zones les plus
chaudes vers les zones les plus froides.
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Chapitre 5 - Transfert thermique par conduction

Conditions aux limites

On n’a pas de discontinuité de la température a I’interface solide-solide ou solide-fluide
immobile car le transfert thermique est de méme nature (transfert thermique conductif). Le
contact est supposé parfait.

On utilise trés souvent la continuité du flux thermique au niveau des interfaces. Les inter-
faces ne peuvent pas accumuler d’énergie car 1’épaisseur est infiniment petite.

On a une discontinuité de la température a I’interface solide-fluide en mouvement. On note
Tp la température de la paroi solide et T la température de fluide en mouvement. On utili-
se souvent la loi de Newton :

§Q = hS(Tp — Tr)dt

Il faut faire trés attention aux signes. Comme le transfert thermique se fait du corps
le plus chaud vers le corps le plus froid. 4Q est donc orienté algébriquement de la
paroi vers le fluide.

Cours : h est appelé coefficient de transfert conducto-convectif ou coefficient d’échange
entre le solide et le fluide (en W.m_z.K_l). Tout se passe comme si on avait une disconti-
nuité de la température au niveau de la paroi. On fait I’approximation qu’une petite épais-
seur d’air est quasiment au repos sur une trés faible épaisseur appelée couche limite ther-
mique.

Z@ On fait un bilan thermique sur une tranche comprise entre x et x + dx :

h2radz [T (x)—T,]

=t

O (x) . ®(z+dz)

T c+dz

®(x) est la puissance thermique qui rentre en x.

@ (x 4+ dx) est la puissance thermique qui sort en x + dx.

h2madx [T (x) — T,] est la puissance thermique qui sort a travers la surfa-
ce latérale 2madx

SiT(x) > T, le transfert thermique est positif et effectivement dirigé vers 1’exté-
rieur. C’est bien une puissance thermique effectivement perdue.

La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique
ZW sur une tranche s'écrit en régime stationnaire :
dH =0=900 = ®(x)dt — ®(x +dx)dt — h2wadx [T (x) — T,] dt
On a donc :

®(x) — O (x + dx) — h2madx [T (x) — T,] = 0
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- — dT .
La loi de Fourier est : jj, = —Agrad T = —)\d—ux.
X

La puissance thermique ®(x) qui traverse la surface 7a® orientée suivant
i, est:

dr
d(x) = jth*zm2 = —)\aﬂaz
On en déduit que :
do d’T
——dx — h2madx [T (x) — T,] = Ma®>——dx — h27adx [T (x) — T.]
dx dx?
=0
L'équation différentielle s'écrit :
d&>T  2h _ 2h T
dx2  Xa  Xa €

2h

T T T,

a2 2 F
e Solution générale de ['équation homogéne.

2

1 1
L'équation caractéristique est: r= — — =0, soit r = £—.
)

)
. . X X
La solution générale est donc : Tsg = A exp (E) + B exp (_E)
e Solution particuliéere de l'équation différentielle avec second membre :
TSP = Te
La solution de ['équation différentielle est :
X X
T(x)=T,+ Aexp (E) + B exp (_E)
Il faut deux conditions aux limites pour déterminer A et B :
® |e contact est parfaiten x =0, donc 7(0) =Tp =T, + A+ B.
® |a température doit rester finie si x — 00. On a donc A = 0.
La constante d'intégration B est : B = Ty — T,. On obtient :
X
T() =T, + (T~ T exp (%)

Numériquement, on a :

T(x) = 300 + 30 exp (_0 ;89)
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Chapitre 5 - Transfert thermique par conduction

2. On a toujours :

X

T(x)=T,+ Aexp (5) + Bexp (_%)

La distance caractéristique vaut o = 28,9 cm. La longueur de la tige vaut
20 cm. On ne peut plus considérer comme dans la question précédente que la
longueur est trés grande devant la distance caractéristique. On n'a donc plus
les mémes conditions aux limites.

Le contact est parfaiten x =0, donc 7(0) =Ty =7, + A + B.

La deuxieme condition aux limites est plus délicate a trouver. On a une discontinui-
té de la température a cause du flux conducto convectif en x = L.

11 faut raisonner sur la continuité du flux thermique en x = L.

Y

La continuité du flux thermique en x = L permet d’obtenir la deuxiéme équa-
tion :

jn(L)ma® = hma® [T (L) — T,]

En utilisant la loi de Fourier, on a :

dT
~\ (a)x_L — h[T(L) — T,]

dr A X B X
Comme — = —exp (—) — — exp (_3)' ona:

—AA L AB L _nla L B L
5exp5—|—5exp 5) = exp5+exp 5

On a un systéme a deux équations et deux inconnues :

To=T,+ A+ B

—AA L +)\B L (A L + B L
5 exp 5 5 exp 5) = exp 5 exp 5

La résolution numérique donne : A = 5,92 et B = 24,08.
On a donc :

T(x) = 300 + 5,92 exp (0 ;89) + 24,08 exp (_0 ;89)

Pour x = L, la température est égale a 324 K.

Remarque : Si la longueur de la tige est supérieure a 3, alors on peut considérer que
la tige est de longueur quasi-infinie. On retrouve alors la résolution plus simple de la
question 1.
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Exercice 5.2 : Simple et double vitrage

On considere une picce a la température 7; = 20°C. La température extérieure est
T, = 5°C. On étudie les transferts thermiques avec I’extérieur a travers une vitre

en verre de conductivité thermique A = 1,15 W.m LK1, de largeur 60 cm, de
hauteur 60 cm et d’épaisseur 3 mm. On suppose qu’il n’y a pas de flux sortant a
travers les autres parois de la piece. On se place en régime stationnaire.

1. Définir et calculer la résistance thermique de la vitre. En déduire le flux ther-
mique sortant a travers le simple vitrage.

2. On remplace le simple vitrage par un double vitrage constitué d’une vitre
de 3 mm d’épaisseur, d’une couche d’air de conductivité thermique
Xair = 0,025 W.m~! K~!, d’épaisseur 10 mm et d’une autre vitre identique 2 la
premiere. Donner le schéma thermique équivalent. Calculer le flux thermique
sortant a travers le double vitrage et les différentes températures dans le double
vitrage. Interpréter.

Analyse du probleme

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique en ’absence de produc-
tion de chaleur. On pourra alors utiliser la notion de résistance thermique et tra-
vailler sur un schéma thermique équivalent. En appliquant le diviseur de tension, on
pourra déterminer les différentes températures.

L’énoncé ne donne pas le coefficient de transfert conducto-convectif entre la vitre
et I’air. On néglige donc la discontinuité de température aux interfaces vitre-air.

1. On appelle S la surface de la vitre. Le transfert thermique se fait suivant

2@ 'axe Ox dirigé de lintérieur vers 'extérieur.
vitre S
air d(z) = —= P(x+da) extérieur
T; T.
0 x r+dx e

Cours : La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique s’écrit
sur une tranche en régime stationnaire :

dH =0=6Q0 =P (x)dt — d (x +dx)dr
On a donc conservation du flux thermique :
D (x)=P(x+dx) =cte

On note @ le flux a travers les différentes sections de la vitre.
La loi d’Ohm s’écrit en convention récepteur : Vi — Vo = RI{_,>. R est toujours positif.

I=I_.,
—— R

%1 Vo
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La résistance thermique est définie par analogie : 7| — T» = Ny P2,

(I) = @1—>2
—_—— E}Eth
T] T‘Z

Interprétation physique : Si 71 > 71>, le transfert thermique se fait des zones les plus chaudes
vers les zones les plus froides d’apres le deuxieme principe de la thermodynamique.
Analogie avec I’électrocinétique :

T—V
Hipn — R
d=P,—>1T

Le flux a travers une surface S a 1’abscisse x est :

. dT
P=jS=-A—5
dx
On sépare les variables et on intégre entre x = 0 et x = e.
dT ® dx,dou T — T ®
=——dx,douTh, - T = ——e.
XS 2SS
€
Onobtient: 71 — T = — .
n opten 1 2 NS
La résistance thermique est :
e
Nih = —
th S

Remarque : On peut la retrouver par analogie avec I'électricité. La résistance d’un fil
conducteur de conductivité -y, de section S et de longueur L est :
L
R=—
S

Dans de nombreux exercices, on fera le schéma thermique équivalent.

2 On est en régime stationnaire. Il n'y a pas de création de chaleur dans la
& vitre. On a donc conservation du flux thermique.
=Py,
—_—— §Rth
Ty T

La résistance thermique est définie par analogie avec lélectricité
I =T =N Pi-o2.
En coordonnées cartésiennes, la résistance thermique est :

Ny = —— =7.25 x 103K.W~!
AS

La surface S vaut : S = 0,6 x 0,6 = 0,36 m?.
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a4

On en deéduit le flux thermique sortant pour le simple vitrage :

Ti_Te
b = =2070 W
Jith

2. On se place toujours en régime stationnaire. Il n'y a pas de terme de créa-
tion. On a conservation du flux thermique a travers les différentes sections
du double vitrage.

On peut donc utiliser le schéma électrique suivant avec des résistances ther-
miques en série.

Rent Reno Renz
—— & &
T; 1 1> T.
,Ti Tl T2 Te
e=3 mm L=10 mm c=3 mm

Les résistances thermiques sont :

Ry = — =7.25 x 1073 KW~
nS

R = =1, 11KW!

A-airS

Ry = — = 7,25 x 1073 KW~
S

La résistance thermique équivalente est :
NRiheq = Rl + Rz + R = 1,13 KW

On en déduit le flux thermique sortant :
_ 7; - Te
© Rent + Renz + N3

On a un flux thermique sortant 155 fois plus faible que dans la question 1.
D'ol lintérét du double vitrage pour lisolation thermique.

On peut calculer les différentes températures en utilisant le diviseur de ten-
sion :

=133W

P,

HIAN

ILi—-1I =

(Te - Tl)

Il ne faut pas écrire 7 au lieu de 77 — 7;. 1l faut considérer une tension et non un
® potentiel pour appliquer le diviseur de tension.
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Chapitre 5 - Transfert thermique par conduction

2& De méme, on a:

N N
T2—7}=M(T6—Ti)
mtheq

L'application numérique donne : 7= 19,9°C et 75 = 5,1°C.

Exercice 5.3 : Fil parcouru par un courant

On considere un fil cylindrique de conductivité électrique -y, de conductivité
thermique A, de rayon a et de longueur L. On suppose que 7(0) = T (L) = Ty.
Le fil est parcouru par un courant électrique d’intensité constante /. On néglige
les pertes thermiques a travers la surface latérale. On se place en régime station-
naire.

1. Déterminer la température 7' (x) dans le fil.

2. Pour quelle abscisse la température passe-t-elle par un maximum ?

3. Ce résultat €tait-il prévisible par une analyse physique ?

Analyse du probleme

En régime stationnaire, on n’a pas continuité du flux thermique car le fil recoit de
la puissance du circuit €lectrique. Il faut faire attention aux signes lors de I’écriture
du premier principe de la thermodynamique.

Une analyse des symétrie du probleme permet de prévoir qualitativement ou la tem-
pérature est maximale dans le fil.

z& 1. On considére une tranche de section S = wa” comprise entre x et x + dx
dx
pendant dz. La résistance de longueur dx et de section § est : dR = -5
Y
O (x)dt ) , O (z+dx)dt
% r+dx

Pour une transformation isobare, le premier principe de la thermodynamique
s'éecrit :
dH = oW’ ' + 460
® En régime stationnaire, dH = H(t +df) — H(t) =0
e OW’ est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici le sys-
téme recoit un travail électrique. En convention récepteur, le travail recu

d
est : OWeee = dRI2dr = — 124t
¥S
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® JQ est le transfert algébriquement recu. Il vaut :

d®
®(x)dt — O(x +dx)dr = —d—dxdr
%

Attention aux erreurs de signe pour le travail électrique recu. Il faut bien mettre un

@ signe + devant dRT 2dt car c’est bien une énergie recue par le systeme de la part
du circuit électrique. Cette énergie recue est également appelée énergie dissipée
par effet Joule.

La loi de Fourier est :

b —
Jih = —Agrad T
Le flux thermique ou la puissance thermique a travers la section § d'abscis-

se x est:

dT
D = jpS = —)\a’fra2

On obtient donc pour le premier principe :

9% ear + L g — 0 = )\mzdz—dedr + & g
dx ~S dx2 yra?
L'équation différentielle s'écrit :
d°T I
dx2 Mymlat
On intégre une premiére fois :
aT_ P

=———X
dx Aymia?

Une deuxieme intégration permet d'écrire :

% 3#
e b AN e B
Mym2at 2
On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d‘inté-
gration A et B :

T =

TO)=Ty=81B
72 T2
T(Ly=Ty=—————+ AL+ B
(L) =T Aym2at 2 TALT
On a donc :
B=T,
4 E I
T Myr2at 2
On obtient finalement :
[2
T(x)=——+—(—x*+1L T,
(x) 2>vwr2a4( x*+Lx)+ Ty
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Chapitre 5 - Transfert thermique par conduction

2. On calcule la dérivée de T par rapport @ x pour déterminer od la tempé-
rature passe par un maximum :

a7 r (—2x + L)
_—— fra— x
dx 2 ym2a?

La dérivée est nulle pour x = >

La température est donc maximale au milieu du fil.

3. Chaque élément de longueur dx du fil recoit la méme énergie électrique.
Les températures sont égales aux deux extrémités. Le plan x = % est un
plan de symétrie pour la température. La température est donc croissante
entrex =0 etx = % puis décroissante entre x = % et L.

On peut donc prévoir qualitativement que la température est maximale au
milieu du fil.

Exercice 5.4 : Résistance thermique entre deux sphéres

On considere un matériau conducteur compris entre deux spheres de centre O, de
rayons R| et Ry (R; < R7), de conductivité thermique A. Les parois sphériques
de ce matériau sont maintenues constantes a la température 77 pour » = Rj et a
la température 7> pour r = R». On se place en régime stationnaire.

1. Montrer que 1’on a conservation du flux thermique. En déduire la résistance
thermique de ce matériau en fonction de A, R et R;. Etudier le cas particulier ol
Ry et R, sont tres proches.

2. En utilisant la résistance thermique entre une sphere de rayon r et une sphere
de rayon r + dr, proposer une deuxieme méthode permettant de déterminer la
résistance thermique entre les deux spheres.

3. Déterminer I’équation différentielle vérifiée par la température 7 (r). Exprimer
la température 7 (r) en tout point du matériau. En déduire une troisieme métho-
de permettant de déterminer la résistance thermique entre les deux spheres.

Analyse du probleme

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique (ou de la puissance ther-
mique) car il n’y a pas de terme de création. On peut donc définir une résistance
thermique. On va voir trois méthodes pour déterminer la résistance thermique entre
deux spheres.

2 1. On a une invariance du probléme par rotation dangle € et ¢. La tempé-
& rature ne dépend donc que de r en régime stationnaire. Le vecteur densité
de courant thermique est :

- —
Jih=—AgradT
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Comme T ne dépend que de r, alors jiy, = jmli,. Les surfaces isothermes
sont des sphéres de rayon r.

On appelle 4 la masse volumique du matériau et ¢, la capacité thermique

massique du matériau. On suppose la transformation isobare. On applique le
premier principe de la thermodynamique a un volume compris entre les
sphéres de rayon r et r + dr pendant une durée dr :

oT
47rr2dr,ucp (T(t+dt)—T (1)) = 4ﬂ'r2dr,ucpgdt
=& (r)dt — D (r+dr)dt

aT
En régime stationnaire (E = 0), on a donc :

P(r)=b(r +dr) =cte=

On note @ le flux thermique (ou la puissance thermique) a travers une sphé-
re de rayon r (r compris entre R; et Rp).

// Jth S = .]th47rr = —Ad—ﬁ]-ﬂ'r

On sépare les variables :

On a alors :

Dol :
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Chapitre 5 - Transfert thermique par conduction

La résistance thermique est définie par :
T'—T =R P12

On en déduit finalement la résistance thermique entre les deux sphéres :

o — 1 | |

Tih 4T\ R1 Rz
Si R, et R sont proches. On pose R» = R + e. On fait un développement
limité a lordre 1 :

R — 1 1 1 N RQ—R| N e . e
T4 \Rl Ry 4mARIR, 4mARIR;  47AR2

On retrouve la formule démontrée en coordonnées cartésiennes :
e

Ny = —
Lth S

avece =R, — Ry etS = 47'er.

Remarque : On pourra faire cette approximation dans les exercices si I’épaisseur
est petite devant R;.

Y%

2. La résistance thermique comprise entre une sphére de rayon r et une
sphére de rayon r + dr est d'aprés la question précédente :

dr
Mr?

Les résistances sont en série puisque le flux est le méme a travers les diffé-
rentes sphéeres de rayon r. Il reste a intégrer entre R et R> pour obtenir la
résistance thermique entre les deux sphéres :

o L (L 1
'th_4ﬂ')\ R] R2

3. On a vu dans la question 1 que :

dfﬁth -

aT
3 —\—4nr?
RO ar
0= ——drdr = — drdt
ar or

Aprés simplification, on a :

Comme T ne dépend que de r, on a :

rr—=A
dr
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. Adr .
D'ou : dT' = —-. Lintégration donne :
r
A
T=——+B
r
On calcule A et B en utilisant les conditions aux limites :
T, = 4 + B
1= R
T = a + B
2= R
Vo <& T2 _ Tl e i
Dol : A = 1 1 etB_Tl—i—Rl.
R R
Le flux de 1 vers 2 est :
dT A T, — T
® 0 = judnr? = —A—d4nr? = —SAnr? = Ti=10) s 4n
dr r2 1 1
Ry Ry

Finalement, on retrouve bien : T} — T» = Ny, P> avec :

PIRE 3% & TN
'lth_47|')\ Rl Rg
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Exercice 5.5 : Résistance thermique entre deux cylindres coaxiaux

On considere un matériau conducteur compris entre deux cylindres coaxiaux, de
rayons R et Ry (R < R»), de conductivité thermique A. Les parois cylindriques
de ce matériau sont maintenues constantes a la température Ty pour r = Rj et a
la température 7> pour r = R,. On se place en régime stationnaire. On néglige
les effets de bord.

1. Montrer que 1’on a conservation du flux thermique. En déduire la résistance
thermique entre deux cylindres de hauteur H en fonction de A\, R, R, et H. Etu-
dier le cas particulier ol Ry et R, sont trés proches.

2. En utilisant la résistance thermique entre un cylindre de rayon r et un cylindre
de rayon r + dr, proposer une deuxieme méthode permettant de déterminer la
résistance thermique entre les deux cylindres de hauteur H.

3. Déterminer |’équation différentielle vérifiée par la température 7'(r). Exprimer
la température 7' (r) en tout point du matériau. En déduire une troisiéme métho-
de permettant de déterminer la résistance thermique entre les deux cylindres de
hauteur H.
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Analyse du probleme

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique (ou de la puissance ther-
mique) car il n’y a pas de terme de création. On peut donc définir une résistance
thermique. On va voir trois méthodes pour déterminer la résistance thermique entre
deux cylindres.

¥

1. On a une invariance du probléme par rotation d'angle @ et translation
d'axe Oz. La température ne dépend donc que de r en régime stationnaire.
Le vecteur densité de courant thermique est :

- —
Jn=—AgradT

Comme T ne dépend que de r, alors fth = jmil,. Les surfaces isothermes
sont des cylindres de rayon r.

/T /T
AECE
|

V)
~ N/

—
M
@)

On appelle 1 la masse volumique du matériau et ¢, la capacité thermique

massique du matériau. On suppose la transformation isobare. On applique le
premier principe de la thermodynamique a un volume compris entre les
cylindres de rayon r et r+dr, de hauteur H pendant une durée dr :

2nrHdrpe, (T (t +dt) — T (1)) = 2nr Hdruc,, %dr
=& (r)dt — D (r +dr)d:
En régime stationnaire, on a donc :
O(r)=®(r+dr) =cte =

On note @ le flux thermique (ou la puissance thermique) a travers un
cylindre de rayon r (r compris entre R| et R;) et de hauteur H.

On a alors :

- dT
o =f th - dS = jm2mrH = —)\d—27rrH
a

S

1

~

On sépare les variables :
o dr
 \2wH r

51



Partie 2 - Phénomeénes de transport

Copyright © 2014 Dunod.

52

On intégre entre R; et Ry :

o R>
T2 — T1 = — In| —=
N2mH Rl

T, — T ® n(k
J— — n R
P2 T orH O\ Ry

La résistance thermique est définie par :
T'—T, =Rn®Pi1-2

On en déduit finalement la résistance thermique entre les deux cylindres :

1 R,
N = In{—
AN2mH ( R1 )

Si R, et Ry sont proches. On pose R» = R + e. On fait un développement
limité a Uordre 1 :

% 1 l Ry +e 1 (14 e e
: —_ n o n e = —
= NorH R, N2 H R \27R H

On retrouve la formule démontrée en coordonnées cartésiennes :

Dol :

RNy = —
T TNS

avece =R, — Ry et S=27R | H.

Remarque : On pourra faire cette approximation dans les exercices si 1’épaisseur
est petite devant R;.

2& 2. La résistance thermique comprise entre un cylindre de rayon r (hauteur

H) et un cylindre de rayon r+dr (hauteur H) est d'aprés la question précé-
dente :

dr
2nrH

Les résistances sont en série puisque le flux est le méme a travers les diffé-
rents cylindres de rayon r. Il reste a intégrer entre R et R, pour obtenir la
résistance thermique entre les deux cylindres de hauteur H :

N L (R
: = ny —
= NorH U\ R,

3. On a vu dans la question 1 que :

dT
ol - A\—27rH
dd dr
0= ——drdtr = — drdt
ar ar

d.gﬁth -
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Aprés simplification, on a :

B o
ar ar

Comme T ne dépend que de r, on a:
dT

r—==2A
dr
D'od : AT = —r. L'intégration donne :
r
T=Alnr+B

On calcule A et B en utilisant les conditions aux limites :

T'=AInR, + B
Ih=AmlmR,+ B

Dot:A=——=—etB=T7T —AInR,.
R>
In—
Ry
Le flux de 1 vers 2 est :
dT A T, —T
D12 = ju2nrH = —A—2mrH = ——27arH = M)\Q?TH
dr r Ry
In—
R,

Finalement, on retrouve bien : 77 — 5 = My, D1 avec:

1 R,
Rinh = ——In | —
X2mH Ry

Exercice 5.6 : Chauffage d'une piéce

On souhaite maintenir constante la température d’une piece a 7; = 20°C. La
résistance thermique des 4 murs et du sol est Ry = 10,0 x 1073 KW', La

résistance thermique du plafond et des tuiles est Ry = 2,0 x 103KWL La
température de I’extérieur est 7, = 10° C. On se place en régime stationnaire.
1. Calculer la puissance thermique P a apporter a la piece pour maintenir
constante la température.

2. On améliore I’isolation thermique en rajoutant une plaque de matériau isolant
entre le plafond et les tuiles. Calculer la résistance thermique de ce matériau afin
de réaliser une économie de 50% sur la puissance thermique P.

Analyse du probléeme

On étudie la puissance thermique nécessaire pour maintenir constante la températu-
re d’une piece. Comme on se place en régime stationnaire sans terme de création, on
pourra utiliser 1I’association sé€rie et parallele des résistances thermiques. Il faut faire
attention aux signes lors de |’orientation des différentes puissances thermiques.
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1. On suppose la transformation isobare. On applique le premier principe de
la thermodynamique a la piéce pendant une durée dz. En régime stationnai-
re, on a:

dH = W'+ 60
En régime stationnaire, dH = H (r +dt) — H (t) = 0.
OW' est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici W' = 0.
En divisant par df, on a:
0 = Potale recue

Piotale recue €St la puissance thermique algébriquement recue par la piece.
Il y a trois puissances thermiques algébriquement recues par la piéce :

Ptotalereguc: P+ P+ P

® P est la puissance thermique apportée par le chauffage (par exemple un
radiateur électrique).

T.—-T; : . N
e P = i}} ~ est la puissance thermique recue de U'extérieur a travers les
N1
4 murs et le sol.
Te — 7: . . r P Y
e P= m est la puissance thermique recue de 'extérieur a travers les
“Jtth2

tuiles et le plafond.

Dans I’écriture du premier principe, les puissances sont algébriquement regues par

Te_Ti

s

Jlthl

le systéeme. Il faut donc écrire T, — 7; et non 7T; — T, car est une puissan-

ce algébriquement orientée de I’extérieur vers |’intérieur.
Ici T, < T;, donc P; < 0. C’est donc en fait une puissance effectivement fournie
a I’extérieur.

On en déduit que :

P=—(T61_T} +T6_Tt)
Nih1 Nih2

P = 6000 W

Remarque : Les deux résistances thermiques sont en parall¢le. La résistance ther-
mique est définie par :

54
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I, - T

La puissance algébriquement recue de I’extérieur est S . Le premier principe
Jith
s’écrit alors :
Te - T;
Rin

On retrouve le méme résultat que précédemment.

0=P+

2& 2. On souhaite avoir la méme température avec une puissance thermique
P’ = 3000 W. On appelle 3, , la résistance thermique de la plaque de maté-

riau isolant que l'on rajoute entre le plafond et les tuiles. En régime sta-
tionnaire, la résistance thermique du plafond, de la plaque de matériau et

des tuiles est alors : My + Ny 5.

Remarque : Les deux résistances sont bien en série car on se place en régime sta-
tionnaire sans terme de création. On a conservation du flux thermique (ou de la
puissance thermique) a travers les différentes sections du plafond, du matériau iso-
lant et des tuiles.

z@ Le bilan thermique s’écrit alors :

7 Te - T;! Te - Tr
P=- + :
Nin1 Rinz + Ny

On a alors :
P’=(7;-—Te)( O )
Nt N2 + Rz
Dol :
1 P’ 1 P'%g— (T —T)
Rz + Ry Ti—To  Rwn (T — T2) Rew

On obtient finalement :
; (1; — T,) R

Ny = — %
R

!

Application numérique : 9%/, = 3,0 x 1073 KW',

Exercice 5.7 : Effet de cave

L’atmosphere occupe le demi-espace x < 0 et le sol le demi-espace x > 0. La
température au niveau du sol est : 7(0) = Tp + a cos(wt). On utilisera la nota-
tion complexe : T(0)=T7p+aexp(jwt). Pour le sol, on note

p=13,0x10°kg.m™> la masse volumique, ¢ = 515J.keg~' K~! la capacité
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thermique massique et A = 1,2 W.K~'.m~! la conductivité thermique. On pose

N
pew
1. On cherche une solution de la forme : T (x,t) = To + f (x) exp (jwi).
Déterminer f (x). En déduire T' (x,1).
2. Calculer les variations de température a une profondeur de 50 cm pour une

amplitude de variation journaliere de la température 7 (0) de 15°C autour d’une
température moyenne de 3°C en hiver.

Analyse du probléme

On étudie les répercussions dans le sol des variations de température de 1’atmo-
sphere. Il faut savoir établir 1I’équation de la diffusion a une dimension en écrivant
le premier principe de la thermodynamique a un systeme bien choisi.

%

1. 0 atmosphere

sol

surface S

v

T

On applique le premier principe de la thermodynamique a un volume de sec-
tion S, compris entre x et x + dx pendant une durée dr :

oT 0P
,uchxEdt = ®(x)dt — ®(x + dx)dr = —a—dxdt
5

En utilisant la loi de Fourier, on a :

aoT
d=jS=-)—S§
ax
On en déduit ['équation de la chaleur :
92T _ ucdT
ax2 X ot

En notation complexe, on a :

T(x.t)=To+ f (x)exp(jwr)

3T T
L'équation de la chaleur s'écrit alors : — = ke !
dx? A ot
PL_ ¥ o tiwn et 2L — £ () jwexp Gut)
avec — = —=exp (jwt) et — = f (x) jwexp (jwt).
ox2  ox2 PV g o PSR
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@ I1 faut savoir que j = exp (jg), donc \/; = exp (j%) = i

%

Chapitre 5 - Transfert thermique par conduction

L'équation différentielle devient :

9’ f . pic . -
523 OXp (jwt) = Ti (x) jwexp (jwr)

En simplifiant, on a :
Pf e
FrA A A

[ 2X
Daprés l'énoncé, on pose 6 = | ——. On obtient finalement :
LW

*f

2jf( )=0
dx2 52—x -

5
l'équation caractéristique est : #% — —; = J; 501k
)

On en déduit :
Y2 (L I+
) - )
On obtient alors :
— (147 1475
f(x)=Aexp (%) + Bexp (%)

La température complexe est :

2=+ (aesp () e (5) + 2o (5) e (55 )) exp o

Il reste a déterminer les deux constantes d'intégration complexes avec les
conditions aux limites :

® Le sol a une profondeur infinie. Comme la température doit rester finie,
on a nécessairement B = 0.

® Pourz=0,0na:7T0)=Ty+aexp(jwt). Dot A =a.

On obtient alors :

r=nomn(F)on()(a-3)
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On revient aux grandeurs réelles. Soit :

y .
T (x,t) = Ty + a exp (T) cos (wt — 5)

2. Application numérique : & = 14,6 cm. Pour x = 50 cm, on a :
X
T (x,t) =34 0,49 cos (wr — E)

On a donc des variations trés faibles de la température a une profondeur de
50 cm. Le sol n'est plus gelé a cette profondeur. Cest l'effet de cave.
On retrouve une profondeur caractéristique comme dans 'exercice sur l'effet

de peau. Au dela de quelques 9, les variations de température sont négli-
geables.
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Diffusion
de particules

Exercice 6.1 : Profil de concentration en régime permanent

On consideére une solution contenant un composé de densité particulaire n dépen-
dant uniquement de la coordonnée spatiale x. Dans la région (a) de longueur 9,
la densité particulaire est variable avec x, alors que dans la région (b) elle est
constante de valeur ng. Sur le plan de cote x = 0 est injecté un flux constant de
I’espece étudiée. On appelle D le coefficient de diffusion dans la région (a).

(a) (b)

Injection d'un flux de particules

>
0 €T

1. Démontrer I’équation aux dérivées partielles vérifiée par la densité particulai-
re n(x,t) en régime variable.

2. Exprimer en régime stationnaire la densité particulaire n(x) ainsi que le flux
de particules injecté en fonction de ng = n(0), ng, d, D et S.

Analyse du probléme

On utilise les coordonnées cartésiennes pour traiter cet exercice de diffusion de par-
ticules. On effectue un bilan de particules pendant d7 sur volume Sdx pour obtenir
I’équation aux dérivées partielles.

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d’in-
tégration.
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1. On effectue un bilan de particules pendant dz sur un volume de section
S compris entre x et x 4+ dx :

S.

v

0 €T r+dx )

La variation du nombre de particules pendant dr est égale au nombre de par-
ticules qui rentrent pendant dr — le nombre de particules qui sortent pen-
dant dr + le nombre de particules qui sont produites pendant dr.

e On appelle d>N la variation du nombre de particules pendant dz. A lins-
tant ¢, le nombre de particules est n(z)Sdx. A linstant r 4+ dz, le nombre
de particules est n(f + dr)Sdx. On a donc :

5
BN = (n (¢ + dt) — n (r)) Sdx = B—?drde

e (e qui rentre pendant dr a l'abscisse x : jp(x)Sdr.

e (e qui sort pendant dr a l'abscisse x +dx : jp(x + dx)Sdr.
® Il n'y a pas de particules produites dans le volume Sdx.

Le bilan de particules s'écrit donc :

8 3j
8—’:drde — jp (x) Sdf — jp (x 4 dx) Sdr = —%dedt
X

La loi de Fick s'écrit :

- — an =5
jp =—Dgradn = —D—u,
0x
On obtient 'équation aux dérivées partielles :
on 8%n
ar  ax2

2

2. En regime stationnaire, on a : 2 = 0. Une premiére intégration permet

dn
d'écrire : o A. Une deuxiéme intégration donne :

n(x)=Ax+ B
On utilise les conditions aux limites pour déterminer A et B :
e Pourx =0 :n(0) =nyg=B.
® Pourx =6 :n(d) =ng=Ad+ B.
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ns —n
On obtient finalement : B =nget A = %
La densité particulaire n(x) est donc :
ng — A
nx)= =20t no

)
Le vecteur densité de flux de particules est :
ns — R
—Uu
5 X

g — —
jp =—Dgradn = —Au,

Le flux de particules a travers une surface § est :

Y : ns —no
¢=f]jp-ds=j55=—TS
S

Remarque : En régime stationnaire sans terme de création, on a conserva-
tion du flux de particules a travers les différentes sections du cylindre (a).
On vérifie que si ng > ny, le flux est bien positif.

Exercice 6.2 : Diffusion dans un cylindre

On considére un cylindre d’axe Oz, de longueur L trés grande devant le rayon
R>. On creuse dans ce cylindre une cavité cylindrique de méme axe, de rayon Ry,
remplie d’un gaz avec une densité particulaire n; maintenue constante. On négli-
ge les effets de bord ce qui revient a considérer la diffusion radiale entre r = R,
et r = Ry. On note D le coefficient de diffusion. L’ opérateur laplacien en coor-
données cylindriques s’écrit :

Af =-2
! ' or r2 9¢° 072

19 [ of 13°f 3%f
— |+
rar
1. Démontrer I’équation aux dérivées partielles sur n dans le cas a une dimension
(variable notée x) en régime variable. En déduire la généralisation de cette équa-

tion avec I’opérateur laplacien.

2. On se place en régime stationnaire. Exprimer la densité particulaire n(r) pour
r compris entre Ry et Ry en fonction de ny, r, D, Ry et jp; (densité de flux de
particules pour » = Rp). En déduire le vecteur densité de flux de particules en
fonction de jpi, Ry et r.

Analyse du probleme

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d’in-
tégration : continuité de la densité particulaire et continuité du flux de particules a
la traversée d’une surface.
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1. On effectue un bilan de particules pendant dz sur un volume de section
S compris entre x et x 4+ dx :

0 T z4+dx o)

v

La variation du nombre de particules pendant dr est égale au nombre de par-
ticules qui rentrent pendant dr —le nombre de particules qui sortent pen-
dant dz 4 le nombre de particules qui sont produites pendant dz.

 On appelle d>N la variation du nombre de particules pendant dz. A lins-
tant ¢, le nombre de particules est n(#)Sdx. A linstant ¢ 4 d¢, le nombre
de particules est n(r + dr)Sdx. On a donc :

9
BN = (n (t +dr) — n (1)) Sdx = B—?dtde

e (e qui rentre pendant dr a l'abscisse x : jp(x)Sdr.
e (e qui sort pendant dr a 'abscisse x 4+ dx : jp(x 4+ dx)Sdr.
e Il n'y a pas de particules produites dans le volume Sdx.

Le bilan de particules s'écrit donc :

on _ . djp
Edtde = jp (x)Sdr — jp (x +dx) Sdr = —B—dedt
X

La loi de Fick s'écrit :

- — an _,
jp =—Dgradn = —D—u,
ax

On obtient l'équation aux dérivées partielles :

an 9%n

ar ax?

La généralisation avec le Laplacien s'écrit :

— = DAn
ot

2. On en déduit l'équation aux dérivées partielles avec les coordonnées
cylindriques :
L0
on 1 _0 (1 ﬁ)

=D
ot r ar
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En régime stationnaire, on a :

d
are
dr
d
Onadonc:r—nzA
dr
) : dr .
On sépare les variables : dn = A—. Soit :
r
n=Alnr+ B

On a deux constantes dintégration A et B. Il faut donc deux conditions aux
limites.

En régime permanent, sans terme de création, on a conservation du flux de
particules a travers un cylindre de hauteur / et de rayon r (avec r compris
entre R et Ry).

Le flux de particules est :

- = dn A

o = f[ Jjp-dS = jp2nrh = —Dd—27rrh =—-D|— ) 2nrh
r r

S

= —2wmAhD

Le flux de particules ne dépend pas de r.
On a deux conditions aux limites :

® (Continuité de la densité particulaire pour r = Ry :
n=AmnR;+ B
e (Continuité du flux de particules pour r = R :

o = jD|27TR|h = —2wAhD

On a donc :
A= —jpIR .
B=n+ JD17 In Ry
On a finalement :
ip1 R D1 R ip1 R
0= _Jp1ki Inr +ny + JD11X] InR; = _ /D1 llnL—l—nl
R
Le vecteur densité de flux de particules est :
- —> . Ry
Jjp = —Dgradn = Jp1—~iir

Remarque : On vérifie I’homogénéité et la pertinence de de la derniere relation. Si
jp1 > 0, on a bien un flux de particules dirigé suivant +u,.
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Exercice 7.1 : Pression en fonction de l'altitude pour l'atmospheére

isotherme

64

On assimile I’atmospheére a un gaz parfait de masse molaire M. On suppose 1’at-
mosphere isotherme au repos dans le référentiel terrestre galiléen.

Peut-on considérer la pression uniforme dans I’atmosphére sur une hauteur de
100 m ?

Analyse du probléme

Il faut d’abord étudier la pression en fonction de 1’altitude : on étudie une particule
de fluide (échelle mésoscopique) de volume dr. Il faut rajouter au poids la résul-
tante des forces de pression qui s’exerce sur ce volume.

L’énoncé ne donne pas de valeurs numériques. Il faut en proposer et supposer le
champ de pesanteur uniforme.

@ a) Systeme : particule de fluide de volume d7, de masse volumique f.

Référentiel : W = (O; iy, ily, ii., t) terrestre galiléen. O est un point Lié
a la Terre a l'altitude z = 0. On définit 'axe Oz verticale ascendante du lieu.
Les axes Ox et Oy sont définis de fagon a avoir la base (i, iy, i) ortho-

normée directe.
Bilan des forces :
* Poids de la particule de fluide : dmg = pgdr.

e Résultante des forces de pression qui s'exercent sur le volume dr :
—
— (grad p) dr

Principe fondamental de la dynamique a l'équilibre :
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On projette le PFD sur la base (iy. Uy, i) :

Comme( ) =0 t(p) =0, p ne dépend pas de x et de y. On
) X,z

dy
a alors : (a—p = d—p puisque p est fonction d'une seule variable. On a
Z
alors :
dp
—— —ug=20
La masse volumique pour un gaz parfait est :
_ M
H=RT
On sépare les variables :
d M
dp _ Mg,
P RT

On suppose le champ de pesanteur uniforme.
On intégre entre z = 0 ol la pression vaut pg et laltitude z ol la pression
vaut p(z) :

PY__Ms
m(%)_ o (2= 0)

On en déduit finalement :

@) Mg
=poexp| ———
p\z 0 €Xp RT ©

b) Application numérique en proposant :

M =29gmol ! =29 x 1073 kg.mol™! ; R =8,314]. K '.mol! ;
T=273K;g=98ms"’

Au niveau du sol : pg = 1 bar

Pour une altitude de 100 m, p = 0,988 bar.

P — Po
Po

On a une variation relative de 1,2 %. On peut donc considérer la

pression uniforme.
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Bilans d'énergie

Exercice 8.1 : Machine frigorifique

On étudie le cycle de Ieau d’une machine frigorifique. La capacité thermique
massique de I’eau liquide est ¢. La température critique de I’eau est 7., = 647 K.
L’eau dans 1’état D est a la température 77 = 288 K sur la courbe de rosée. L’eau
subit les transformations réversibles suivantes :

* DA : condensation isotherme a la température 77. L'eau dans 1’état A est sur la
courbe d’ébullition.

* AB : détente adiabatique réversible. L’eau dans I’état B est a la température
Ty = 268 K. Le titre massique en vapeur au point B est noté xp.

* BC : vaporisation isotherme. Le titre massique en vapeur au point C est noté xc.
* CD : compression adiabatique réversible.

Les enthalpies massiques de vaporisation pour les températures 7 et 77 sont
notées respectivement /[y et [;.

La variation d’entropie massique pour un liquide dont la température évolue de

T _y . .
TiaT,est:sh —s| =¢ ln?. La variation d’entropie massique au cours d’un
1

déplacement sur le palier d’équilibre liquide-vapeur a la température 7j est :
Ah

Ty
1. Représenter le cycle dans le diagramme de Clapeyron. Déterminer les titres
massiques en vapeur xpg et xc en fonction de ¢, Ty, T1, lp et [;.

As =

2. Déterminer les transferts thermiques massiques recus par ’eau au cours des
transformations BC et DA. Déterminer le travail massique recu par I’eau au
cours du cycle.

3. La machine frigorifique consomme du travail et préleve un transfert thermique
a la source froide (température 7p). Calculer I’efficacité de la machine frigorifique.

Analyse du probleme

Il faut Etre tres attentif lors de la lecture de 1’énoncé : bien identifier les paliers de
pression et regarder si I’énoncé donne des tables thermodynamiques completes ou
incompletes. On retrouve I’efficacité de Carnot puisqu’on a une machine cyclique
ditherme constituée de 2 isothermes et 2 adiabatiques réversibles.
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Cours :

On représente souvent le diagramme de Clapeyron représentant la pression p en fonction du
volume massique v du corps pur.

r

point critique

isotherme critique

Ao isotherme T
isotherme Ty

courbe courbe
d'ébullition de rosée

Vv

1. Etude thermodynamique avec des tables complétes ou des diagrammes thermody-
namiques

On connait les enthalpies, entropies massiques du liquide saturant et de la vapeur saturante
pour différentes températures. On utilisera trés souvent le théoréme des moments avec I’en-
tropie massique, I’enthalpie massique ou le volume massique. Si dans une transformation,
I’entropie joue un role important (exemple adiabatique réversible, donc isentropique), on
utilisera le théoréme des moments avec s :

S =585, LM
Sy — 8¢ - LV

Xy =

On utilisera également une relation qui est dérivée du théoréme des moments :
s = xpsy + (1 — xy) 57.
h—h; LM vV — U, LM

De méme, on peut écrire : xy = = et xy = = )
hy —hy LV Uy — Uy LV

2. Etude thermodynamique avec des tables incompletes

Si I’énoncé donne des tables thermodynamiques incomplétes, on utilisera des modeles
approchés. Souvent, on donne ¢ la capacité thermique massique du liquide. On prendra alors
le modele du liquide incompressible. On appelle [ la chaleur latente massique de vaporisa-
tion (notée parfois dans les exercices [, ou L) a la température 7.

Variation d’enthalpie massique entre Ay et L :

Pour un liquide incompressible, on a : dh = ¢dT. On en déduit que :

AhAUaL =c(T —-Tp)
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Variation d’enthalpie massique entre M, et M, sur le palier :

P

isothermeT’

courbe courbe
d'ébullition de rosée

v

On se déplace sur le palier d’équilibre liquide-vapeur du point M, au point M,.

En un point M du palier, on a: hy = xvhy + (1 — xv) h;.
Au point My,ona: hy = xy hy + (1 — xy) hy.
Au point M, on a: hy = xvohy + (1 — xv2) hy.

Onadonc: hy; — hy = xy, (hy — h;) — xy, (hy — h;).Lachaleur latente massique de vapo-
risation est définie par I, = hy — h;. On a donc :

¢

hy —hy = (xvo — xv) Iy (T)

1. Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (p,v).

point critique

courbe courbe
d'ébullition de rosée

1%

La transformation A B est isentropique :

On choisit le chemin AAgB car l'entropie est une fonction d’état. La varia-
tion d'entropie massique entre A et B ne dépend pas du chemin suivi :

Sp— 854 = (S — Sa0) + (Sa0 — Sa)

. . . .. S
On considére une masse m d'eau. Lentropie massique est définie pars = —.
m

71



Copyright © 2014 Dunod.

72

Partie 3 - Bilans macroscopiques

On en deéduit que :

ly Ty
sp—54=0=(sp —540) + (a0 —5a) =xp—+cIn{ =] =0

Ty Ty
Ty (Tl)
xg=—cIn| —
lo Ty

La transformation CD est isentropique :
On choisit le chemin CAyAD. On a donc :

Ce qui donne :

sp—35c=0=1(sp—54)+ (54 —5a0) + (540 — S¢)
T L

lo
XCTO—I-Cz H(TO)-l- T,

On en déduit que :

Ti T Ty !
Xc = —Oc; In(—)+—="
ly To T ly

2. Calcul de gp_. ¢ :
Le premier principe de la thermodynamique pour un systéme ouvert en régi-
me stationnaire s'écrit :

Ahp—c =qp->c = qo

Le transfert thermique massique ¢gq recu au cours de cette transformation
est:
To
qo = (xc —xp)lo= 1
T
Calcul de gp— 4 :
La transformation D — A est isobare. Le premier principe de la thermody-
namique pour un systéme ouvert en régime stationnaire s'écrit :
Ahpsa =qp—sa =qi
Le transfert thermique massique g; recu au cours de cette transformation
est :
q1 = —1h
Calcul de w :

Pour calculer le travail massique recu au cours du cycle, il faut écrire le pre-
mier principe de la thermodynamique sur un cycle :

O=w+qgo+ q
On a alors :

W= —qo —(qi
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3. Lefficacité est définie par :

utile q0
n=-———"—=—
dépense  w
On a donc :
T,
n=— 0 _ _ n' __I T
q1 + 4o —l|+%’l| W Ty — T
d'ou :
Ty Tr

13,4

N T T T —Tr
| — 40 cC — 1F

On retrouve bien lefficacité de Carnot puisqu’on a une machine cyclique

ditherme réversible.

Remarque : En pratique le point C doit se trouver sur la courbe de rosée
pour avoir une compression monophasique. Pour ne pas avoir des gouttes de
liguide dans le compresseur, on réalise méme une surchauffe de la vapeur
avant d'entrer dans le compresseur. Cette surchauffe se fait a pression

constante. On arrive & un point C’ dans le domaine de la vapeur séche.

Exercice 8.2 : Cycle de Rankine

Le cycle de Rankine est le cycle de base des centrales nucléaires. La pompe d'ali-
mentation porte 1'eau liquide saturante (€tat 0) de la basse pression pg du conden-
seur a la pression p; du générateur de vapeur (GV) de facon adiabatique réver-
sible (état 1). L'eau liquide comprimée entre ensuite dans le générateur de vapeur,
isobare, ou elle est chauffée jusqu'a la température 7> du changement d'état (état
1"), puis totalement vaporisée (état 2). La vapeur saturante seéche produite subit
ensuite une détente adiabatique réversible (2-3) dans une turbine. Le fluide
pénetre ensuite dans le condenseur 1sobare pour y €tre totalement condensé (état
0) a la température 77. On appelle T¢; la température critique de l'eau. On négli-
gera le travail consommé par la pompe devant les autres termes énergétiques de
l'installation. On admet que hy = hg. On donne : t; = 30 °C ; 1, = 300 °C et
tee = 374 °C.

La variation d'entropie massique pour un liquide dont la température évolue de

T _ . .
TiaTrest:sh—s5 =c¢ ln?. La variation d'entropie massique au cours d'un
1

déplacement sur le palier d'équilibre liquide-vapeur a la température 77 est :
Ah
As = —.
T
Extraits de tables thermodynamiques pour I'eau sur le palier d'équilibre liquide-
vapeur :
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* liquide saturant a p; = 85,9 bar et 300 °C : s = 3,24 kJ.kg‘l.K_1 :
h = 1345 kl.kg™!
* liquide saturant a pp = 0,04 bar et 30 °C : s = 0,44 kJ.kg*1 K':h=126 kJ.kg*1
e vapeur saturante seche a 85,9 bar et 300 °C : s = 5,57 kJ.kg_].K_l :
h=2749 k] kg™
e vapeur saturante séche a 0,04 bar et 30 °C : s = 8,46 klkg ' K™! ;
h = 2566 kl.kg~!

1. Représenter l'allure du cycle décrit par le fluide dans le diagramme de
Clapeyron.

2. Déterminer le titre massique et I'enthalpie massique de la vapeur a la sortie de
la turbine.

— Wrurbine

qGv
4. Dans quel état se trouve le fluide a la fin de la détente dans la turbine ?
Pourquoi est-ce un inconvénient pour les parties mobiles de la machine ?

3. Calculer l'efficacité du cycle n =

Analyse du probléme

Il faut étre tres attentif lors de la lecture de 1'énoncé : bien identifier les paliers de
pression et regarder si 1'énoncé donne des tables thermodynamiques complétes ou
incompletes. L'efficacité n'est pas égale a I'efficacité de Carnot puisqu'on n'a pas une
machine cyclique ditherme réversible. Il faut bien remarquer qu'une transformation
isobare n'est pas nécessairement réversible.

1. Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (p, v).

%

p
A

point critique
isotherme critique

) 1\ 1 9

1 ____\ M

S0 ; 7
Ty

courbe d'ébullition courbe de rosée

Y
~

v

2. La transformation 2 — 3 est adiabatique réversible, donc isentropique.
On a alors :

53 =197 = sy (Th) = 5,57 kJkg L.K!
On utilise le théoreme des moments sur le palier d'équilibre liquide-vapeur a
la température Tj. Le titre massique en vapeur au point 3 est :
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xv=LM= s3— 5. (T)) =SV(T2)—SL(T1)

LV sy (Ty) —sp(TY) sy (Ty) —sp (Th)
5,57 — 0,44
8,46 — 0,44

On en déduit l'enthalpie massique au point 3 :
hy = xyhy (Ty) + (1 — xy) hy (T7) = 1687,6 kI kg™

3. On applique le premier principe de la thermodynamique pour un systéme
ouvert en régime stationnaire.

Pour la transformation 2 — 3 :
h3 — ha = wy

puisque la turbine est calorifugée. wj est le travail indiqué massique recu
par le fluide. Il est toujours négatif pour une turbine.

Pour la transformation 1 — 2 :

hy —hi =qgv

puisqu'il n'y a pas de partie mobile de la machine, c'est a dire pas de travail
autre que celui des forces de pression.

Calcul de lefficacité :

— Whurbine - (h3 - hZ) - (1687,6 — 2749)
qGv (hy — hy) 2749 — 126

4. D'aprés le diagramme (p, v), la vapeur est saturante a la fin de la déten-
te. Il y a donc des conditions difficiles pour les parties mobiles de la machi-
ne a cause de la corrosion.

Remarque : Le cycle de Rankine malgré les inconvénients d'un mélange
humide est utilisé dans la marine : propulsion des sous-marins nucléaires,
porte-avion Charles de Gaulle. Une contrainte importante est d'avoir une
chaufferie la plus fiable et la plus compacte possible. Par contre, la turbine
est trés sensible a la corrosion.

Exercice 8.3 : Turboréacteur

Un compresseur axial aspire I’air ambiant. Aprés compression, 1’air est chauffé
dans la chambre de combustion jusqu’a la température (73 = 1250 K). Apres
détente partielle dans la turbine axiale, I’air est envoyé dans la tuyere ou la
détente s’effectue jusqu’a la pression ambiante (Ps = 1,00 bar) . Le compresseur
est uniquement entrainé par la turbine, qui lui transmet intégralement la puis-
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sance mécanique que lui fournit I’écoulement. On rappelle que P> = P;. On

: P
donne le taux de compression du compresseur :F = 6,15,
1

Arbre —>
Compresseur Combustion Turbine Tuyere
(1-2) (2-3) (3—4) (4-5)

L’air est assimilé 4 un gaz parfait. On donne ¢, = 1,00kJ -kg~'.K™! et
v = 1,40. L’énergie cinétique sera négligée, sauf a la sortie de la tuyere. Le débit
massique d’air aspiré par le turboréacteur vaut Djy; = 50,00 kg.s~!'. Le com-
presseur aspire 1’air ambiant défini par sa pression P; = 1,00 bar et sa tempéra-
ture 77 = 288 K. Les évolutions a ’intérieur des turbomachines (compresseurs
et turbines) et des tuyeres sont supposées adiabatiques, réversibles. On néglige-
ra les pertes de charge de I’air a I’intérieur des chambres de combustion : les évo-
lutions y sont isobares. On définit le rendement thermique du turboréacteur (noté
7:;,) comme étant le rapport entre 1’énergie cinétique massique recue par ’air,
notée e., et la (ou la somme des) quantité(s) de chaleur massique(s) fournie(s)
par la (ou les) chambre(s) de combustion, notée gcombustion-

1. Calculer la température 77 (sortie du compresseur), le travail indiqué massique
de compression, la température Ty, la pression Py a la sortie de la turbine, la tem-
pérature 75 et la vitesse ¢s a la sortie de la tuyere.

2. Calculer la quantité de chaleur massique fournie a I’air lors de la combustion,
notée g>—3 = Geombustion- Calculer 1’énergie cinétique massique de 1’air a la sor-
tie de la tuyere. En déduire le rendement thermique 7,;, de ce turboréacteur.

— _ = T~ _ \
L —2 ~ Pl I Né
Arbre \
Compresseur Combustion  Turbine Combustion  Tuyere
(1-2) (2-3) (3—4) (4-5) (5—6)

La configuration est identique a la précédente mais on insere une seconde
chambre de combustion entre la turbine et la tuyere. Lors de cette seconde com-
bustion, 1’air est a nouveau chauffé jusqu’a la température de 1930 K
(Ts = 1930 K). La détente s’effectue ensuite dans la tuyere jusqu’a la pression
ambiante (P = 1,00 bar).
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Comme précédemment la turbine entraine le compresseur, le taux de compres-
sion est identique et la température de fin de premiere combustion aussi
(T3 = 1250 K). On rappelle que P, = Pz et que P4y = Ps.

3. Calculer 73,7y, P4, Ty ala sortie de la tuyere et la vitesse cg a la sortie de cette
tuyere.

4. Calculer la quantité¢ de chaleur massique fournie a 1’air lors de la seconde
combustion, notée g4_s. En déduire la quantité de chaleur massique fournie
globalement a 1’air, notée gcombustion = g2—3 + q4—5. Calculer 1’énergie cinétique
massique de ’air a la sortie de la tuyere. En déduire le rendement thermique 7,;,,
de ce turboréacteur. Comparer les parametres des deux turboréacteurs étudiés et
conclure.

Analyse du probleme

On retrouve les éléments classiques en thermodynamique industrielle : compres-
seur, turbine, chambre de combustion. Pour chaque élément, on applique le premier
principe de la thermodynamique en régime permanent pour un systeme ouvert a une
entrée et une sortie. Comme le compresseur est entrainé par la turbine, le travail
fourni par la turbine est récupéré entierement par le compresseur.

z@ 1. La compression est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On peut

donc appliquer les lois de Laplace pour la transformation 1 — 2

=y 1-7

T\P,” =T,P,” .0n adonc:

1—y
P\ T
73=n(—g = 484K
&)

On applique au compresseur le premier principe de la thermodynamique a un
systéme ouvert en régime permanent : Ah = w; = ¢, (I> — T1).
qe = 0 car la transformation est adiabatique et Ah = ¢, (T, — T;) car on

a un gaz parfait.
On a donc :

w; =c, (T, — T) = 196 kI kg~

Le compresseur est entrainé par la turbine. Le travail fourni par la turbine
est récupéré par le compresseur : |w34| = wya.
Comme w3y <0, on a wip+wu=0=c,(Th —T1) +c, (T4 — T3),
d'ol :

Ta=T;— T+ T = 1054K

La transformation 3 — 4 est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On
1—y 1—7y

peut appliquer les lois de Laplace : T3P, =T4P, ", donc :
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Y
T3\ 77
P, = P; (—3) — 3.39 bar
1,

La transformation 4 — 5 est adiabatique, réversible, gaz parfait. On peut
appliquer les lois de Laplace pour la transformation 4 — 5
-7 Y

~

T4P," =TsP;" . 0n adonc:

) T 744K

Py
Is=T4| —
Ps

On applique a la tuyére le premier principe pour un systéme ouvert en régime

1
permanent : hs — hq + Ecg = 0 car on néglige toutes les vitesses sauf celle

en sortie de la tuyére. On a donc :

¢s = /2 (hy — hs) = \/2¢c, (Ty — T5) = 787 m.s™"

2. On applique a la chambre de combustion le premier principe pour un sys-
téme ouvert en régime permanent :

h3 - h2 = {23 = {combustion = Cp (T3 - T2) = 766 kag_l

w; = 0 car il n'y a pas de partie mobile de la machine. On a donc :
L —1
€ = 505 = 310kJ.kg

Le rendement thermique vaut :

utile 5
My = —— = 2> =40,4%
cout q23

3. On retrouve les mémes résultats que dans la question 1 : 7> =484 K ;

T4 = 1054 K et P4 = 3,39 bar.

La transformation 5 — 6 est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On

peut appliquer les lois de Laplace pour la transformation 5 — 6 :
11— 11—

T5 Py T = T6P6“’ .

On a donc :

1y

P\ 7
Te = T (—5) = 1362 K
Pg

On applique a la tuyere le premier principe pour un systéme ouvert en régime

1
permanent : hg — hs + Ec% = 0 car on néglige toutes les vitesses sauf celle
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en sortie de la tuyére. On a donc :

c6 = /2 (hs — he) = \/2¢, (Ts — Tg) = 1066 m.s "

4. On applique a la chambre de combustion le premier principe pour un sys-
teme ouvert en régime permanent :

hs — hy = qas = ¢, (Ts — Ty) = 876 kI.kg ™"

w; = 0 car il n'y a pas de partie mobile de la machine.
On en déduit que :

Gcombustion = 23 + g45 = 1642 kJ_kg_l

'énergie cinétique massique est :
1
e, = Ecg = 568 kJ.kg !

Le rendement thermique vaut :

utile €
= e _346%
cout Gcombustion

Le turboréacteur de la 2° partie a un moins bon rendement que celui de la
1™ partie. On récupére moins d'énergie cinétique pour un codt identique.

Exercice 8.4 : Cycle industriel de réfrigération

condensateur 4
1
Rup CPHP
2 séparateur 3
mélangeur
5 £ 8
Rgpp CPBP
évaporateur
6 7

Le condenseur et 1’évaporateur sont des échangeurs permettant respectivement la
condensation et I’évaporation totale du fluide qui les traverse ; dans les états 1 et
7, le fluide est respectivement a 1’état de liquide saturant et de vapeur saturante
seche. Ces échangeurs sont calorifugés. Les évolutions du fluide y sont suppo-
sées réversibles. Ryp et Rgp sont des robinets de laminage, respectivement haute
et basse pression, qui assurent, sans partie mobile, des détentes supposées adia-
batiques :
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* Le fluide pénétre dans Ryp sous une haute pression égale a Py (état 1) et en res-
sort sous une pression intermédiaire P, (état 2).

* Le fluide pénetre dans Rpp, sous la pression intermédiaire égale a Ps (état 5) et
en ressort sous une basse pression Py (état 6). CPHP et CPBP sont des compres-
seurs, respectivement haute et basse pression, qui assurent des compressions éga-
lement supposées adiabatiques et réversibles du fluide a I’état gazeux :

* Le fluide pénctre dans CPHP sous une pression intermédiaire P; (état 3) et en
ressort sous la haute pression Py (état 4).

* Le fluide pénetre dans CPBP sous basse pression P; (état 7) et en ressort sous
la pression intermédiaire Pg (€tat 8).

A la sortie de Ryp (état 2), et A la sortie de CPBP (état 8) , le fluide pénctre dans
le mélangeur-séparateur (MS) et ressort a 1’ état de vapeur séche saturante (€tat 3)
vers CPHP et a I’état de liquide saturant (état 5) vers Rpp. L’échangeur MS est
parfaitement calorifugé, dépourvu de partie mobile, et les €volutions du fluide y
sont supposées réversibles.

Données : P, = 15 bar, P, = Pg=4,0 bar, Pg = 1,5 bar. Débit du cycle basse pres-
sion : Dgp = 1,50 kg- s~ 1. Débit du cycle haute pression : Dgp = 2,43 kg-s‘l.
Puissance thermique de réfrigération P = 240 kW (recue par le fluide au niveau
de I’évaporateur).

1. Etude du diagramme des frigoristes : P(h)

P (en bar) échelle logarithmique

courbe de saturation
_ . Z

liquide . - 7 isentrope
i isotitre -~
— * 7 -
/ x=ce, —isotherme
7
V?%ﬁg: vapeur séche

h (kI/ke)

L abscisse est I’enthalpie massique 4 du fluide étudié, exprimée en kJ.kg !, avec

une échelle linéaire. L'ordonnée est la pression P, exprimée en bar (1 bar =
10° Pa), avec une échelle logarithmique.

Quelle est la forme des isothermes a 1’intérieur de la courbe de saturation ? On
justifiera précisément la réponse fournie. Trouver I’équation d’une isotherme
d’un gaz parfait dans le diagramme étudié ; y a-t-il accord avec les isothermes du
diagramme réel du fluide Forane 502, représenté en annexe ?

2. Etude du cycle haute pression (1 — 2 — 3 — 4)

Le fluide frigorigéne étudié ici est le Forane 502. Tracer le cycle 1, 2, 3, 4 sur le
diagramme fourni en annexe. Présenter, sous forme de tableau, les caractéris-
tiques (h, P,T,x) de chacun des états 1, 2, 3 et 4 par lecture directe sur ce dia-
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gramme ainsi complété. Retrouver le titre massique en vapeur x du fluide dans

I’état 2.

3. Etude du cycle basse pression (5 — 6 — 7 — 8)

Tracer le cycle 5, 6, 7, 8 sur le diagramme fourni en annexe. Déterminer les
valeurs de P,T,x et h pour les états 5 et 6 du fluide. Faire de méme pour le flui-
de dans I’état 7 ; en déduire les valeurs pour 1’état 8. Présenter, sous forme de
tableau, les caractéristiques(h, P,T,x) de chacun des états 5, 6, 7 et 8.

4. Bilan énergétique

Calculer la puissance mécanique échangée dans CPHP et CPBP. Calculer la puis-
sance thermique échangée dans 1’évaporateur et dans le condenseur. Calculer le
COP (coefficient de performance) de !'installation frigorifique étudiée :

utile
COP=— =

colt

P th, évaporateur

Pinéca CP HP+BP

. Calculer le COP du cycle réfrigérant idéal de Carnot

ayant mémes températures de source froide et de source chaude. En déduire le

rendement du cycle étudié par rapport au cycle de Carnot :

Commenter.

50,00

cop

n = .
COPCamm

40,00 4

30,00
25,00 4

20,00 40

15,00 30

20
10,00

B 9,004 10

28,00

P

£ 7,00 0

z

£ 600
=%
5,00 1 -1
4,00 1
3,00 4
2,50 1

2,00 4

Forane 502

270 300 330 360 390 420 450
Enthalpy [kI/kg]

Figure 1

Diagramme des frigoristes du forane 502. s en kJ.K~! kg™,
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Analyse du probléme

Cet exercice utilise le diagramme des frigoristes tres utilisé pour des cycles de réfri-
gération. Le théoreme des moments permet de donner une relation entre le titre
massique en vapeur et les enthalpies massiques sur un palier d’équilibre liquide-
vapeur.

2@ 1. Les isobares sont confondues avec les isothermes a lintérieur de la cour-

be de saturation et sont représentées par des segments de droite horizon-

taux.

D'aprés la deuxiéme loi de Joule, l'enthalpie d'un gaz parfait n'est fonction
que de la température donc sur une isotherme h est constante. Les iso-
thermes pour un gaz parfait sont donc des droites verticales dans le domai-
ne od le fluide est gazeux, ce qui est en désaccord avec la figure fournie.

2. Tracé du cycle : voir figure a la fin du corrigé.

1 2 3 4
h (kIkg™1) 245 245 343 366
p (bar) 15 4 4 15
T (°C) 36 —11 —11 44
X 0 0,36 1 vapeur seche

Les grandeurs en gras dans le tableau ci-dessus sont données par I'énoncé,
les autres sont lues sur le diagramme.

On utilise le théoréme des moments pour calculer le titre massique en
vapeur :

LM hy — hp(—=10°C)

YTV T hv(=10°C) — h(—10°C)

avec  ho=h; =245klke”"  ;  hi(—10°C) = 188 kl.kg' et
hv(—10°C) = hy = 343kl kg .

On en déduit que : x = M = 0,37. Cest tout a fait cohérent avec
343 — 188
la lecture sur le diagramme.
3. 5 6 7 8
h (kJ.kg™1) 188 188 328 347
p (bar) 4 1,5 1,5 4
T (°C) —11 —37 —37 3
X 0 0,16 1 vapeur séche
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Comme dans le tableau précédent, les grandeurs en gras dans le tableau ci-
dessus sont données par l'énoncé, les autres sont lues sur le diagramme.

4. Compresseur HP : Pyéca cpnp = Drp(hs — h3) = 55,9 kW.

Compresseur BP : Pméca CPBP = DBp(hg — h7) = 28,5 kW.
On en déduit la puissance mécanique recue par les deux compresseurs :

Préca cp ip+Bp = 84,4 kW
La puissance thermique algébriquement recue par l'évaporateur est :
Pth évaporateur = DBP(h7 — hé) =210kW
La puissance thermique algébriquement recue par le condenseur est :
Pincondenseur = Drp(h1 — ha) = —294 kW

On a bien une valeur négative puisqu'on a un changement d'état vapeur —
liquide.

COP — utiie _ P th, évaporateur _ 210 —2.49.
coit  Ppgcacpup+pp 84,4
COPymor = T = 3,23
Carnot — TC—TF e

avec Tr = =37+ 273K et Tec = 36 + 273 K. Il faut choisir les tempéra-
tures de T¢ et Tr de facon a obtenir le plus grand COP pour la machine de

Carnot. Cela revient a prendre TF le plus grand et T¢ le plus petit. Nous en
cop 2,49
= = T77%. Cest

~ COPcymor 3,23
normal d'avoir un rendement inférieur a 1. Le cycle réel n'est pas un cycle
de Carnot. Le laminage n'est pas réversible. Le transfert thermique isobare
(4 — 1" — 1) nécessiterait une infinité de sources de chaleur pour étre
réversible.

déduisons le rendement du cycle : 7

Attention a ne pas confondre les courbes isochores (non utilisées dans I’exercice)
et les courbes isentropes, de pentes plus importantes.
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Relation de Bernoulli

Exercice 9.1 : Tube de Pitot

On considere un fluide qui s’écoule dans une canalisation horizontale.
L’écoulement est homogene, permanent, parfait et incompressible. Exprimer la
vitesse v en fonction de g et de A.
7
J

By Z4

Cours : Théoremes de Bernoulli

Il existe deux versions tres importantes des théorémes de Bernoulli selon la nature de I’écou-
lement.

* Ecoulement homogene, parfait, permanent, incompressible, irrotationnel (HPPII),

2
v
£ + 5 + gz = cte en tout point de I’écoulement.
p v
* Ecoulement homogene, parfait, permanent, incompressible (HPPI), — + > + gz = cte
L

sur une ligne de courant. Attention la constante ne prend pas la méme valeur sur une autre
ligne de courant.

Attention a bien vérifier que 1’axe Oz est bien orienté vers le haut. Dans ce cas, on a +gz
dans le théoreme de Bernoulli.

Si I’écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on peut appliquer
la relation fondamentale de la statique des fluides dans la direction verticale.

1 -
@ atmosphere
Z "l Po

g
Po N BQ

Bl hQ

hi

A S g
€

—

Ué Al. AQ o/
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Al — Az
L'écoulement est homogéene, parfait, permanent et incompressible (HPPI).
On peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant hori-

zontale A — A». Le point A; est un point d'arrét. La vitesse est donc nulle
en ce point. Le théoréme de Bernoulli s'écrit :

par 1 4 paz 1,
L T ova, T 824 = m T Va, T 824

Le vecteur vitesse au point A; est v. On a donc :
L
Pay = Pay = 4V (eq.1)
A1 —p Bl

L'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales. On peut
donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-

génes et incompressibles :@ + gz4, = PEl + gza,. La point B; est en
H H

contact avec l'air. On a donc pp, = po. Soit :

pa, = po + ughi (eq.2)
Al — Bl
La vitesse est nulle au point A, et la pression au point B, vaut pg puisque
le fluide est en contact avec l'atmosphére. Le fluide est immobile. On peut
donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-
genes et incompressibles :

Pa, = po+ pgha (eq.3)
On fait la différence (eq.3) - (eq.1). On obtient :

Pa, — pa, = pg (ha — hy) = ugh
1

En utilisant l'équation 1: pa, — pa, = E,uvz, on en déduit :

v=+/2gh

Cette relation permet de mesurer la vitesse d'écoulement d'un fluide a partir
de la hauteur 4.

Exercice 9.2 : Débitmeétre

86

On considere un fluide qui s’écoule dans une canalisation horizontale.
L’ écoulement est homogene, permanent, parfait et incompressible.

1. Exprimer le débit volumique en fonction de Sy, S>.g et h.

2. Si 8> < Sy, comparer les pressions a ’entrée et a la sortie de la canalisation.
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" N
1 : Vo
Sl SQ
—

Analyse du probleme

Avant d’appliquer le théoréme de Bernoulli, il faut bien regarder si toutes les hypo-
théses sont bien vérifiées. Si 1’écoulement est parfait et les lignes de courant sont
horizontales, alors on peut appliquer la relation de la statique des fluides dans la
direction verticale.

Comme [’écoulement est incompressible, on utilisera la conservation du débit
volumique.

%

1.
Z/[ §i atmosphere
Po Po
B1H——¢—
h AR
%
U]‘ ~ Al- A?_ KUQ
Sl - - - SQ
Al —> A2

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent et incompressible (HPPI).
On peut appliquer le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant
A — Ay, soit:

PA, 1, _ PaA I 5
) + 7V + 824, = —— + 5 V4, + 824,
On en déduit :
1
DA, — PAs = +5M(v§ —v7) (eq.1)

Conservation du débit volumique
L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit volu-
mique :
U1S1 = UzSz (8(].2)
A1 —> BietA; — B
L'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on

peut appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-
génes et incompressibles dans la direction verticale, donc :
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PA = PB, T+ pghi
On peut appliquer la méme relation pour A, — B3, soit
PA, = PB, + pgho

Les points B; et B sont en contact avec latmosphére, donc
PB, = PB, = po. On en déduit que :

PA, — Pa, = pgh (eq.3)
Des équations (1) et (3), on en déduit :

I
ugh = - (v — i)

En utilisant l'équation (2), on a :

()~ ((3) )

Soit :

Le débit volumique est :

2gh

Dy = S1vy =815 SIZ—S%

2.5 85 < §), alors v, > vy d’aprés la conservation du débit volumique.
D'aprés le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant Ay — A», on a

PA, < PA,

Un rétrécissement du conduit provoque une dépression.
Cet effet s'appelle U'effet Venturi. Exemple d’application : trompe a eau uti-
lisée en chimie.
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Bilans dynamiques
et thermodynamiques

Exercice 10.1 : Pompe et dénivellation

On considere un écoulement homogene, parfait, permanent, incompressible. On
appelle D,, le débit massique. Calculer la puissance a fournir a la pompe pour
que ’eau franchisse la dénivellation de hauteur H en fonction de D,,, 1, p1,p2.8

1
et H. On rappelle que dh = Tds + ;dp.

On appelle p;,v; la pression et la vitesse de I’eau a ’entrée de la pompe et p2,vo
la pression et la vitesse de I’eau a la sortie de la pompe. La section S; a I’entrée
de la pompe est égale a la section $> en sortie.

C P2
D g

pompe

Analyse du probleme

Il faut effectuer des bilans pour calculer la puissance. On ne peut pas appliquer le
théoreme de Bernoulli car on ne peut pas définir de ligne de courant a I’intérieur de
la pompe. Le raisonnement sur les systemes ouverts est trés important et peut s’ap-
pliquer pour le premier principe, le deuxieme principe de la thermodynamique, le
théoreme de la quantité de mouvement, le théoréme du moment cinétique, le théo-
reme de 1’énergie cinétique...

Cours : Méthode pour effectuer des bilans avec des systemes ouverts

On considére un régime permanent d’écoulement avec une entrée et une sortie.

Le fluide compris entre AB et C D est un systeme ouvert. On ne peut pas appliquer le pre-
mier principe de la thermodynamique. Il faut se ramener a un systeme fermé X défini de la
facon suivante :

89



Partie 3 - Bilans macroscopiques

nod.

2014 Du

opvriaht ©
\_‘\,!_J:\r:_).l\_ -

90

e Systeme fermé X a ¢ : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de contro-
le + la masse dm | qui rentre pendant dr.

e Systéme fermé X a ¢ +dr : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de
contrdle + la masse dmo qui sort pendant dz.

partie commune

partie commune C
D
pompe pompce dms
A A
B B
dm1
schéma a ¢ schémaa t 4 dt

On a bien un systeme fermé. On note avec un indice les différentes grandeurs de la partie
commune : énergie interne Upc, énergie mécanique E,,pc, masse mpc...

Comme on est en régime permanent, les différentes grandeurs de la partie commune sont les
mémes aretar+dr. Onadonc:

Upc(t) = Upc(t +dr)
EmPC(t) = EmPC(r o dt)
Mpc(t) = Mpc(t + dr)

Conservation de la masse :

La masse du systeme fermé est laméme aretar+ dr:

* Masse du systeme fermé a ¢ : Mpc(¢) + dm.

* Masse du systéeme fermé a r + dr : Mpc(r 4+ dt) + dmo.
Comme Mpc(t) = Mpc(t +dt), on a donc :

dmi =dm; =dm
On note par la suite dm la masse qui rentre pendant dr et qui est aussi égale a la masse qui
: g m : g :
sort pendant dt. Le débit massique vaut D,, = T On a conservation du débit massique

puisque 1’écoulement est permanent.

Premier principe de la thermodynamique pour un systéme ouvert en régime perma-
nent :

On applique le premier principe de la thermodynamique au systeme fermé X défini précé-
demment pendant dr :

Calcul de la variation d’énergie interne :

dU =Ug (t +dr) — Us (1)
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* Usx (t) = Upc (t) + dmu,. L'énergie interne de la masse qui rentre pendant dr s’expri-
me avec ’énergie interne massique | a I’entrée et dm la masse qui rentre pendant dr.

e Us (t+dr)=Upc (t +dt)+dmus.
En régime permanent, u| et w2 sont indépendants du temps et Upc(t) = Upc(t +dr).On a
donc :

dU = dm (u> — uy)

Calcul de la variation d’énergie mécanique :

dEm = EmE (t +dt) - EmZ (I)
1
© Epnx(t) = Eppc () + Edmv% +dmgz;.

1
e E,x (t +df) = Eppc (t + df) + Edmug +dmgzs .

On a vu qu’en régime permanent E,,pc(t) = E,,pc(t +dt), on a donc :

1 1
dE,, = dm (Evg + 820 — EU% - 821)

Calcul du transfert thermique :

On appelle ¢ le transfert thermique massique algébriquement recu par le systeme X
pendant d¢. On a alors :

dQ = gdm

Calcul du travail :

Il y a trois termes : travail des forces de pression a I’entrée, travail des forces de pression a
la sortie et travail autre que celui des forces pression (appelé travail indiqué ou travail utile).
Dans tous les cas, ¢’est un travail algébriquement recu de I’extérieur.

¢ Travail des forces de pression a I’entrée : ¢’est un travail positif car les forces de pression
sont motrices. On définit un axe Ox orienté vers la droite. La force de pression est

ﬁl = p1 S|y Le travail élémentaire vaut : dW| = ﬁ] . 3| = p151dl;. On peut expri-
mer le volume S| d/| de la masse qui rentre pendant dr en fonction de la masse volumique
4. On a donc :

oW, = ﬂdm
1

» Travail des forces de pression a la sortie : ¢’est un travail négatif car les forces de pres-
sion sont résistantes. On définit un axe Ox orienté vers la droite. La force de pression est

= - o e1s . - >

Fy = —p2Ssuy. Le travail élémentaire vaut : 0Wpr = F> - dl » = —p2S>dl>. On peut
exprimer le volume S,dl; de la masse qui sort pendant dr en fonction de la masse volu-
mique /. On a donc :

Wy = 22am
H2
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Le travail indiqué peut s’exprimer en fonction du travail indiqué massique w;. w; est le tra-
vail massique fourni aux parties mobiles de la machine. Il est algébriquement recu par le
fluide. w; > O pour un compresseur et w; < 0 pour une turbine.

On a donc :

oW = ﬂdm — 2dm + w;dm
1 H2

Le premier principe s’écrit :

1 1
dm (uz—u1+—v§+gzz——v%—g21) de(ﬂ_g‘i‘wi""]')
2 2 M1 H2

Tout se passe comme si une masse dm passait de I’état 1 a 1’état 2.
On simplifie par dm et on fait apparaitre I’enthalpie massique définie par

h:u—I—B

Iz

Remarque : L'inverse de la masse volumique est le volume massique qui est peu utilisé en
mécanique des fluides. De plus la notation habituelle en thermodynamique du volume mas-
sique v est utilisée ici pour désigner la vitesse...

On a donc :

1 |
hg—hl+5v%—§v%+g(zz—z1)=wj+q

C’est une expression que 1’on peut appliquer par coeur a condition de bien connaitre les
hypothéses : régime permanent d’écoulement pour un systeme ouvert a une entrée et une
sortie.

Si on multiplie par dm et on divise par dz. On a :

1 1
Dy, (hz — hy +—U§— —U%-I-g(zz—zl)) = P + Py

2 2
. T, wj . . p
P; est la puissance indiquée, c’est a dire P; = et Py, est la puissance thermique algé-
briquement recgue.
w L'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver-
sible, c'est a dire isentropique.

Le premier principe de la thermodynamique s'écrit pour la pompe en régime
permanent :

| |
D, (hz —hi + Evg — Ev? +g(z2 — Zl)) =P + Py

P;;, = 0 car la transformation est adiabatique.
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P; est la puissance a fournir a la pompe, que 'on va noter P. Pour un com-
presseur, on a P > 0 alors que pour une turbine, ona P < 0.
Pour calculer 2> — hy, on utilise :

|
dh =Tds + —dp
i

ds = 0 car la transformation est isentropique. On intégre entre 'état 1 et
1

l'état 2, soit : ho — hy = — (p2 — p1)-
7

Ona:

I 1, 1,
P=Dm ;(pZ_pl)—l_EvZ_ivl_'_gH

Lécoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu-
mique :

DV = U1S1 = UQSZ

Comme §; = 55, alors vi = v3. On en déduit finalement :

I
P= Dm (; (pZ - pl)+gH)

Exercice 10.2 : Force exercée par un liquide sur un tuyau coudé

On considere un tuyau coudé horizontal de section § constante. L’écoulement de
I’eau est homogene, parfait, permanent, incompressible. On néglige les variations
d’altitude dans le tuyau. On appelle v; et v2 respectivement les vitesses a 1’entrée
et a la sortie du tuyau. On appelle p; et p; les pressions respectivement a I’entrée
et a la sortie du tuyau. On suppose que la pression est uniforme a I’entrée et a la
sortie du tuyau.

1. Montrer que p; = p».

2. Exprimer la force exercée par le fluide sur le coude dans le plan horizontal en
fonction de Dy, u, S, et p;.
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1

Analyse du probléme

On peut appliquer le théoreme de Bernoulli sur une ligne de courant puisque les
hypotheses HPPI sont vérifiées. Le fluide compris entre AB et C D est un systeme
ouvert. Il faut donc se ramener a un systéeme fermé pour appliquer le théoreme de la
quantité de mouvement.

%

1. L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit
volumique : D, = Sjv; = S>v2. Comme §; = S5, on a donc v; = vy que
l'on appellera v dans la deuxiéme question.

L'écoulement est homogeéne, parfait, permanent, incompressible (HPPI). Le
théoréme de Bernoulli s'écrit sur une ligne de courant entre l'entrée et la sor-

tie :

On néglige les variations d'altitude dans le tuyau, donc z; = z». Comme
v = v2, on a donc : p; = pr.

2. Définition du systéme fermé :

On ne peut pas appliquer le théoréme de la quantité de mouvement a un sys-

téme ouvert. Il faut se ramener a un systéme fermé X défini de la fagon sui-

vante :

e Systéme fermé ¥ a ¢ : il est défini par la partie commune (PC) appelé
volume de controle + la masse dm | qui rentre pendant dr.

e Systéeme fermé X a ¢ +dr : il est défini par la partie commune (PC) appe-
lé volume de contrdle + la masse dm, qui sort pendant dz.
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partie commune __ C partie commune
D v D
y dmeo
A= B | AHB
T
dm1
’UIT schéma a t schéma a ¢ + dt

Régime permanent d'écoulement :

On est en régime permanent, donc la quantité de mouvement de la partie
commune a ¢ est la méme qu'a 7 + df : ppc (1) = ppc (t + di).
On a conservation du débit massique, donc dm | = dmy = dm.

Bilan de quantité de mouvement :
A t, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :

p (t) = pec (1) +dm v
At + dt, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :
p (t +dr) = ppc (t +dt) +dm vy
On a donc :
p@t+d)—pt)=dm @ —v)
D'od :

p(t+dr)y—p)

ds =Dm (52_61)

Théoréme de la quantité de mouvement :

P(f+d;;—1?(f) :Zﬁeﬂ
Bilan des actions extérieures :

e Force de pression a l'entrée : pySu,.

* Force de pression a la sortie : —p, Sii,.

* Poids du systéme fermé : mg.

® Force que le coude exerce sur l'eau. Cette force est l'opposée de la force
F que l'eau exerce sur le coude.

Le théoréme de la quantité de mouvement dans le référentiel terrestre gali-
léen s'écrit :
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p(t+dt)y—p()
dr

= Dy (B2 — B1) = p1Siiy — paSiix +mg — F
On a donc :

F = p1Suy — paSiiy +mg — Dy, (vzfix — vlﬁy)
Le débit massique est D,, = pSv. On en déduit :

F = (p1S+ pSv?) iy, — (p2S + uSv?) ii, + mg

2

2 — S—; Comme p, = py, la

Le débit volumique est D, = Sv, on a donc : v

force F’ que le fluide exerce sur le coude dans le plan horizontal est donc :

s D2\ . D2\ .
¥ = plS—l—,u? Uy — plS—i—,u? Uy

Exercice 10.3 : Force subie par un réservoir

On considere un réservoir muni d’une vidange. On suppose que Sp < S4.
L’écoulement est homogene, parfait et incompressible.

1. Au bout d’une durée tres courte un régime quasistationnaire est établi. Montrer
que la vitesse de sortie vaut alors vg = /2gh.

2. Exprimer la force que I’eau exerce sur le réservoir.

3. Quelle est la condition sur le coefficient de frottement f pour que le réservoir

ne glisse pas ?
atmosphere 7
Po v

A P =z

. SAn

cau

sol

Z@ 1. Théoréeme de Bernoulli

'écoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu-
mique : Dy, = va54 = vpSp. Comme Sp K Sy, alors vy K vp.
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_______________ e B
eau
sol

L'écoulement est homogéne, parfait, quasistationnaire et incompressible
(HPPI). On peut donc appliquer le théoreme de Bernoulli sur la ligne de cou-
rant A — B :

PA 1, pg 1 5
=+ -vi+gia= "+ Zvp+ 82
0 7 VA 8ZA " 2 VB 8B

Lentrée et la sortie sont en contact avec 'air. On a donc p4 = pp = po. De
plus z4 — zp = H. La vitesse en A est négligeable devant la vitesse en B.
On a donc :

Vp = \/2gh

2. Définition du systéme fermé

I g I J - dms
dmy d K K
7 L7
partie commune/ L partie commune/ L
schéma a ¢ schéma a t + dt

Le fluide compris entre IJ et KL est un systéme ouvert. On ne peut pas
appliquer le théoréme de la quantité de mouvement. Il faut se ramener a un
systéme fermé X défini de la fagon suivante :

e Systéme fermé X a ¢ : il est défini par la partie commune (PC) appelé
volume de contrdle + la masse dm; qui rentre pendant dr.

e Systeme fermé X a r +dr : il est défini par la partie commune (PC) appe-
l& volume de contréle + la masse dm, qui sort pendant dr.
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Régime permanent d'écoulement :

On est en régime permanent, donc la quantité de mouvement de la partie
commune a ¢ est la méme qu'a ¢ + dr : ppc (t) = ppc (1 +dr).
On a conservation du débit massique, donc dm| = dm, = dm.

Bilan de quantité de mouvement :
A t, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :

p (t) = pec (t) +dm v
At + dr, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :
p (t +dr) = ppc (t +dt) + dm v,
On a donc :

pt+dt)y—p@)=dm (v, —vy)

p(t+dn —p)

dr - Dm (1_52 - 5l)

Théoréeme de la quantité de mouvement :

AEELIUN o

Bilan des actions extérieures :

® Force de pression a lentrée : —poSau,.

® Force de pression a la sortie : —pSpity.

® Poids du systéme fermé : mg.

* Force que le réservoir exerce sur 'eau. Cette force est ['opposée de la force

F 1 que l'eau exerce sur le réservoir.

Le théoreme de la quantité de mouvement dans le référentiel terrestre gali-

léen s'écrit :
p+dn)—p@)

dr

= Dy, (V2 — 01) = —poSaii; — poSpiiy +mg — Fy
On néglige la vitesse a l'entrée. On a donc :

Fiy =mg — poSau; — poSpiiy — Dyyvpliy

3. Le systeme mécanique étudié est le réservoir.
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@ On ne considére pas I’eau a ’intérieur !

2 @ On suppose que le référentiel terrestre est galiléen.

Bilan des actions mécaniques extérieures :

* Poids du réservoir : Mg.

® Force ﬁ] que l'eau exerce sur le réservoir. Cette force a été déterminée
dans la question précédente.

e Réaction du support R que l'on peut décomposer en une réaction tan-
gentielle T et une réaction normale N.

® Force de pression atmosphérique ﬁp

Méthode pour calculer les forces de pression sur le réservoir

On a souvent besoin en mécanique des fluides de calculer la résultante des forces
de pression F, qui s’exercent sur une surface qui n’est pas fermée. On utilise sou-
vent la méthode consistant a définir une surface fermée fictive.

On chercher a calculer F » la résultante des forces de pression de I’air qui s’exercent
sur le réservoir. Ces forces s’exercent sur la surface ¥, constitué des parties C D,
EF, FG, HI et 1J (traits pleins sur la figure). Elles ne s’appliquent pas sur les par-
ties DE (pas d’air), GH (pas de réservoir) et CJ (pas de réservoir).

On définit la surface ¥, constituée des parties DE, GH et CJ (traits en

2& pointillés sur la figure).

pas de réservoir

Ol

ummmmmm- -

pas de réservoir

L/
1
G

[ S )
F

D OmmmmE-- - -

E

pas d'air

On définit ainsi la surface X + X, fictive et entourée d’air. Elle n’a pas de réalité
physique mais la résultante des forces de pression de I’air sur cette surface fermée
fictive Xy + X est nulle puisque la pression pg est uniforme. On pourra alors en
déduire tres facilement F),.
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%

La surface 2| + X, est une surface fermée.

— — -
# —podSer = —[f/ grad podT7 =0
1%

i+,

La résultante des forces de pression de lair sur cette surface fermée
21 + X» est nulle puisque la pression pg est uniforme.
On peut décomposer cette somme en deux termes :

-

® Résultante des forces de pression de l'air qui s'exercent sur X; : F),.

e Résultante des forces de pression de lair qui s’exercent sur %o :
poSat; — poSatt; — poSpl.

On a donc : 6 = ﬁp + poSalt; — poSait; — poSpily.
Soit :
ﬁp = pOSBﬁx

Etude de l'équilibre du réservoir

On applique le théoreme de la quantité de mouvement au réservoir a 'équi-
libre :

-

6=M§+ﬁl+T+N+ﬁp
On a vu dans la question précédente que :
Fi = mg — poSaii; — poSgiix — Dy vpily
On projette 7 et N sur ii, et ii.. On a donc :

6 = Mg + m§ - P()SAﬁz - pOSBﬁx - DmvBﬁx + Tﬁx
+NI}Z +p0535x

On peut étre surpris que le poids de l'eau n‘apparait pas dans 'équation pré-
cédente traduisant l'équilibre du réservoir mais il intervient bien dans la

force Fj.

—D,vp+T =0
En projection sur 1, et u,, ona: | —mg — Mg — poSx + N = 0.
0
On en déduit que :
T = DmUB
N =mg+ Mg+ poSa
0
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La condition pour que le réservoir ne glisse pas est que :
IT| < fIN]
Soit :

DmUB < f(mg + Mg + p(]SA)

Exercice 10.4 : Fonctionnement d'une hélice

On considere un écoulement homogene, parfait et incompressible. L'hélice est
animée d’'un mouvement de rotation autour de son axe fixe, a vitesse angulaire
constante. On néglige son épaisseur ce qui revient a supposer que S; = S2. On
néglige les effets de la pesanteur. Le mouvement du fluide autour de I’hélice est
supposé stationnaire dans le référentiel terrestre galiléen et a symétrie de révolu-
tion autour de x’x. On consideére un tube de courant représenté sur la figure ci-
dessous qui englobe I’hélice. La pression pg est supposée uniforme autour du
tube de courant. On appelle D,, le débit massique. On rappelle que :

|
dh =Tds + —dp
L

1. Exprimer p» — p; en fonction de va,vp et p.

2. Exprimer la force exercée par I’hélice sur le fluide de deux facons et en dédui-
re la vitesse v du fluide au niveau de 1’hélice en fonction de v4 et vp.

3. Déterminer la puissance de la force exercée par 1I’hélice sur le fluide en fonc-
tion de D,,,v4 et vp par deux méthodes.

. g 1.

Sa Po

Analyse du probléeme

L’écoulement est HPPI. On pourra donc appliquer le théoréeme de Bernoulli sur une
ligne de courant. Attention, on ne peut pas I’appliquer directement entre A et B car
la ligne de courant n’est pas définie au niveau de 1’hélice. Il faut donc I’appliquer
entre A et / puis entre J et B.

Le fluide compris entre 7 et J est un systeéme ouvert. Il faut se ramener & un syste-
me fermé pour pouvoir appliquer le bilan de quantité de mouvement, le premier
principe de la thermodynamique et le théoreme de I’énergie cinétique.
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2& 1. Lécoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit

volumique. On note v; la vitesse au point I et v, la vitesse au point J. On
adonc: Dy =v185 = v25,. Comme §; = §; alors v; = v, que l'on note-
ra v par la suite.
L'écoulement est HPPI (homogeéne, parfait, permanent et incompressible).
Le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant A — I s'écrit :
2 2

v 1 v
—+—A+gZA=p——|-—-|—gzz
2 I 2
Comme z4 = z7 et p4 = po, on a donc:

2

2
v v
LR pl-l-?(eq.l)

poo2

Le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant J — B s'écrit de méme :

2 2

v v
@-F—B:&-{-—(qu)
1 2 i 2

En faisant la différence des équations 1 et 2, on a :

2 2
P2 —P1  VUg — Uy

1 2

Remarque : Si I’hélice est plongée dans un liquide de masse volumique élevée, alors
la pression p; peut devenir faible et inférieure a la pression de vapeur saturante. Des
poches de vapeur peuvent se former contre 1’hélice. C’est le phénomene de cavitation
et 'implosion de ces poches de vapeur conduit a la détérioration de I’hélice.

2.
2& a. Premiére méthode : systéme ouvert compris entre I et J

Définition du systéme fermeé :

Le fluide compris entre I et J est un systéme ouvert. On se raméne a un sys-
téme fermé X de la fagon suivante :

e Systéme fermé X a ¢ : partie commune (PC) comprise entre 7 et J + masse
dmy qui rentre pendant dz.

e Systéme fermé X a ¢ +dr : partie commune (PC) comprise entre [ et J +
masse dm, qui sort pendant dr.

dm1
dmis
J
I
)
: artie commune
partie commune P
schéma a t schéma a t + di
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Bilan de quantité de mouvement :
A linstant ¢, la quantité de mouvement du systéme fermé ¥ est :
p ()= ppc (1) +dm v

A linstant ¢ +dr, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :

ﬁ (t+dr) = ﬁpc (t +dr) + dmovs
Comme on est en régime permanent, on a : ppc (1) = ppc (t +dr). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contréle) est
la méme a linstant 7 et a linstant r + dr. On a conservation du débit mas-

sique, donc :
dm| = dm, = D,,dt

Comme vy = v, on en déduit :

p(t+d)—p)
dt

= Dm (52_51) 26

Bilan des actions extérieures :
® Forces de pesanteur négligées d'aprés 'énonce.
e Force F; exercée par ['hélice sur le fluide.

® Forces de pression extérieures : forces de pression s’exercant sur surface
Sy : p1Siu, + forces de pression s'exercant sur la surface Sy : —p2Soii,
+ forces de pression s'exercant sur la surface latérale

— -
f/ —podS..; = 0 par symétrie puisque les forces s'annulent deux par

deux.
Le théoreme de la quantité de mouvement s'écrit donc :

pt+dr)y—p(t)
dr

=0=F + plSlax - pZSQﬁx

En utilisant le résultat de la question 1, on en déduit que :

2 2
- v -V -
Flz(pZ_pl)Sﬁxzwsux

b. Deuxiéme méthode : systéme ouvert compris entre A et B
Définition du systéme fermé :
Le fluide compris entre A et B est un systéme ouvert. On se raméne a un

systéme fermé X de la fagon suivante :

o Systeme fermé X a ¢ : partie commune (PC) comprise entre A et B +
masse dm; qui rentre pendant dz.

o Systéeme fermé X a ¢ +dr : partie commune (PC) comprise entre A et B +
masse dm, qui sort pendant dz.
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dml

partie commune partie commune
dmo

—~
S

LY LT

Po
schéma a t schéma a ¢ + dt

Bilan de quantité de mouvement :
A linstant ¢, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
p(t) = ppc (t) +dm vs
A linstant ¢ +d¢, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
p(t+dt) = ppc (t +dt) +dmovp
Comme on est en régime permanent, on a : ppc (t) = ppc (t +dt). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contréle) est

la méme a linstant r et a linstant ¢ + dz. On a conservation du débit mas-
sique, donc :

dm, =dm, = D,,dt
On en déduit :

p(t+d— p(r)

:Dm vg — U
37 (vp — va)

Bilan des actions extérieures :
e Forces de pesanteur négligées d'aprés ['énoncé.

e Force ﬁ’l exercée par l'hélice sur le fluide.
. 5o —_ — =
® Forces de pression extérieures : #—podSm = — f[f gradpodr=0
1%

car la surface est fermée et la pression est uniforme.
Le théoréme de la quantité de mouvement s'écrit donc :

p(t+d)—p@)
dt

= D, (Ig — U4) = Fy

c. On a deux expressions de la force F| exercée par 'hélice sur le fluide :

- . ve —v3)
F =Dm(5B—UA)=‘UJ(B#A)S x
uS (vp —va) (v + va)

On a donc : puSv(vg —vs) = >
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En simplifiant, on a donc :

v4s + Up

vV = 3

3. a. Premiére méthode : Premier principe de la thermodynamique
On considére le systéme ouvert compris entre / et J. On se raméne a un sys-
téeme fermé X de la fagon suivante :

e Systéme fermé X a ¢ : partie commune (PC) comprise entre / et J + masse
dm qui rentre pendant dr.

e Systéme fermé X a r +dr : partie commune (PC) comprise entre [ et J +
masse dm»> qui sort pendant dr.

dmy

partie commune partie commune

schéma a ¢ schéma a t + d¢

On a vu dans l'exercice 9.1 l'expression du premier principe de la thermody-
namique pour un systéme ouvert en régime permanent avec une entrée et
une sortie :

dm (hy — hy) = 0W; + 60

L'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver-
sible, c'est-a-dire isentropique. On a donc 6Q = 0.

W; est le travail indiqué (travail recu des parties mobiles de la machine). On
a W, = Pdr.

En divisant par dz, on a :

P =D, (h, — hy)

Pour calculer h> — hy, on utilise :
1
dh = Tds + —dp
7

ds = 0 car la transformation est isentropique. On intégre entre 'état 1 et

1
l'état 2, soit : ho — hy = — (p2 — p1).
I
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On a donc :

p2—p1 pSv
m = (p2 — p1)
7 #

2 2
> .
On en déduit la puissance de la force exercée par U'hélice sur le fluide :

P=D

On a vu dans la question 1 que pp — p; =

P = %Dm (v% - vi)

Interprétation physique
Si Sp < S alors vg > vu. Lhélice fournit de la puissance au fluide

(P > 0). Cest le cas étudié dans cet exercice.

Si S > 84 alors vg < va. Lhélice absorbe de la puissance du fluide
(P < 0).

Exercice 10.5 : Force exercée sur une plague

On considere un jet d’eau qui frappe une plaque immobile dans le référentiel ter-
restre galiléen. L'écoulement de I’eau est homogene, parfait, permanent et
incompressible. On appelle pg la pression atmosphérique et on néglige les effets
de la pesanteur. La vitesse de 1’eau dans le jet est vy = vyu, et la vitesse de I’eau
en un point de la surface de sortie est > = v-u, en notant i, le vecteur radial des
coordonnées cylindriques. On représente sur la figure ci-dessous un tube de cou-
rant. On note §; la surface de la section droite du jet incident, S, la surface de la
section droite de sortie du jet et S, la surface de la plaque.

Calculer la force subie par la plaque de la part de 1’eau et de 1’air en considérant
deux systemes différents.

Uy
(%) T
jet d’e\au S,
—> U1 ] e
Z

S Po \ F\
plaque

2

So
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Analyse du probléeme

On va appliquer le théoreme de la quantité de mouvement a deux systemes diffé-
rents. Le premier systeme contiendra uniquement le fluide alors que le deuxieme
systeme contiendra les obstacles. On verra que les calculs sont souvent plus simples
quand on englobe les obstacles.

Attention : on a une invariance par rotation autour de I’axe Oz. La figure repré-
@ sente uniquement une projection pour un angle  donné.

2 P, a. Premiére méthode : systéme ouvert compris entre A et IJ

Définition du systéme fermé :
Le fluide compris entre A et IJ est un systéme ouvert.

masse qui sort pendant di

partie commune 7 partie commune I
i )
AY +A y
L
schéma a t schéma a ¢t + dt

On se raméne a un systéme fermé X de la fagon suivante :

e Systeme fermé X a ¢ : partie commune (PC) comprise entre A et 7J +
masse dm qui rentre pendant dr.

e Systéme fermé X a t +dr : partie commune (PC) comprise entre A et 1J
+ masse qui sort pendant dz. Attention, cette masse est répartie sur une
couronne d’'axe Oz et en chaque point la vitesse est vou,.

Bilan de quantité de mouvement :

A linstant 7, la quantité de mouvement du systéeme fermé X est :
p (1) = ppc (t) + dm v

A linstant ¢ +df, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
p(t+df) = ppc (t +dt) + 0. En effet, la somme des quantités de mou-
vement des petites masses qui sortent pendant dr est nulle car elles s'annu-
lent deux par deux.

Comme on est en régime permanent, on a : ppc (t) = ppc (t +dt). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contréle) est
la méme a linstant 7 et a linstant ¢ + dz. On a dm| = D,,dr.

On en déduit que :

pt+d)y—p@)
dr N
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Bilan des actions extérieures :
® Forces de pesanteur négligées d'aprés 'énoncé.

e Force F; exercée par la plaque sur l'eau.

® Forces de pression extérieures : F),.

Le calcul des forces de pression extérieure est délicat. On utilise souvent la métho-
de suivante : on se ramene a un systéme fermé soumis a des forces de pression uni-
forme.

Méthode pour calculer les forces de pression extérieure sur le fluide

On chercher a calculer la résultante des forces de pression extérieure qui
s'exercent sur le fluide. Ces forces s'exercent sur la surface ¥, représentée
en traits pleins sur la figure.

On définit la surface X, représentée en traits pointillés sur la figure.

J
L

La surface ¥| + X, est une surface fermée.

—> - -
# —podSexr = — [f[ grad podT =0

X1+ Vv

La résultante des forces de pression sur cette surface fermée X + X, est
nulle puisque la pression pg est uniforme.
On peut décomposer cette somme en deux termes :

—

® résultante des forces de pression qui s'exercent sur X : F),.

* résultante des forces de pression qui s'exercent sur X, : —poSpi;.

<

-

On a donc : 0 = F, — poS,ii.
Soit :
Fp = _pOSpﬁz
Le théoréeme de la quantité de mouvement s'écrit donc :

ﬁ(r+dt)—ﬁ(r)= . . .
dr
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La force que la plaque exerce sur l'eau est donc :
Fi = —Dyv — pOSpﬁz

D'aprés le principe des actions réciproques, la force que 'eau exerce sur la
plaque est : —F, = D, 0y + poSpli.
La force que l'air ambiant exerce sur la plaque est —pgS,u:.

On en déduit donc la force subie par la plaque de l'eau et de l‘air ambiant
est

F2 = Dmvl

b. Deuxiéme méthode : systéeme ouvert compris entre A et IJ en englo-
bant la plaque

On reprend quasiment le méme systéme que précédemment mais on englobe
la plaque. On va voir que les calculs vont é&tre beaucoup plus simples.

Définition du systéeme fermé :

masse qui sort pendant dt

~ 4

[ -

partie communej 4 partie commune T ]
A \Y +A y
P

dmy

schéma a ¢ schémaa t + dt

On se rameéne a un systeme fermé X de la fagon suivante :

e Systéme fermé ¥ a ¢ : partie commune (PC) comprise entre A et 1J
+ masse dm qui rentre pendant dr + plaque.

e Systéeme fermé X a r +dr : partie commune (PC) comprise entre A et 1J
+ masse qui sort pendant dr.

On a le méme bilan de quantité de mouvement puisque la plaque est immo-
bile :

p(t+dt)—p(t
pt+d)—p() — D,
dt

Bilan des actions mécanique extérieures :
® Forces de pesanteur négligées d'aprés 'énoncé.

* Force F,, exercée par un opérateur pour maintenir la plaque en équilibre.
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e Forces de pression extérieures. La résultante des forces de pression exté-
rieures est nulle car la pression est uniforme et s'applique sur une surfa-

ce fermée : #—poﬁm = —f[[ gr_azipod’r:ﬁ
1%

On a donc :
—D, oy =0+ F,, +0

Il reste a appliquer le théoréme de la quantité de mouvement a la plaque
immobile dans le référentiel terrestre galiléen. Elle est soumise a F;,, (force

exercée par un opérateur pour la maintenir en equ1l1bre) et a F2 (force exer-
cée par l'eau et l'air ambiant). On a donc F op T Fz =0, soit :

ﬁ2 = Dy, i_)’1
On retrouve bien le résultat établi avec la premiére méthode.

On retient qu’il est souvent plus simple d’englober les obstacles pour calculer la
force qui s’exerce sur un obstacle.
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Champ électrique

en réegime stationnaire

Exercice 11.1 : Champ et potentiel créés par deux fils infinis

On considere un fil infini d’axe Oz portant une densité linéique de charges
constante \. .

1. Déterminer le champ électrostatique E.

2. En déduire le potentiel électrostatique V.

3. On considere deux fils infinis paralleles a I'axe Oz situés en (x = —a,y = 0)
et (x = a,y = 0) portant respectivement des densités linéiques de charges — A\ et
+A. Donner 1’expression du potentiel en un point de 1’espace défini par les dis-
tances ry et r, aux deux fils, en choisissant V = 0 a égale distance des deux fils.

Analyse du probleme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ é€lectrostatique. Comme la distri-
bution est hautement symétrique, il est plus simple d’utiliser le théoreme de Gauss.
On applique le théoréme de superposition pour calculer le potentiel créé par deux
fils infinis.

1.
@ Calcul du champ électrostatique en trois étapes

1
L ] 1
1
1
1

* lesplans P = (M.,u,,itg) et O = (M,u,,ii.) sont des plans de symétrie
des charges (sources du champ), donc E (M) € (PN Q), soit f?//ﬁr.
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e La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle # et par
translation d'axe Oz, donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas
de 0 et z. Bilan : E = E (r) u,.

e On applique le théoréme de Gauss a la surface fermée (X) : cylindre de
hauteur h passant par M et de rayon r :

= Ta Qint Y > Ta Y
#E-dseﬂz Z/[E-d5+[/E‘dS+ffE-dS
£
0 P py} X3

T
[ _ -
#‘E-dé’exr:[[E(r)ur-dSu,.:E(r)2ﬂrh
23

=

Les trois surfaces formant (X) sont : (X;) surface supérieure, (X7) sur-
face inférieure et (X23) surface latérale. Le flux a travers la surface supé-
rieure et la surface inférieure est nul car le champ électrostatique est
orthogonal au vecteur élément de surface.

On ne peut pas prendre comme surface de Gauss un cylindre infini ! La surface de
Gauss doit étre une surface fermée. Le vecteur élément de surface doit étre orien-
t€ vers I’extérieur.

Le point M est nécessairement a l'extérieur du fil. La charge intérieure est :
Qint = M.
On en déduit le champ électrostatique :

A -
Ur

E =
2megr
Interprétation physique :
Le champ électrostatique diverge a partir des charges positives et converge
vers les charges négatives.
2. On en déduit directement le potentiel électrostatique a partir de la

relation dV = —E - df .
On considere un déplacement quelconque dans l'espace :

dl = drii, + rdfiiy + dzii.

On a alors :
—

dV = —E . dl = —E (r)ii, - (drii, + rdfiig + dzii.) = —E (r) dr
Soit :

dV = — dr

27T€07‘
On intégre la relation précédente :

V=-— Inr + cte

27’1’80
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La distribution est infinie. On ne peut donc pas choisir : V (c0) = 0.
L'énoncé ne précise pas la constante dans cette question.

3

P M
r1
T2
O/ O .
—a O a “x
—A +A
On applique le théoréme de superposition.
A r
V=-— Inr + Inr; +cte' = In = + cre’
2meo 27EQ 2meg ra

D'aprés l'énoncé, V =0 si rj = r>. On a donc :

V_

A r
In —
271'60 &)

Exercice 11.2 : Champ créé par une boule

On considere une boule de centre C, de rayon R uniformément chargée de den-
sité volumique de charges p.

1. Exprimer la charge Q de la boule en fonction de p et de R.

2. Déterminer le champ électrostatique en tout point de I’espace.

3. Exprimer 1’énergie électrostatique de cette sphere en fonction de Q et R.

Analyse du probleme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ é€lectrostatique. Comme la distri-
bution est hautement symétrique, il est plus simple d’utiliser le théoréme de Gauss.

%

1. La densité volumique de charges est uniforme, la charge totale vaut

4
donc : Q = p§WR3.

2. Calcul du champ électrostatique en trois étapes :

o Lesplans P = (M, u,, iig) et Q = (M, u,, iiy) sont des plans de symé-

trie pour les charges, sources du champ, donc E(M) e (PN Q), soit

E//ii,.
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e La distribution D de charges est invariante par rotations d'angle € et ¢,
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et ¢. Bilan :

E=E®)i,

e Théoréeme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : sphére passant par
M et de rayon r.

#1} A8 = Qint _ #E(r)ﬁr - dSu, = E (r) 47r?

€0
P b

Il y a deux cas :
Si M est a l'extérieur de la sphére (r > R) :

4
dg = pdr, donc Qi = png'R3 = (. 0n a donc:

pR? . o .

E‘ = ur = —ur
3epr? Aregr?

Si M est a l'intérieur de la sphére (r < R) :

4 5
Qint = pgﬂ'i‘ , donc

= ro_ r_ .
E = p_ur = ATTR = Q Fu,
380 380 47T80R3
E
Emax r——-
|
:
R r
. . 0
Le champ est maximal pour r = R et vaut : Ep o = ——.
47TE()R2

Interprétation physique :

Si r = R, le champ est le méme que celui créé par une charge ponctuelle
Q situé au point O.

Le potentiel et le champ sont continus en tout point de 'espace. C'est nor-
mal car on a une distribution volumique.

Le champ diverge a partir des charges positives. Il est normal aux surfaces
équipotentielles et dirigé dans le sens des potentiels décroissants.

Les surfaces équipotentielles sont des sphéres de centre O. Les lignes de
champ sont des droites qui divergent a partir de O si Q > 0. Les lignes de
champ sont des droites qui convergent vers O si Q < 0.
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1
3. La densité volumique d'énergie électrostatique est u,; = EsoEz.

Ily a deux cas :

Sir<R:
- - r N
Le champ électrostatique est : £ = Wrur = EmaxEur- On a alors :
TEQ
80 }‘ OEIl‘ldX 4
W, = mde drrdé?r sinfd¢p = —— dr
r=0
_ eOEm A R®
- 2 R5
Dol :
2meg R 0] 2
W, =
5 47’(’50R2
Sir> Rz
, . - 0 . R?
Le champ électrostatique est : £ = 1 SUy = Emax—zur. On a alors :
TEQr r
£0 2
W,y = [[f Emdx p drrd@r sin Od¢
d E? 1
w, = 2oF 2de4 TR r’; _ 0 SRS = = 2me0 By R

r=R
D'ol :

2
W2 = 271'80 Q R3
47['80R2

2 /1 1 2 6
Bilan : W = W + Wh = L (——I——)— o —, d'oul :

megR \40 8 meoR 40°

_ 0 3
"~ weoR20°

Exercice 11.3 : Champ dans une cavité cylindrique

Un cylindre infini d’axe Oz possédant une charge volumique uniforme p, pré-
sente une cavité cylindrique infinie (d’axe O»z avec O, différent de O;) vide de
charges.

Montrer que le champ électrostatique est uniforme dans la cavité.
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Analyse du probléme

Il faut penser a utiliser le théoreme de superposition. La distribution D ne possede
pas suffisamment de symétrie pour pouvoir calculer facilement le champ électro-
statique avec le théoréme de Gauss. On va d’abord calculer le champ créé par un
cylindre infini uniformément chargé en volume.

W

a) La distribution D est la superposition de la distribution D; et de la dis-
tribution D».

Distribution D : Cylindre infini de densité volumique de charges p avec une
cavité cylindrique infinie.

Distribution D : Cylindre illimité d'axe Oz de rayon R; de densité volu-
mique de charges p.

Distribution D5 : Cylindre illimité d’axe O,z de rayon R, de densité volu-
mique de charges —p.

b) Calcul du champ électrostatique créé par un cylindre infini de rayon R
uniformément chargé en volume. On appelle p la densité volumique de
charges.

2]

f~..

n———




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 11 - Champ électrique en régime stationnaire

Calcul du champ électrostatique en trois étapes :

® Llesplans P = (M, u,, up) et Q = (M, u,, ii,) sont des plans de symé-
trie pour les charges, sources du champ, donc E(M) e (PN Q), soit
E//ii,.

e |a distribution D de charges est invariante par rotation d'angle 6 et par

translation suivant u., donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas
de 6 et z. Bilan :

E=E@)i,
e Théoréme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : cylindre de hau-

teur h passant par M et de rayon r.

Le flux du champ électrostatique a travers ¥ et X, est nul car les vecteurs
éléments de surface sont orthogonaux au champ électrostatique.

o —> Qin 5 — S > T
#E-dSeX;: - Z[fE-dS+f/E-dS+[/E-dS
> ’ >/ A T

:[[E(r)ﬁr-dSﬁr
X

. - —>
Dol : #E -dSex: = E(r)2nrh
%
D'aprés l'exercice, le point M se situe a lintérieur de la cavité. On a donc
r < R, soit Qi = ,071'1”2]1.
Le champ électrostatique est donc :

E="4

260

Pour chaque cylindre, on a une origine différente pour les coordonnées cylin-
driques.

c) Pour le cylindre de centre Oy, on définit H, le projeté orthogonal de M

r -
sur laxe O1z.Ona: HHM =rju,, donc :

g Fl = —
El =ﬂurl =LH1M

260 280

Pour le cylindre de centre O,, on définit de méme H, le projeté orthogonal
de M sur l'axe O,z. Il suffit de remplacer H; par H, et p par —p, soit :

- p —
E, = ———H:M
260
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D'apres le théoreme de superposition, on en déduit le champ électrostatique
a lintérieur de la cavité :

- - - p — p —_— ’0 >
EF=F +Ey=—HM—- —HM=—HH
2e0 2¢e9 20

Le champ E est uniforme a lintérieur de la cavité.

120

Exercice 11.4 : Champ de gravitation créé par la Terre

Déterminer le champ de gravitation créé par la Terre en tout point de ’espace en
supposant que la masse volumique de la Terre est uniforme.

Analyse du probléme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ de gravitation. Comme la distri-
bution est hautement symétrique, il est plus simple d’utiliser le théoréme de Gauss
pour la gravitation.

On appelle M7 la masse totale de la Terre et R le rayon de la Terre.

%

e Lesplans P = (M, i,, iig) et Q = (M, ii,, iiy) sont des plans de symé-

trie pour les masses, sources du champ, donc E(M) e (PN Q), soit
Allu,.

e La distribution D de masses est invariante par rotations d'angle & et ¢,
donc A aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et ¢. Bilan :

A=A i,

e Théoréme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : sphére passant par
M et de rayon r.

- —> = - 2
A-dS. = —47GM;y = A(r)u, -dSu, = A (r)4nr

3 >
On a alors : —47G My = A (r) 4mr?, soit :
—GM,;
A(r) = - nt
p

Remarque : On retrouve facilement le théoréme de Gauss pour la gravitation a par-
tir du théoreme de Gauss de I’électrostatique avec 1’analogie suivante :

—>—G;E—>A’.

charge — masse ;
TEND

2@ Il y a deux cas :
Si M est a l'extérieur de la sphére (r > R) :

4
dm = pdrt, donc My = ﬁLgﬂ'RS = M.
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- =G 4 5
OﬂadonC:A=r—2M§7rR urzr—z
Si M est a lintérieur de la sphére (r < R) :

—GMr
ur.

La masse intérieure a la surface de Gauss est : M, = ,LL§7rr3.

- -G 4 5. 4 .
Onadonc: A= r—z,ugﬂr T —G,ug*zrrur. On en déduit que :
- GMTI‘_,
A=
A
N

A 4

S
——— =

Interprétation physique :

Le champ gravitationnel est bien continu en r = R puisqu’on a une distri-
bution volumique.

Si r < R, le champ décroit linéairement dans la Terre et est nul au centre.
C'est prévisible puisque toutes les contributions des différentes masses au
champ se compensent deux par deux.

Si r = R, le champ est le méme que celui créé par une masse ponctuelle.
Dans beaucoup d'exercices, on assimile la Terre @ un point matériel situé au
centre dinertie de la Terre et de masse égale a la masse de la Terre.

Remarque : Le champ gravitationnel est noté parfois g qui désigne en fait le champ

de pesanteur terrestre. Il est constitué de deux termes : un terme gravitationnel

. GMT - . — . s H
r—zur et un terme centrifuge w”> HM qui est négligeable.

GM
w Au niveau du sol : gp = RZT ~ 9,8 m.s 2 avec My =6 x 10** kg ;

R = 6400 km et G = 6,67 x 10~ N.kg 2.m>.

Exercice 11.5 : Distribution volumique entre deux sphéres
concentriques
On consideére une charge ¢ positive répartie en volume entre deux spheres
concentriques de rayon R; et R,. On appelle p(r) la densité volumique de
charges entre R; et R,. Le champ électrostatique se met sous la forme :
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—

E =a(r — Ry) u, pour Ry <r < R, avec a une constante. On donne, pour un
dE,

dr

= El" = -
champ a symétrie sphérique : div £ = +2— avec E, = E(r) - u,.
r

1. Déterminer p (r) en fonction de a,r, R et &p.
2. Déterminer a en fonction de ¢g,c0, R et R».

3. Déterminer le champ électrostatique en tout point de 1’espace. Représenter
graphiquement E, en fonction de r.

Analyse du probleme

L’équation de Maxwell-Gauss permet de calculer directement la densité volumique
de charges a partir du champ électrostatique. Le théoréme de Gauss permet d’en
déduire le champ en tout point de I’espace.

2& 1. L'équation de Maxwell-Gauss s'écrit : div E= ﬂ.

€0

Comme E = a (r — Ry) u,, alors :

dE E 2 — R
r_|_2_r=a_|_a(r—l)=£
r r r £0

divé:

r

Ry
p = acq (3 — 2—)
5

2. On connait la charge totale g. On peut l'exprimer en fonction de a en uti-

2aR
On en déduit:pzeg(a—l—Za— ¢ |),soit:

lisant p.
R2 R2
2 R, )
g = pdr = p (r)dmrodr = acgo |3 —2— ) 4nrodr
»
distribution r=R, r=R,

Remarque : On peut également écrire le petit élément de volume en coordonnées
sphériques : dr = (dr) (rdf) (r sin 6d¢).

Il reste a intégrer r entre R et R;, 6 entre 0 et 7 et ¢ entre 0 et 277. On retrouve le
méme résultat.

On a alors :

¥

q = 4mepa [1‘3 - RIrz]gf = 4mepa (Rg’ — RIR3 — R + R?)
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Finalement, on a :

a = 4
4meoR3 (R2 — Ry)

3.

o Les plans P = (M,ii,.iig) et Q = (M.ii,,ii,) sont des plans de symé-
trie des sources du champ, donc E (M) e (PN Q), soit E//Ei,,.

e La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle 6 et ¢,
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et ¢. Bilan :
E = E(r) i,

e On applique le théoréme de Gauss a une sphére de centre O et de rayon

bz 3 = SUTT 2_ ¢
r s'écrit : E-dS,. = E()u,-dSu, = E(r)4nmr® =
S S

int
€0

Sir <Ry, Qiny =0, donc E =0.
Si r = Ry, Qjny = q. Tout se passe comme si on avait une charge ponc-
tuelle. Le champ vaut alors :

— q s
EFE=——u
dreor?
Lk,
N
|
|
|
| \
Ry Ry r

Exercice 11.6 : Distribution volumique entre deux plans

On considere une distribution volumique D de charges p uniforme, d’extension

- e . a a s .

infinie, comprise entre deux plans z = —— et z= — dans le référentiel
2

N = (O fiy.iiyiirt).

Calculer le champ é€lectrostatique et le potentiel électrostatique par 3 méthodes :

théoreme de Gauss, équation de Maxwell-Gauss, équation de Poisson. On pren-
dra V (0) = 0. Etudier le cas particulier ou a — 0.
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Analyse du probléme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique et le potentiel élec-
trostatique. Le théoréme de superposition permet de déduire directement le champ
électrostatique créé par la distribution volumique a partir du champ créé par un plan
infini.

Cours : Méthode de calcul du champ électrostatique et du potentiel électrostatique

Il y a deux stratégies pour calculer le champ électrostatique et le potentiel électrostatique
créés par une distribution de charges.

Stratégie n°1 : On calcule le champ électrostatique et on en déduit le potentiel électrosta-
tique.
Pour calculer le champ, on a trois possibilités :

* Calcul direct du champ. Avec les plans de symétrie et d’antisymétrie, on prévoit la direc-
tion du champ. Le champ dE créé par une charge dg est donné par la loi de Coulomb :

—
dg " dg KM
dregk M2 XM T 4neo K M3

dE =

On projette dE et on integre les projections pour en déduire le champ créé par la distri-
bution de charges.
» Utilisation de I’équation de Maxwell-Gauss :

divE =L
£0
« Utilisation du théoréme de Gauss pour une surface fermée S :

#E ) Cﬁ,eﬂ _ Qint
€0

Cette méthode donne des résultats’ simples pour des distributions hautement symétriques.
Elle se fait en 3 étapes : recherche des plans de symétrie ou d’antisymétrie, recherche des
invariances et application du théoréme de Gauss (la surface de Gauss est une surface fer-
mée par exemple un cylindre de hauteur 4, une sphere, un parallélépipede).

On en déduit directement le potentiel en intégrant la relation :

—

dV = —E . dl

Stratégie n°2 : On calcule le potentiel électrostatique et on en déduit le champ électrosta-
tique.
Pour calculer le potentiel, on a deux possibilités :

¢ Utilisation de la loi de Coulomb :
dg

dV=—-—
dreg KM

avec dg = pdtou odS ou Ad/ suivant que la distribution est volumique, surfacique ou
linéique. Il reste a intégrer pour en déduire le potentiel V.

@ Cette méthode n’est pas valable s’il y a des charges a I’infini.
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« Utilisation de I’équation de Poisson : AV = —ﬁ.

€0
Il reste a intégrer 1’équation différentielle pour déterminer le potentiel V.

Apres avoir calcul€ le champ électrostatique, on en déduit le champ a partir de la relation :
- —
E = —gradV

Propriétés importantes en électrostatique
* Pour une distribution volumique, V et E sont définis et continus en tout point de I’espace.

* Pour une distribution surfacique, E est discontinu a la traversée de la surface de distribu-

N : .

tion: Er — E| = —ny-2 avec 1 et 2 des points de part et d’autre de la surface de distri-
£0

bution. Le potentiel V est continu en tout point de I’espace.

* Pour une distribution linéique, V et E ne sont pas définis sur la distribution.
Il ne faut pas oublier que les distributions surfaciques et linéiques sont des modélisations et
donc une approximation. Il ne faut pas étre surpris d’avoir des résultats qui divergent.

Choix de la constante pour le potentiel électrostatique

Pour une distribution finie, on doit choisir V (oc0) = 0.
Par contre, pour une distribution infinie, on ne peut pas choisir V (oo0) = 0.
Dans ce cas, bien lire 1'énoncé qui impose souvent un potentiel de référence.

2& Structure du champ et du potentiel

o Les plans P = (M iiy.ii;) et Q = (M.iiy,ii;) sont des plans de symé-
trie pour les charges, sources du champ électrostatique, donc
E(M) e (PNQ),soit E/ /.

* La distribution D de charge est invariante par translation suivant i, et
iy, donc E et V aussi. Les coordonnées du champ ne dépendent pas de
x et y. Le potentiel ne dépend pas x et y. Bilan :
E=E@ii.ctV=V().

Le plan z = 0 est un plan de symétrie.

—

T E(M)
M
z=0 plan de symétrie

lM’
E(M")

Le champ en M’ est le symétrique du champ en M par rapport au plan
z=20, dou :

E (M) =sym (E (M) = —E (@) iz et V(M) = V(M)

125
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Soit un point M appartenant au plan z =0. Les plans (M, i,,u;),
(M.iiy.ii;) et (M,iiy,iiy) sont des plans de symétrie, donc E (M) appar-

<

tient a leur intersection, donc E = 0 pour z = 0.

1. Premiére méthode : Utilisation du théoréeme de Gauss
Calcul du champ avec le théoréme de Gauss :

A~ surface S

X1 M :/
Yy

23

On considere un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est un
cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théoréme de
Gauss s'écrit :

5 % Qint o2 o2 o
#E . dSext = = [/ E- dSlext"'/f E - dS2exf+f] E- dS3exr
&
0 X py) 23

z

Le flux a travers la surface latérale X3 est nul car le champ est orthogonal
au vecteur élément de surface orienté vers 'extérieur. On a donc :

#E B = /f E )i dSit ff (—E (2))ii. - dS (—ii2)
b))

) P

Onadonc:ﬁ;}}-ﬁm:2E(z)S.

S
Il y a plusieurs cas pour calculer la charge intérieure :
a a
® Siz>= =, Qinn=paS,onadonc £ = p_.
2 €0
. a Pz
e 5i0<z< X Qint = p2zS, onadonc E = —
€o

On en déduit le champ dans la région z < O par symétrie :
pa

° Sizé—g, alors £ = ——
2 260
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. a plzl  pz
e 5 5 <z<0,alors E = —E—=€—
0 0
E
N
pa
260
_a
2 Y
a rd
5 Z

Si 'épaisseur a tend vers 0, on peut considérer la distribution comme sur-
facique. On peut définir une densité surfacique de charges o.

Pour exprimer p en fonction de o (¢’est-a-dire passer d’une approximation volu-
mique a une approximation surfacique pour les charges), il faut calculer la charge
de deux fagons.

e Distribution surfacique : on considére une charge située en z = 0 et de
surface S. La charge est Q0 = o8§.

® Distribution volumique : on considére une charge située dans un volume
de surface S et de hauteur a. La charge est Q = pSa.

Les deux charges doivent étre égales. On a donc :

o= pa
On retrouve bien le champ créé par un plan infini avec un discontinuité en
z=0.

E

N

Calcul du potentiel :

La distribution est infinie. On ne peut pas choisir : V (c0) = 0. On choisit
d'aprés l'énoncé V (0) = 0.

Comme la distribution est volumique, le potentiel est continu en tout
point de l'espace.

On a vu que le potentiel est une fonction paire de z. Il suffit de le calculer
dans la région z > 0.
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On utilise la relation : dV = —E - Ej pour calculer le potentiel.
On considére un déplacement quelconque du point M :

— - - -
dl =dxu, +dyu, +dzu;
On a donc :
- —> R R . -
dV=—-F-d =—-E(2Qu,- (dxux +dyuy + dzuz) =—FE(z)dz

. a 0z . pz?
e Si0<z< -, alorsdV = ——dz. Onintegreentre 0 etz : V = ——
2 €0 2e9

puisque V (0) = 0. Le potentiel vaut en z = %

V(ﬁ):_fﬁ

2 8cp
e Siz> E, alors dV = —ﬂdz. On intégre entre a etz:
2 220 2
2
v PEy_ _Pe (z _ E)
860 250 2
Dot :

v (P BN
860 260 2

On en déduit le graphe représentant V en fonction de z :

Remarque : On a continuité du potentiel en tout point de 1’espace puisqu’on a une
distribution volumique. On remarque que la dérivée premiere de V est continue.

.. : dv : .
C’est prévisible puisque £ = 4 et que le champ est continu en tout point de
Z

I’espace pour une distribution volumique.
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2. Deuxiéme méthode : Equation de Maxwell-Gauss

On a vu que le champ électrique ne dépend que de z.
L'équation de Maxwell-Gauss est :

)
ax
B, . - |9 |Bx aE. dE
divE=—=V-E=|— -|E, = =
£0 ay E. 0z dz
8 <
0z
- dE
J Si—ggzgE:diVEz—=£,d0ncE:E—|—cte.0navuque
2 2 dz = €0
: J 4
E =0 pour z =0. Soit £ = —.
£0
. a . = dE o,
* Siz> 2 divE = e 0 (localement il n'y a pas de charge), donc
Z
E = cte. Le champ est continu pour z = % puisqu’on a une distribution
volumique, donc E = ﬁ.
260

a - dE
e Siz< —5 s divE = e =0, donc E = cte. Le champ est continu
Z
a pa
our z=——,donc £ = ——.
P 2 260
On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.
3. Troisiéme méthode : Equation de Poisson

L'équation de Poisson est :

ad 0
0x ax
P - = d d
AV=——=(V-V)V= 2 2Ly
€0 dy | dy
a 0
0z 0z
Soit :
0 z 9t 9 ’v. 3’V 9V
AV =—— = V=
£0 (8x2 + dy? T 972 dx? i dy? + 972

On a vu que le champ et le potentiel sont nuls pour z = 0. Comme le poten-

tiel ne dépend que de z, 'équation de Poisson s'écrit :
d’v P

dz2 &g
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‘S a___4 d’v P d dv P L "
i —=<z< = —=—--—, donc —=-—— e
2 2 dz? €0 dz 02
¥ = —ZLZ2 + Az+ B. Le champ électrostatique est

€0
- dv . dv
E=—gradV=-"Ti . Ona:E=-—" =P _4,
dz dz o
OrV=0etE=0pourz=0.0nadonc:A =0 et B=0.0nobtient
finalement : E = =
€0
. a d*v ' ' ’
o S1z>§ :ﬁzo. OnadoncV=Az+ B et E=—A'. Le champ
z
et le potentiel sont continus pour z = E. On a donc A’ = e et
- 26()
3 2 2 2
—ﬂ:A, (g)_'_Bl' d.ro[:-l sz_pa +pa :pa ]
880 2 860 450 850
d’v
e S zg—g :——=0.0nadonc V=A"z+B" et E=—A". Le
2 dz?
: : a n__ Pa
champ et le potentiel sont continus pour z = —g On adonc A" = oo
€0
2 2 2 2
pa H( a) T Y pPa pa pa
et —— =A"(—=)+ B",dot B" = — + = ]
88() 2 880 48() 880

On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.

Exercice 11.7 : Champ électrostatique entre deux plaques

130

On considere un condensateur plan formé de deux plaques paralleles infinies et
distantes de d. L’ensemble est placé dans le vide. Les plaques sont maintenues
respectivement aux potentiels V| et Va2. On néglige les effets de bord.

1. Rappeler les équations de Poisson et de Laplace pour I’électrostatique.

2. Déterminer le potentiel et en déduire le champ électrostatique E qui reégne
entre les armatures de ce condensateur.

3. Ce condensateur est placé dans un milieu ol régne une densité volumique de
charges p uniforme. Déterminer le potentiel électrostatique et le champ électro-
statique.

Analyse du probléme

On va utiliser une autre méthode que le théoreme de Gauss pour calculer le champ
¢lectrostatique. Avec 1’équation de Poisson, on va calculer le potentiel. On pourra
alors en déduire directement le champ électrostatique.
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1. L'équation de Poisson en électrostatique s'écrit :

AV =L

€0

L'équation de Laplace pour 'électrostatique est le cas particulier ot la den-
sité volumique de charges est nulle :

AV =0
2.

On néglige les effets de bord (c'est-a-dire que l'épaisseur d est faible devant
les dimensions des plaques considérées comme infinies). Dans ces conditions
la distribution est invariante par translation suivant i, et u, donc V aussi.
On en déduit que :

V=V(x)

Dans l'espace entre les plaques qui est vide de charge, le potentiel électro-
statique vérifie 'équation de Laplace :

AV =0
d2
En coordonnées cartésiennes, on a AV = W =0. On a donc :
V = Ax + B.
Conditions aux limites
V=V pourx=0etV =V, pourx =d.
Loy Vi=B8B . _V2_V1
On en déduit : Vs = Ad + B’ soit A = —d .
Finalement, on a :
— (Vi = V-
V= V1 2)x Ly
d
On en déduit le champ électrostatique :
- Vi—Val
E:-QﬁV:J?—%x

Le champ est uniforme entre les armatures du condensateur.
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3. Entre les armatures, le potentiel électrostatique vérifie l'équation de

Poisson :
v -
AV=-"=""
d)c2 €0
Une premiére intégration donne : — = _—’Ox + C.
dx £0
Une deuxieéme intégration donne : V = — + Cix + Cs.
£0

Les conditions aux limites donnent :

Vi=0Cs ,
—pd
sz_p_+C1d+C2
€0 2
VQ—V| pd
Dol Cy = .
ou Cj p —|—2€0
On obtient :

2
—pX Vo—Vi pd
V= V

260 + ( d + 280) rn

Le champ électrostatique est :

E=—gradV=(ﬁ— : L P )ux
£0 d 280
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Condensateur

Exercice 12.1 : Condensateur plan

Un condensateur plan est constitué de deux armatures métalliques tres fines de
surface § séparées d’une distance e. L’isolant entre les deux armatures a une
permittivité g9. On néglige les effets de bord. Les densités surfaciques de charges
portées par les deux armatures sont uniformes et opposées.

1. Déterminer le champ électrostatique créé par un plan infini de densité surfa-
cique de charges o.

2. En déduire le champ électrostatique créé par le condensateur en tout point de
I’espace.

3. Calculer la différence de potentiel aux bornes du condensateur en fonction de
la charge d’une armature, S et e. En déduire la capacité du condensateur plan.

Analyse du probléeme
On applique le théoréme de superposition pour calculer le champ électrostatique
créé par le condensateur.

1. On considére un plan infini z = 0 uniformément chargé en surface.
zz On appelle o la densité surfacique de charges.

z Surface S

__________

2

* Lesplans P = (M, uy, ii;) et Q = (M, uy, ii.) sont des plans de symé-
trie pour les charges, sources du champ électrostatique, donc
E (M) € (PNQ),soit E//iu..
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e La distribution D de charge est invariante par translation suivant u, et
uy, donc E aussi. Les coordonnées du champ ne dépendent pas de x et
v. Bilan :

E=E @i,

e Le plan z = 0 est un plan de symétrie.

EM)
L

M
I
<

plan de symétrie

lM
EM')
Le champ en M’ est le symétrique du champ en M par rapport au plan
z=0,dod:
E (M') = sym (1} (M)) = —E (2) u;

e On considére un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est
un cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théore-
me de Gauss s'écrit :

s = O . . o .

#E'dsext: c :f/E'dSlext+ffE'dSZe,rt+ffE'dS3ext
0

> ) 2 23

Le flux a travers la surface latérale X3 est nul car le champ est orthogonal
au vecteur élément de surface orienté vers U'extérieur. On a donc :

# E .38 = [ f E (2) i, - dSii + f f (—E (2)) i, - dS (—ii,)
P P

=

- —>
On a donc : #E -dS. =2E(2) S.
S
Remarque : Il est indispensable de fermer la surface de Gauss par £,. On ne peut

pas fermer par X4 (disque de surface § situé en z = 0) car le champ n’est pas défi-
ni pour z = 0.

2& La charge intérieure vaut Qi = oS, d'ol :

= o =
280

On en déduit immédiatement le champ dans la région z < O :
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E 7 i
= ——U-
280 L
E
o
260
Z
.
280

Interprétation physique :

Il ne faut pas étre surpris d'avoir un champ constant dans la région z > 0.
C'est un modele fort qui est valable pour une distribution réelle plane de
grande dimension si on est loin des bords.

Si o est positif, le champ électrostatique diverge a partir des charges posi-
tives.

De part et d'autre de la distribution, on a une discontinuité du champ élec-
- — a o
trostatique. On vérifie que : 2 — E| = —n 9.
€0
2. On applique le théoréme de superposition pour calculer le champ créé par
les deux armatures qui sont assimilées a des plans infinis situés en z = 0 et

=2e.

Distribution D, : armature de charge Q +0

et de densité surfacique de charges +o L, | L@
€0 gg %
<« —>

Distribution D, : armature de charge —0
—Q et de densité surfacique de charges G B oy
—0. 2z Uz | T2g, Uz
— “—
Uy
9

Distribution D (condensateur) : armatu- to —0
re n°1 de charge Q, de densité surfacique
de charges +o située en z =0 et arma- —
ture n°2 de charge —Q, de densité sur- E=0 s E=0
facique de charges —o située en z = e. o _
€0 “a .
Uy
>
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Le champ électrique est nul a Uextérieur du condensateur.
O- —
Dans le condensateur, le champ vaut —u..
€0
On vérifie que le champ diverge a partir des charges positives et converge
vers les charges négatives.

3. On calcule la différence de potentiel V, — V| en envisageant un dépla-
cement d'un point A; de l'armature n°1 vers un point A> de l'armature n°2.

S - O
Entre les deux armatures, on a : dV =—F.-dl avec E = —u, et
€0

— - - - . o

dl =dxu, +dyuy, +dzu.. On obtient : dV = ——dz.
_ o

Il reste a intégrer entre A; et A; :

o o
Vo = Vi=——(22—z21) =——¢
£0 0
) o
Onendéduit: U =V, —V, = E—e.
0

La capacité d’'un condensateur est définie par :
Q1 =C((Vi—V)

en notant @, la charge de l'armature n°1.

On en déduit : C = L avec Q1 =oS

Vi — Vs
D'od :
c- o8
e
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Champ magnétique
en régime stationnaire

Exercice 13.1 : Champ créé par un fil cylindrique

On considere un cylindre illimité de rayon R parcouru par un courant / réparti
uniformément en volume.

1. Déterminer en tout point de I’espace le champ magnétostatique créé par cette
distribution de courants. Ce modele est-il utilisable pour un cylindre réel ?

2. Calculer le champ maximum créé par cette distribution pour 7 = 1 A et
R =1 mm.

Analyse du probleme

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théoréme
d’ Ampere pour calculer le champ magnétostatique en tout point de 1’espace.

1. On repére le point M avec les coordonnées cylindriques. On posef = i

On oriente l'intensité 7 dans le sens des z > 0. On en déduit lintensité qui
traverse une section orthogonale a laxe Oz :

o .52
J = Jj-dS = jnR
S

L’orientation du conducteur est arbitraire. Dans |’exercice, on |’oriente dans le
@ sens des z > 0. Le vecteur €lément de surface est donc orienté également suivant

+u..
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¥

(D

® Le plan P = (M, u,, u;) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc B (M) LP, c'est-a-dire B (M) //uy.
e La distribution D est invariante par rotation d'angle ¢ et par translation
suivant u., donc B aussi. Bilan :
B = B (r)iig

* On applique le théoréme d’Ampére. Le contour dAmpére I" est un cercle
orienté suivant iy passant par M et de rayon r :

% B- Ei = 56 B (r)ug-rdbug = B (r) 2nr = prglentace
F i

I1 faut bien vérifier le signe du courant enlacé. Le courant enlacé est compté posi-
tivement si le contour sort par la face Nord du circuit ou si le courant enlacé sort
par la face + d’une surface s’appuyant sur le contour.

Il y a deux cas :
Si M est U'extérieur du cylindre (r > R) :

Le courant enlacé est : Iopjace = I = jTRZ.
On en déduit le champ magnétostatique a l'extérieur :

I i R?
B(r)= Ho _ Mol
2mr 2r
Si M est l'intérieur du cylindre (r < R) :

Le courant enlacé est : Iopjuce = j7rr2.

On en déduit le champ magnétostatique a lintérieur :

B(r) =

2
On représente le graphe B(r) :

B
Bmax E

|
!
f R r
Interprétation physique :
Les lignes de champ sont des courbes fermées. Elles tourbillonnent autour
des sources de courant. On peut appliquer la régle du tire-bouchon ou de la

main droite pour vérifier le sens du champ B.

A U'extérieur du cylindre, tout se passe comme si on avait un fil infini.

Le champ B est continu en tout point de l'espace. C'est prévisible puisque
la distribution est volumique.
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2& Si r =0, B=0. Cest normal puisque tous les plans contenant l'axe Oz
sont des plans de symétrie.

Le modéle du cylindre illimité est valable pour un cylindre réel si on est loin

des bords.

2. Le champ maximum créé par cette distribution est obtenu pour r = R.
On obtient :

Buaux =2 x 1074 T

Remarque : La composante horizontale du champ magnétique terrestre vaut
2,5x 107 T.

Exercice 13.2 : Champ créé par un solénoide infini

Un solénoide circulaire est constitué de N spires (N > 1) de méme rayon R, de
méme axe Oz, réparties régulicrement le long du cylindre de longueur £ et de
méme intensité /. On définit n le nombre de spires par metre. On étudie le mode-
le limite d’un solénoide infini, c’est-a-dire qu’on néglige les effets de bord. On
admet que le champ magnétostatique est nul a I’extérieur du solénoide.

1. Déterminer en tout point de I’espace le champ magnétostatique créé par le
solénoide infini en fonction de p, n et 1.

2. Calculer le champ magnétique produit par le solénoide utilis€¢ au CERN pour
rechercher le boson de Higgs. Pourquoi la température du solénoide est égale a
-267 °C?

Données du solénoide : longueur = 13 m ; diametre = 6 m ; [ = 19500 A ;
o =41 x 1077 Hm™! ; N = 2120.

Analyse du probleme

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théoreme
d’Ampere pour calculer le champ magnétostatique en tout point de 1’espace.

z 1. On considére un point M a lintérieur du solénoide. On utilise les coor-
Q données cylindriques.
14
—
F E
®@ & ® ®le Ol ® & ®
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e le plan P = (M, u,, ug) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc B (M) LP, cest-a-dire B (M) //ii..

® la distribution est invariante par rotation d'angle 6 et par translation sui-
vant u,, donc B aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et z.
Bilan :

B (M) = B (r) i,

¢ On applique le théoreme d’Ampére au contour I' passant par M a linté-

rieur du solénoide :

D E F C
- — - —> - — - — - —
f B~dl=fB»dl—|—[B~dl—|—[B-dl—|—[B-dl
CDEF C D E F
ru“()lenlacc

E c

- —> —
f B-d =0 etf B - dl = 0 puisque le champ est orthogonal au dépla-
D F

cement élémentaire sur le contour.
F

- —
f B - dl =0 puisqu’'on admet que le champ est nul a l'extérieur du solé-

E
noide.
D Ip
— %- - -
/B- dl =/Buz-dzuZ:B(zD—zc):B!§
C Zc

Le contour I' enlace nf spires. Comme chaque spire est parcourue par un
courant 7, le courant enlacé est :

Tentacs = nll

@ Il faut bien vérifier le signe du courant enlacé.

¥

On en déduit le champ magnétostatique créé par le solénoide infini :
e A lintérieur du solénoide, le champ B est uniforme et vaut :

—

Bint = ponlu;
e A lextérieur, le champ magnétostatique est nul d’aprés l'énoncé :
éext = 6
2. Application numérique : B =4 T.
C'est un champ considérable qui est 200 000 fois plus grand que la compo-
sante horizontale du champ magnétique terrestre.
On utilise des matériaux supraconducteurs refroidis a -267 °C ce qui permet

de s'affranchir de leffet Joule. C'est le plus grand solénoide en supracon-
ducteurs au monde.
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Exercice 13.3 : Champ créé par une bobine torique

Une bobine torique est constituée de N spires jointives régulicrement enroulées
sur un tore (ou un pneu) d’axe Oz et parcourues par la méme intensité /. On sup-
pose que N > 1.

Déterminer en tout point de I’espace le champ magnétostatique créé par la bobi-
ne torique.

Analyse du probleme

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théoréme
d'Ampere pour calculer le champ magnétostatique en tout point de 1'espace.

%

On considére un point M repéré par ses coordonnées cylindriques. Sur le
schéma, on a représenté N = 18 spires.

vue de dessus

e Le plan P = (M, u,, u;) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc B (M) LP, cest-a-dire B (M) //ug.
® |a distribution est invariante par rotation d'angle € (puisqu'on a un grand

nombre de spires réguliérement enroulées sur le tore), donc B aussi. Ses
coordonnées ne dépendent pas de 6. Bilan :

B (M) = B (r, z) g

® |e contour d'Ampére I" est un cercle orienté dans le sens trigonométrique
d'axe Oz, de rayon r passant par M. Le théoréme d'Ampére s'écrit :

2T
f E . _l> = / B (r,z) ﬁg . i’del_t.g = B (r)2nr = Molenlacé
r 0=0

@ Il faut bien vérifier le signe du courant enlacé.
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2& Il y a deux cas :

Si M est a l'intérieur de la bobine torique :
Sur le schéma ci-dessus, on a représenté un contour I" qui enlace N spires.
Le courant enlacé est donc : Zentaece = N 1. On en déduit que :

- uoNT _,
Bin = ———iig

27r

Si M est a l'extérieur de la bobine torique :
Il n'y a pas de courant enlacé. On en déduit que :

-

Bext =0
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Electromagnétisme
dans L'ARQS

Exercice 14.1 : Rail de Laplace

On considere une tige métallique de longueur ¢ = IJ pouvant se déplacer sur
I'axe Ox. Elle glisse sans frottement sur des rails €lectriques. Le dispositif est
placé dans un champ magnétique constant B = Bii,. Le générateur de tension
délivre une tension constante U. La résistance totale du circuit est notée R et ne
dépend pas de la position sur les rails. La tige est immobile a + = 0. On néglige
les phénomenes d'autoinduction.

1. Déterminer la vitesse de la tige et l'intensité du courant électrique circulant
dans le circuit en fonction du temps.

2. Effectuer un bilan de puissance.
3. Montrer que le couplage électromécanique est parfait.

'

UTC y£—>

N
s ]}

®

™

Analyse du probleme

Le générateur de tension U crée un courant €lectrique. La tige métallique est par-
courue par un courant et placée dans un champ magnétique stationnaire. Elle subit
donc une force de Laplace qui la met en mouvement. On a alors une variation du
flux magnétique. C'est un phénomene d'induction de Lorentz avec apparition d'une
fem d'induction.

La loi de Lenz est une loi de modération : les effets de 1'induction s'opposent aux
causes qui lui ont donné naissance.

On néglige le champ magnétique induit devant le champ magnétique extérieur. Pour
en tenir compte, il faudrait rajouter l'inductance propre L du circuit que I'on négli-
ge dans l'exercice.
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Cours
Un phénomene d'induction apparait lorsqu'il y a une variation du flux du champ magnétique.

Loi de Faraday et équations de Maxwell

Sauf indication contraire, on se placera dans la cadre de 'ARQS magnétique ou les effets
des distributions de courants dominent ceux des distributions de charges.

Les équations de Maxwell s'écrivent alors :

divE="

€0
divB=0 _
S 0B
ot = ——
BT

rot B = pgj

Le champ électrique est :

- — dA
E=—gradV — —
at
. do . . .
La loi de Faraday e = s est la forme intégrée de la relation de Maxwell-Faraday
. 3B
otE = ——.
ar

Etude des conducteurs filiformes

Il faut d'abord orienter le conducteur et rajouter une force électromotrice
d'induction ¢ en convention générateur.

On note @ le flux du champ magnétique a travers le conducteur. La force électromotrice se
calcule avec la loi de Faraday :

do

="

Interprétation physique
La loi de Lenz est une loi de modération : Les effets de 1'induction s'opposent aux causes
qui lui ont donné naissance.

1. Equation électrique :

2& On oriente arbitrairement le circuit sur le schéma ci-dessous.
Comme on a un phénomeéne d'induc-
tion, il faut rajouter en série sur le ; R ,
trongon / J une force électromotrice >— 1 l

d'induction e en convention généra-

J(E)enurc.)btient le schéma électrique : UT() C)
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L'orientation du circuit sert a l'orientation du vecteur élément de surface pour le
calcul du flux magnétique et dans l'expression de la force de Laplace.
Il ne faut pas oublier que e est toujours orienté en convention générateur.

La loi des mailles s'écrit :

U=Ri—e
La loi de Faraday s'écrit :
do
e=——
dr
t=0 5
/)
dlo
le sl >
= ag T g

Le flux du champ magnétique est défini par :

- —
q>=ff3.ds

Le vecteur d_§ est orienté avec la régle de la main droite dans le sens de i.
On adonc: d = —BS.

Sur le schéma, on a représenté la tige a t = 0 et a un instant 7. On appel-
le x le déplacement de la tige. A un instant ¢, la surface S vaut £ (ag + x).
On a donc :

e=—d£:B£d—x:B£v
dr dr
Equation mécanique :
Bilan des forces sur la tige :
e Poids appliqué au barycentre G
e Il n'y a pas de frottement. La réaction du rail en 7 et J est donc orthogo-
nale au déplacement, c'est a dire orthogonal a u,.
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® Force de Laplace :
— J — J
F :f idl AB =] idyii, A Bu, = iB[y]] iy = —iBlii,
I I
On applique le théoréme de la quantité de mouvement a la tige dans le réfé-
rentiel galiléen % = (O: iiy,iiy,i,1). On projette sur iy, d'od

mx = —i{B

Equations couplées :
On obtient deux équations différentielles couplées :

U=Ri—e=Ri— Bvt

mv = —ilB
La deuxiéme équation donne : i = B que l'on réinjecte dans la premie-
. . muv .
re équation. On a alors : U = _RE — Buvt, soit
oy B2¢? (B U
v V= ———
mR mR

On définit la constante de temps du circuit :

mR

T= BZgz

Interprétation physique : On a toujours des signes + dans l'équation
homogéne quelque soit le signe de B. C'est tout a fait normal puisque la loi
de Lenz est une loi de modération. Un terme en B au lieu de B? serait aber-
rant.

La solution de 'équation différentielle est :

U
D'aprés 'énoncé, v =0 pours =0.0nadonc:0=A — 37

On obtient finalement :

Comme U = Ri — Bv{, on en déduit lintensité i :
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_U B _U BLU( ~\\ U [~
"TRTR TR RB\ P\ TREP\ S

Remarque : On peut également en déduire l'intensité a partir de la relation :

¥

mouv
{B

[ =

U
L'intensité 7 vaut R at =20, cequi est prévisible puisque la fem d'induc-

tion est nulle a + = 0. L'intensité décroit et tend vers 0 ce qui est confor-
me a la loi de Lenz qui est une loi de modération. La cause de l'induction
est la tension U qui crée un courant. L'effet de l'induction est de créer une
fem e qui annule la tension U et on n'a plus de courant dans le circuit.

2. Pour faire apparaitre des termes de puissance, on multiplie la loi des
mailles par lintensité i et le théoréme de la quantité de mouvement par la
vitesse v.

On obtient alors :

Ui = Ri®> — e¢i = Ri* — Bvli
dv )

m—v = —ifBv
dt

D'oll en éliminant le terme de couplage :

d /1
Ui = Ri* + — | zmv*
[ z—l—dt(zmv)

La puissance fournie par le générateur sert a dissiper de la puissance dans
la résistance et a faire varier ['énergie cinétique de la tige.

3. La puissance de la force de Laplace est :
Pusea = f - D = —ilBii, - vii, = —ifBv
La puissance de la fem d'induction est :
Psoe = ei = Buli
On en déduit que :
Pinéca + Pelec =0

Cette relation caractérise le couplage électromécanique parfait que l'on peut
généraliser dans le cas d'un circuit mobile dans un champ magnétique per-
manent.

Pgee = €i = Buli représente algébriquement la puissance fournie par le
fem d'induction puisqu'on est en convention générateur. Ici Pgec st néga-
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tif. La fem d'induction recoit donc de 'énergie du circuit électrique. Cette
puissance recue du circuit électrique est donc intégralement transmise a la
force de Laplace.

Exercice 14.2 : Moteur asynchrone

Une bobine plate fermée sur elle méme, de surface totale S, de résistance R et
d’inductance L est mobile autour d’'un axe A. Elle est placée dans un champ
magnétique uniforme, de module constant B, tournant autour du méme axe a la
vitesse angulaire constante wg. La bobine est solidaire d’un volant de grand
moment d’inertie régularisant sa vitesse angulaire w. On suppose qu’un régime
permanent est atteint pour lequel la bobine tourne a une vitesse angulaire
constante avec un retard de phase initial ¢ sur le champ tournant. On pose
Q = wy — w. On note 7 le vecteur normal de la bobine. On admet que la force

) ; ) do
¢lectromotrice d’induction est : e = _E'
Y
A
B
i .
wot+¢ 1
wt
z >
@ &

1. Déterminer le courant i () dans la bobine en régime sinusoidal forcé en préci-
sant sa valeur efficace et son retard de phase 1/ sur la force électromotrice d’in-
duction.

2. Donner les expressions du couple instantané I" et du couple moyen C agissant
sur la bobine. Etudier les variations de C en fonction de w. Calculer sa valeur Cj
pour w = 0, sa valeur maximale C,, et la valeur w,, correspondante. Dans quelles
conditions a-t-on un fonctionnement moteur ?

3. Dans quelles conditions le fonctionnement moteur est-il stable ? Le moteur
peut-il démarrer seul ?

Analyse du probleme

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique dépendant du temps. On a
un phénomene d’induction avec apparition d’une forme électromotrice d’induction.
Les effets de I’'induction s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi de
Lenz). On utilise 1a loi de Faraday pour calculer la fem d’induction.
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1. On suppose que les conditions de UARQS magnétique sont vérifiées.
L'angle entre le vecteur normal a la bobine et le champ magnétique vaut :

(Fié) = wot + ¢ — wt

On a un phénomeéne d‘induction avec un circuit mobile et un champ magné-
tique dépendant du temps. La force électromotrice d‘induction s'écrit :

do
dr

Le flux du champ magnétique est :

®=B-5S=BScos (wy— W)t + @)

Remarque : La bobine de rayon r est constituée de N spires. La surface totale vaut

alors :

Y

S = N7r?
Dol
e = (wg—w)BSsin ((wyg —w)t + @) = BSQsin (L + @)

L'équation électrique s’obtient avec le schéma électrique équivalent en
rajoutant la fem d'induction en convention générateur.

RiL
+———1

o

La loi des mailles s'écrit :

di
e=Ri+L—
T dt
On travaille en régime sinusoidal forcé. On utilise la notation complexe, ce
qui revient a remplacer sin () par exp (j ().

D'aprés 'énoncé, on appelle ¢/ le retard de phase de i sur e. On a donc :

i (t) = I sin (Q + ¢ — 1)
i=1I, exp(j (2t + ¢ — V)

149



Partie 4 - Electromagnétisme

150

En notation complexe, la loi des mailles s'écrit :

(R+jLQ) I = BSQexp (j (2 + ¢))

Dol
_ BSQ , ,
L= R+ /LO exp (J (2t + ¢))
On en déduit que :
BSQ

2 JRE T L2
arg (i) =Qt +¢—v=Qt +¢—arg(R+ jLRQ)

soit :
Y =arg (R+ jLQ)
On a donc :
Iy = i ;tanzb:@etcoswz R . 0
VRZ+12Q2 R VRT+12Q2

-
Interprétation physique : Langle v est compris entre 0 et 5" i est toujours

en retard de phase sur e. C'est normal, puisqu’on a un circuit inductif.

-

1

2. Le moment des forces de Laplace est : [ =

-

A
" est colinéaire a u,. On écrit par la suite : ' =T

.
Ze
<

I

@ Il faut utiliser la notation réelle car on a le produit de deux fonctions sinusoidales.

I' = MB sin ((wot + ¢) —wt) avec M =i8§.

ZW On a alors :

I' =SB sin ((wot + ¢) — wt)

= BSsin (Q + ¢) sin (2t + ¢ — )

BSQ2
/ R2 1 L20)2
1
Or sina sinb = E(_COS (a +b)+ cos (a—>b)).0n adonc:

2. Q2
= 2\/% {—cos 2Qt 4+ 2¢ — ) + cos (Y)}




Copyright © 2014 Dunod.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 14 - Electromagnétisme dans I’ARQS

La valeur moyenne du couple vaut donc :

=552 o w
= cos
2V R? + L2Q)?
On a vu que cos R D'ol
cos Y = . :
/Rz + L2032
C = (I = B>S°QR
T 2 (R L2Q2)

On a un couple moteur si 2 > 0, c'est-a-dire wy > w.
Pour étudier la courbe de C en fonction de w, il faut calculer la dérivée de
C par rapport a w. On pose :

fw) =

La dérivée de f par rapport a w est nulle si et seulement si :

2 N2 07?2
—(1+M)—(wo—w>( 2L (wO—w))=o

R? R?
L? (wo — w)? 2L L?
<1+ R? =(w0—w)2?<:>(wo—w)zﬁzl
R

S wWw—wy=tTt—
0 L

R
La valeur minimale est obtenue pour w = wy + I La valeur maximale est

obtenue pour w = wy — T La valeur maximale du couple est :

co_ 8252 % B BZsZi
m — E 2 T
2R | L) 2R 2
Dol :
B*S?
Cm =
4L
B?S?
Siw— 0, C= 0 = Cyp.
2R . L2W?
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On en déduit la courbe représentant f en fonction de w.

’y wo— 1,

N
40 - "\\

P

-
20 | | w

I'/ W
1 200 400 | 60 ‘

660 800 1000 1200 1400 1600
] E )/!_!/_!_/_,_;f-*‘
20 \ e r

—404

wg—l—f

Remarque : Ne pas tenir compte des échelles du graphe ci-dessus. Il représente sim-
plement I’allure des courbes.

2 & Interprétation physique :

On a un fonctionnement moteur si 0 < w < wy.

La vitesse de rotation du rotor (bobine) est inférieure a celle du champ tour-
nant.

En régime permanent, on a en moyenne :

0=(I') +(I})
soit 0 = C + C, en appelant C, le couple moyen résistant avec C, < 0.

freinée, donc w diminue.

3. Supposons qu’a cause d'une perturbation, |C,| augmente, la bobine est
D'aprés la courbe :

e Siwy— — <w <uwy, C augmente, ce qui a pour effet d'augmenter la
vitesse angulaire de la bobine. L'équilibre est donc stable.

* Si0<w<wy— T C diminue, ce qui a pour effet de diminuer la vites-
se angulaire de la bobine. L'équilibre est donc instable.

Le moteur asynchrone peut démarrer seul a condition que le couple de frot-

tement en valeur absolue soit inférieur a Cy. Les T.G.V. Eurostar et Thalys
sont équipés de moteurs asynchrones.
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Exercice 14.3 : Alternateur d’'une éolienne

Le disque €olien entraine, par un systeme de démultiplication, une bobine plate
en rotation autour de 1’axe Oz. La bobine a une résistance r, une inductance L et
elle est fermée sur une résistance Ry. On pose R =r + Ry. Elle comporte N

spires de surface s et se déplace dans un champ magnétique constant B= Bu,.

\ L

1. ’éolienne tourne a vitesse angulaire constante w. En régime sinusoidal forcé,
I’intensité i est de la forme : i (t) = I, cos (wt + ¢). Déterminer I, et ¢.

2. Quelle est la valeur moyenne du moment [ des forces de Laplace subi par la
bobine ?

3. Le moteur €olien a une puissance moyenne P. Représenter, sur un méme dia-

(")
4. At = 0, la vitesse angulaire est nulle et on débloque I’éolienne. Analyser qua-
litativement le régime transitoire. Déterminer la vitesse angulaire wg en régime

permanent et montrer que P doit rester inférieure a une puissance critique notée
P.. Ce régime est-il stable ?

, en fonction de w.

gramme, le moment H r H du couple moteur et ’

Analyse du probleme

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique constant. On a un phéno-
mene d’induction de Lorentz avec apparition d’une forme électromotrice d’induc-
tion. Les effets de 1’induction s’ opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi
de Lenz).

1. On suppose que les conditions de U'ARQS magnétique sont vérifiées.
2@ L'équation électrique s’obtient avec le schéma électrique équivalent en
rajoutant la fem dinduction en convention générateur.

L

1P
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La loi de Faraday s’écrit :

dd
dr

Le flux du champ magnétique a travers les N spires est :

- — T _
CI):N[/B-dS:NBscos (wt+§):—N3851n (w)
S

— N
car la surface est orientée avec la régle de la main droite : dS = dSn.
La fem vaut donc :

e = NsBw cos (wr)

La loi des mailles s'écrit :

R'—I—Ldi
e = Ri —
dr
i =1, cos (wr+ ¢) e = NsBwcos (wr)

Wi = Iexp(j (Wt + &) © | e = NsBwexp (j (wt))

En notation complexe, ona:e = Ri + jLwi, dou :

; e NsBwexp (j (wt))
(= =
- R+ jLw R+ jLw
i =1, = b
On en déduit : | NI

arg (i) = wr + ¢ = wr —arg (R + jLw)

Dol :
I NsBw tan ¢ Lw : 5 R 0
= ytan g = ——— et cos @ = >
" VRIF L2 R VRI ¥ L22

-
¢ est donc compris entre 5 et 0.

2. Le moment magnétique de la bobine est M= NIsi.
Le moment du couple subi par la bobineest : "= M A B = NIsn A Bu,

— sin (wt)
avec 7i = | cos (wr) en projection sur (iiy,iiy,i;). On a donc :
0
. — sin (wt) B 0
I"=NIsB| cos (wt) A|0 =10
0 0 —NIsB cos (wt)
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Dol :
I = —N1I,sB cos (wt + ¢) cos (wt)u;

Or cosacos b = %(cos (a +b) + cos (a — b)).

On a donc :
NI,sB

2
La moyenne du moment du couple est :

I =

[cos 2wt + @) + cos ¢l u:

- NI,sB -
(F’):— 2S Cos O U,

La projection du moment du couple est négative. C'est normal d'aprés la loi
de Lenz qui est une loi de modération. La création d'un courant induit s'op-
pose par ses effets aux causes qui lui donnent naissance. La cause est la
rotation de la bobine.

3. Soit P la puissance du couple moteur. On a : P = I'w. La puissance est
constante, donc

P
r=-—
w

On a vu que :

(F’) _ NlusB cos = NsB ( NsBw )( R )
2 2 \VR?+ 122 \VR? + L%?
Dol
() = —N’s°B°R  w
N 2 R2 + L2u?

Le graphe ci-dessous représente lallure de I" et de |(I')| en fonction de w.
Le point de fonctionnement est l'intersection des deux courbes.

1,2

u

|
0,8 |

| I
0,6 '/

|
0,411 ()]
o,zk /

0 wo 2 i 6 s 10
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Remarque : Ne pas tenir compte des échelles du graphe ci-dessus. Il représente sim-
plement 1’allure des courbes.

%

4. A t =0, on débloque l'éolienne. La vitesse anqulaire w augmente car

dw

J— =T +T"> 0, le couple de frottement augmente et le couple moteur

dr
diminue. On atteint un régime permanent pour w

moment cinétique s'écrit alors :

dw 3
J—=0=T+T

dr

On doit avoir : ‘(F’)| =T, soit :
P N°’B*R  wy

wo 2 R24 L%

Dol 2P (R* + L*wj) = N*s* B*Rwj. On a alors :

NZ2s2B?Ruw?
RE4 L= — 0
0 2P
Soit :
BaE
N25s2B2R
sz — L2
N2s’B°R
Pour que wq soit défini, il faut que —55
N%s’B’R N%s’B’R
_— Lz, soit P < ——————. On pose :
2P 212
_ N%s°B°R
be=—
On doit donc avoir :
P <P,

= wq. Le théoréme du

T 0, c'est-a-dire

Si la vitesse angulaire augmente légérement, le couple moteur est inférieur
au couple résistant en norme. On a donc un ralentissement de la bobine. Le

régime est donc stable.

Exercice 14.4 : Pince ampéremétrique

Une bobine torique est constituée de N spires jointives enroulées sur un tore, de
section rectangulaire, de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, de hauteur /2. On
suppose que N > 1.
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1. Calculer le flux du champ magnétique créé par la bobine torique a travers les
N spires. En déduire son inductance propre L.

2. Le tore (circuit 1) enlace un fil infini (circuit 2) d’axe Oz et est parcouru par
un courant i, = Iy, cos(wt + ¢). Calculer le flux du champ magnétique créé par
le circuit 2 a travers les N spires du tore. En déduire I'inductance mutuelle M
entre les deux circuits.

3. On court-circuite le circuit torique et on néglige sa résistance. On se place en
régime sinusoidal forcé. Déterminer la valeur efficace du courant i;. Quel est
I’avantage de la mesure du courant induit ?

Analyse du probleme

On a un probleme d’induction avec deux circuits couplés. On commence par calcu-
ler I’inductance propre et I’inductance mutuelle entre les deux circuits. Le circuit 2
crée un champ magnétique variable. On a un phénoméne d’induction a cause de la
variation du flux magnétique a travers le circuit 1. Le flux magnétique est la somme
du flux propre et du flux extérieur. En utilisant la notation complexe, on pourra en
déduire la valeur efficace du courant iy.

Z& 1. Le plan P = (M, iui,, i) est un plan de symétrie des sources du champ,

donc B, (M) LP, cest-a-dire By (M) //ii.

La distribution est invariante par rotation d'angle &, donc él aussi. Ses
coordonnées ne dépendent pas de 6.

/\Z
(T8
2 Mg 5
ﬁ ﬁr
= 4 o
s -

157



Partie 4 - Electromagnétisme

Copyright © 2014 Dunod.

D'ou :
Bi (M) = B, (r,z) iig

On suppose que les conditions de 'ARQS magnétique sont vérifiées : on peut
appliquer le théoréme d’Ampére a un cercle orienté dans le sens trigonomé-
trique d'axe Oz, de rayon r passant par M :

- —
By - dl = By (r)2mr = juolentace

® Si M est a lintérieur du tore : Ienacée = N iy en appliquant la régle de la
main droite. On en déduit :

Biexx =0
Le flux a travers une spire est :
7 d
R > . Ni r
q)spire:ff B]dS=f[ Bl-dFdZM9=M027Tlh 7
spire spire r=a
‘UJoNl‘lh b
= n—
2 a

La spire est orientée avec la régle de la main droite.
Le flux a travers les N spires de la bobine torique vaut :
2.
oN<ith b
Pp = Ncbspire =0 In—
27 a

Ce flux est appelé flux propre. On peut lidentifier a ®p = L;iy, d'ol :

N’h b
Ho ne

L, =
2 a

2. On appelle ®,_,; le flux extérieur, c'est a dire le flux du champ magné-
tique By créé par le circuit 2 a travers le circuit 1 :

- —
Doyt = Pry1 = Z /[ By - d§,

spires de C Méspire
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On va calculer le champ magnétique créé par le circuit 2 :

® Le plan P = (M, u,, u,) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc Ei‘z (M) _LP, cest-a-dire éz (M) / /.

® La distribution D est invariante par rotation d'angle 6 et par translation
d’axe Oz, donc ég aussi. On a donc :

By, = B, (r) iig

e On applique le théoreme d’Ampére. Le contour dAmpére est un cercle
orienté suivant iy passant par M et de rayon r :

% E’z . Hi = % Bz (r) ﬂg . rd@ﬁg = BQ (r) 2nr = EB,MOI'Q
r r

On a donc :

= 2.
Bz = MLMQ
27r

Le flux de E‘z a travers une spire du tore est :

B, . dS Hol2 - - i2h b
o 1(15pire) = f/ B, -dS =f %ﬂue ~drdzug = ,u;ﬂ n-
§ s

Le flux de Ez a travers les N spires du tore est :

olNi2h b
Dyt = NP2 (1spire) = 027T n-
On pose ®, .1 = M iy, dou :
Nh b
M = Ho n—
2 a

Remarque : Si on change le sens de i; ou i, M change de signe.

&

3. L'équation électrique s'obtient avec le schéma électrique équivalent en
rajoutant la fem dinduction en convention générateur.
i1 R

1
| I

o]
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La force électromotrice dinduction est :

Le flux du champ magnétique a travers le circuit 1 est :

D) = Dp + Py = L) + Mip

Une erreur fréquente est de ne pas tenir compte du flux propre. Ici, le flux propre
dépend de N? alors que le flux extérieur dépend de N. Comme N est trés grand,
il n’y a aucune raison de le négliger.

La loi des mailles s'écrit :

5 ,din dip
er=Rij=—-L— - M—
: ! Var dr

Comme la résistance est négligeable d’aprés ['énoncé, on a :

I dll diz —0
Var e
En utilisant la notation complexe, on a : jLwi; = —jMwis.

On en déduit une relation faisant intervenir les intensités efficaces :

Lol = Mol .

v &
Comme — = N, ona:
M

M Doegr
Hegr = IIZeff = ]\;

Une pince ampéremétrique permet donc de mesurer des courants forts (plu-
sieurs centaines, voire plusieurs milliers d’ampéres).
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Exercice 14.5 : Courants de Foucault dans un cylindre

On place un cylindre conducteur d’axe Oz, de section Sy = wR?, de longueur L
et de conductivit¢ v dans un champ magnétique extérieur uniforme
B = By cos (wt) ii-. On suppose que le champ magnétique induit est négligeable
devant le champ magnétique extérieur appliqué. On se place dans le cadre de
1I’ARQS magnétique et on néglige les effets de bord. On donne en coordonnées
cylindriques :
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— 1 da. Adap\ - da, da:\ . I /0 (rag) Oda,\ -
t@ =1 -——-=2—-—1i — £ = — .
i) (r Y, az)“+(az ar)“9+r( aF 39)”Z

- - - rwBg sin (wt) .
1. On admet £ = E (r ,t) ug. Montrer que E (P) = > iy en utilisant

deux méthodes.

2. Déterminer la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans le cylindre.

3. Que devient la puissance moyenne dissipée par effet Joule si au lieu d’un seul
conducteur cylindrique, on utilise N conducteurs cylindriques identiques, de

5 : So
méme longueur L, de section S, = N sachant que le volume total occupé par les

N cylindres est le méme que précédemment ? Expliquer I’intérét du feuilletage
pour la réalisation des transformateurs.

Analyse du probleme

Le champ magnétique extérieur dépend du temps. Il va donc créer un champ élec-
trique calculé a partir de 1’équation de Maxwell-Faraday. Il va y avoir naissance de
courants induits dans le cylindre conducteur et donc une puissance dissipée par effet
Joule.

—

- 0B
Z& 1. Uéquation de Maxwell-Faraday rot £ = T permet de calculer le champ

électrique :

Méthode 1 :
On utilise le rotationnel en coordonnées cylindriques :

L (8 (rEQ)) = S = Bow sin (wr)

* ar dat

On se place a un instant ¢ quelconque. On peut écrire a ¢ fixé :
d(rEp)
dr

On integre :
r? . .. r . Cy
rEg = EBOw sin(wt) + Cy, dod Ey = EB()CJJ sin (wt) + —.
r

= r Bow sin (wt), soit d (rEg) = r Bow sin (wr) dr.

Le champ est défini pour r =0, donc C; = 0.

Remarque : On néglige le champ magnétique créé par les courants induits.

Méthode 2 :

La deuxiéme méthode consiste a calculer la circulation du champ électrique
et d’appliquer le théoréme de Stokes pour en déduire directement le champ
électrique. On utilise le théoréme de Stokes dans de nombreux domaines de
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la physique : théoreme d’Ampere, écoulement rotationnel en mécanique des
fluides (voir exercice sur le cyclone)...

On calcule la circulation de E dans le cylindre sur un cercle de rayon r avec
0<r <Rcar E=E(r)ug.

- — . - - —
%E-dl :fE(r)ug-rd@ung(r)2nr:[fr0tE-dS
S

r r

avec S une surface qui s'appuie sur le contour I' et orientée par la régle de
la main droite suivant i,.

3B
On adonc: E (r)2mr = f] e d_.>5’ = (Bow sin (wt)) 7r%, d'od
y

Eg = %Bow sin (wt)

2. La puissance volumique dissipée par effet Joule est :
- — b r 2
S =B =B =y (5 Bowsin @)
dr 2

On a donc :
r . 2
dP; =~ (5 Byw sin (wt)) drrdfdz

On intégre sur tout le cylindre : r varie entre 0 et R, z entre 0 et L et 6
entre 0 et 2.
On obtient :

R4
Py =g (Bowsin (wt))> 27L

La moyenne temporelle est :

R* , ,1 vB} o\’
P;) =y—Bi =27l = “27L Qnf)? (=
Py =g Bow g2l = gml Grl)T o

puisque la moyenne de sin” (wr) sur une période vaut %
On a donc :

32
(P)) = 0nLyS]

2

B
3. 0n pose K = 74—07rLf2, soit (Py) = KSoz.
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Si au lieu d'un seul conducteur, on utilise N conducteurs cylindriques de sec-
tion S, la puissance dissipée par effet Joule est :

(P}) =N (K())
puisque la puissance totale est la somme des puissances moyennes dissipées

dans chacun des conducteurs.

So
Comme Sy = —, ona:
N

N A

La puissance est divisée par N, d'ol lintérét du feuilletage pour la réalisa-
tion des transformateurs.

On représente sur le schéma ci-contre quelques cylindres de surface S;.

: #
section Sy y

r——y—

Exercice 14.6 : Cylindre, courants induits et ARQS

On place un cylindre conducteur d’axe Oz, de section Sy = TR?, de longueur L
(L > R) et de conductivité v dans un champ magnétique extérieur uniforme

B = By cos (wt) u,. On suppose que le champ magnétique induit est négligeable
devant le champ magnétique extérieur appliqué. On se place dans le cadre de
I”’ARQS et on néglige les effets de bord. On donne en coordonnées cylindriques :

- 18 8 N 8 a . 1 8 8,. _
lﬁ(a):(—_az._ﬂ)ur_l_( ar_ﬂ)ug_*__( (rag)_ a)uz

r a0 0z 0z or T ar 06

1. Montrer que le champ électrique se met sous la forme E=E (r, 1) up.

, ) L, -~ rwBysin (wt)
2. On a vu dans I’exercice précédent que E = 2 ug. Calculer par

deux méthodes le champ magnétique induit. On admet que le champ magnétique
induit est nul pour r = R.

3. Donner une condition pour que le champ magnétique induit soit négligeable
devant By.
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Analyse du probléme

Cet exercice est la suite de 1’exercice précédent. L’étude des symétries est assez
délicate car le dispositif créant le champ extérieur n’est pas précisé€ dans 1’énoncé et
la cause du champ électrique est un courant dépendant du temps.

Zﬁ 1. Le champ extérieur est B = By cos (wr) it,. Lénoncé ne précise pas le
dispositif qui crée le champ magnétique extérieur. Il peut étre créé par

exemple par un solénoide infini parcouru par un courant /(¢) d'axe Oz.

Le champ magnétique créé par le solénoide est alors :

B = ponl (1)ii-

On peut lidentifier au champ :

-

B = By cos (wt) u.

Comme le champ magnétique dépend du temps, il va créer un champ élec-

trique.

Leqplan P = (M,u,,up) est un plan de symétrie du courant I(r) donc
E(M)e P.

Le plan Q = (M ,u,,u) est un plan d’antisymétrie du courant 7(r) donc
EM)10.

La distribution de courants circulant dans le solénoide est invariante par
rotation d’angle € et par translation d'axe Oz. Les coordonnées de E ne
dépendent pas de r et de 0.

Bilan: E = E (r, 1) ily.

Remarque : on vérifie que B est colinéaire 2 i, puisque B (M) LP.

On a vu dans I’exercice précédent comment calculer le champ électrique par deux
méthodes.

Cours : Approximation des régimes quasi-stationnaires magnétiques (ARQS)

L’approximation des régimes quasi-stationnaires magnétiques consiste a négliger les phé-
nomenes de propagation : il faut étudier les phénomeénes physiques a des distances des
sources tres inférieures a la longueur d’onde dans la vide.

On peut montrer que les équations de Maxwell s’écrivent :

divE = 2
divB=0 _
. 3B
olE =22
ar

LB = j1g ]

On peut donc appliquer le théoreme de Gauss et le théoreme d’ Ampere.
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On a les mémes équations qu’en régime indépendant du temps sauf pour le champ
électrique :

9B
ot

- — JA
E = —gradV — —
ot

rotE = —

Le champ électrique n’est pas a circulation conservative contrairement a ce qui se passe en
régime stationnaire (voir chapitre sur I’induction).

2@ 2. On se place dans le cadre de 'ARQS magnétique. Le champ électrique crée

un courant de conduction, noté jinduit :

Jinduit = YE = vE (r)
Tout se passe comme si on avait des spires d'axe Oz parcourues par un cou-
rant.
® Le plan P = (M.,u,,iig) source du champ magnétique induit fi’,— est un
plan de symétrie, donc B; (M) LP et B; (M) //u..

—

® |a distribution de courants source de B; est invariante par rotation
d'angle 6 et par translation d'axe Oz.

o Bilan: B; = B; (r) ii,.
Il y a deux méthodes pour calculer le champ magnétique induit l-i’)l- :

@ Dans le cadre de I’ARQS, le calcul du champ magnétique induit se fait a partir de

- . = = )
I’équation de Maxwell-Ampere : rotB; = 1 finduit -

Z& Méthode 1 :

L'équation de Maxwell-Ampére s'écrit : I%EB}- = ,uofinduit = uovﬁ )

aBiZ B()I’w :
On a donc: — = Mo > sin (wrt).
Comme le champ B; ne dépend que de r, on peut séparer les variables :
Borw .
dB; = —pgyy sin (wt) dr
Bor?w

sin (wt) + Cy.
On admet que : B; (r = R) = 0. On a donc :

Lintégration donne : B; = —pgy

BoR*w

Bi(r=R)=0=—pgy sin (wt) + C

165



Partie 4 - Electromagnétisme

On en deéduit que :

By (r* — R*)w

B; (r) = —piqy

Méthode 2 :
On applique le théoréme d’Ampére a un rectangle de largeur dr et de hau-
teur h.

—>
=

s
r+dr

- 5
Bi (r +dr)h — B; (r)h = — f/ Ho Jinduit - A4S = —poyEdrh
S

car dr est un infiniment petit.
On a donc :

dB;
dr

dr = —pgyEdr
Dol :

dB; = —;m% Bow sin (wr) dr
On retrouve le méme calcul qu'avec la méthode 1.

3. Pour que le module de E,- reste inférieur a By, il faut que
R2

B
Lo Yw 0 & By puisque le champ magnétique induit est maximal pour

4
r = 0. On doit avoir :

2
R K
A/ Mo 7w

On a vu dans lexercice sur leffet de peau que l'‘épaisseur de peau est

2
0= .
How

On doit donc avoir :

R <« V26
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Exercice 14.7 : Calculs d'inductance propre

1. On considére un solénoide long sans effets de bord constitué de N spires de
méme rayon R, de méme axe Oz, réparties régulierement le long du cylindre de
longueur £. Déterminer son inductance propre. En déduire 1'énergie magnétique
du solénoide.

2. Une bobine torique est constituée de N spires jointives enroulées sur un tore,
de section rectangulaire, de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, de hauteur .
On suppose que N > 1. Déterminer son inductance propre.

Analyse du probléeme

Il faut calculer le champ magnétostatique créé par la distribution de courant et cal-
culer le flux du champ magnétique a travers les N spires. On en déduit alors l'in-
ductance propre.

¥

1. D'aprés le cours, le champ magnétostatique créé par un solénoide infini
est nul a l'extérieur et vaut B = pgnlu; a lintérieur.

N
On définit n = 7 le nombre de spires par métre.

Le flux du champ propre a travers une spire est :

Dpire = (ponl ) - (T(’Rzﬁz) = ponlwR?

s i
~

T
\"’-—ﬁl.-"
Ty
B e

i

1

1

1

1

i

1

1

1

1

1

1

1

E

1

\I/

o

en orientant la spire dans le sens du courant.
Le flux propre a travers toutes les spires du solénoide de longueur ¢ est
donc :

bp =N (,LLOI’l[ﬂ'Rz) = nL (,uonlﬁRz) = (,LLOHQIZ?’TRZ) I
L'inductance propre est définie par la relation :
bp =LI
L'inductance propre du solénoide est donc :
TR?
L = MonZEﬂ-Rz = /.L()NZT
L'énergie magnétique du solénoide est :

1 1
Uy, = 5Lﬂ = Euonzeszﬂ
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2-
A7
i,
M ‘ o
Uy
Uy
! I O ® ¢ hf
I
a
b ¥

Le plan P = (M, u,, u.) est un plan de symétrie des sources du champ,
donc B (M) LP, cest-a-dire B (M) //iip.
La distribution est invariante par rotation d'angle @, donc B aussi. Ses coor-
données ne dépendent pas de 6.
D'oll :

B (M) = B (r.2) ii;

On applique le théoréme d'Ampere a un cercle orienté dans le sens trigono-
métrique d'axe Oz, de rayon r passant par M :

T—
B-d =B (r)2mr = ,UJ()Ienlacé

e Si M est a l'intérieur du tore : lenace = NI en appliquant la régle de la
main droite. On en déduit :

e Si M est a l'extérieur du tore : lopjace = 0. On a donc :
Bext =0

Le flux du champ propre a travers une spire est :

NI d
gp,re_f/ d_> ff B . drdzug_'uo !

spire spire
27 a

en orientant la spire dans le sens du courant.
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Le flux a travers les N spires de la bobine torique vaut :

N2Ih b
Pp = N(Dspire = /'L()—ln_
2 a

Ce flux est appelé flux propre. On peut lidentifiera ®p = LI1.
On en déduit linductance propre de la bobine torique :

poN>h b
n_

2 a

L =

Exercice 14.8 : Energie magnétique du cable coaxial

On considere un céble coaxial formé d’un conducteur cylindrique plein, de rayon
R, de longueur h, d’axe Oz, entouré¢ d’un conducteur cylindrique creux, de
rayon intérieur R, et d’épaisseur e¢. Le conducteur intérieur est parcouru par un

courant volumique uniforme }1 = jiii, et le conducteur extérieur est parcouru par
un courant volumique uniforme fz = joii,. On note I I'intensité du courant élec-
trique permanent dans le conducteur intérieur. On néglige les effets de bord et la
part de I’énergie magnétique emmagasinée dans I’ame (région r < R)) et celle
localisée dans la gaine (région R, < r < R + ¢) du céble coaxial.

R

1
I | S|

1. Déterminer le champ magnétique en tout point M (r,60,z) de ’espace en fonc-
tionde I,R|,Ry,e et r.

2. Déterminer 1’énergie magnétique emmagasinée et en déduire I’inductance
propre du cable coaxial en fonction de i, Ry, R; et e.
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Analyse du probléme

On utilise les symétries et invariances pour déterminer la structure du champ
magnétique. Le théoréme d’ Ampere permet de calculer le champ magnétique dans
tout I’espace. Le calcul de I’énergie magnétique permet d’en déduire I’inductance
propre du céble coaxial.

1.

¢

e le plan P = (M,u,,u,) est un plan de symétrie pour la distribution de

— —
courants qui est la source du champ magnétique, B L P, donc B // uy.
e La distribution est invariante par rotation d'angle @, et par translation

suivant u, (on néglige les effets de bord), donc les coordonnées de B ne
dépendent pas de # et de z.

On obtient finalement :

- R
B = B (r) uy

On a des courants volumiques de densité uniforme. D'aprés les orientations,
ona:

I=jinR} et —1 = jor ((R2 +¢)* — R3)

On applique le théoréme d’Ampére a un cercle passant par M de rayon r
orienté suivant uy :

jﬁ B-dl = ?5 B (r)iig - rdiig = B (r) 21tr = polentace

® Sir<Ry:B(r)2mr = pgyjimr?, donc
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* Si R <r<Ry:B(r)2mr=pyjimR? = pyl, donc

B(r) = 1o 1 R _ Hol
2F 27y

* SiRy<r<Ry+e:B(r)2nr =y ([—I—jzﬂ‘(l’z—R%)), donc

po (I +pom (P = R3))  pl ol (r* = RY)

B(r) = =
{2 2mr 2rr 2rm((Ry +e)* — R3)

* Si r>R2+e:B(r)27rr=,u0(l—|—j27TR%)=,u0(1—1)=0,donc

B(r)=0

_B
1 Bmax
0,8
0,6
0, 4
0,2

T T ol !r‘
0 Ry Ry Ro+e

On n'observe pas de discontinuité a la traversée des cylindres car on a des
distributions volumiques de courants.

2. La densité volumique d'énergie magnétique est :

B2
Uem = T
24

L'énergie magnétique W,, emmagasinée par le cable coaxial est :

W, = —dT
ff 2

espace

D'aprés ['énoncé, on néglige la part de ['énergie magnétique emmagasinée
dans l'ame et dans la gaine. On a donc :

_ Ly Ro
m—[f/ 12y 2—(d!‘)(id9)(d2) (27rl Rl)[

Ri<r<Rs
0<f<2m
O<z<h
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Linductance propre L du cable coaxial est définie par :
|
W, = =LI*
2

On en déduit :

h R
;= Mot 12
2T R1
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Milieux
ferromagnétiques

Exercice 15.1 : Cycle d'Hystérésis

On désire tracer expérimentalement le cycle d’Hystérésis B = f(H) d’un maté-
riau se présentant sous la forme d’un tore sur lequel sont bobinés deux enroule-
ments. L’enroulement primaire contient N spires et I’enroulement secondaire
contient N, spires. On note a son rayon moyen et S sa section. Dans les
conditions expérimentales, Naia << Nyij. On ne tiendra pas compte de la résis-
tance des enroulements. H et B sont supposés uniformes dans le tore. On donne
Ry = 1,0kS2.

1

voie Y

i i
le mtégrateur F——>

U2 Vg

Ry
voic X

1. Déterminer la relation entre H et i;. Montrer que la tension vy sur la voie X
peut se mettre sous la forme : vy = K| H. Déterminer K.

2. Proposer un montage avec des amplificateurs linéaires intégrés permettant
d’avoir i = 0 et de réaliser la fonction intégration. On suppose qu’a t =0,
vy = 0 et B = (. Montrer que la tension vy sur la voie Y peut se mettre sous la
forme : vy = K> B. Déterminer K>.

3. On observe sur 1’oscilloscope la courbe suivante :

vy en V
A

A
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Le point A correspond au champ magnétique a saturation. Interpréter la courbe
et les deux points A, et Ag. Que représente la surface du cycle ? Les composants
donnent K; = 0,03S.1. et K» =5,0S.1.

Déterminer les valeurs numériques des points.

4. Déterminer la puissance moyenne fournie par le circuit primaire au matériau
ferromagnétique. Interpréter avec I’aire du cycle d’hystérésis.

5. La ferrite présente un cycle de surface inférieure a celle du fer ainsi qu’un
champ rémanent plus faible. Quel est parmi ces deux matériaux celui qui est le
mieux adapté a la réalisation : d’un transformateur ? d’un aimant permanent ?

Analyse du probléme

Cet exercice permet de tracer expérimentalement le cycle d’hystérésis d’un maté-
riau magnétique. C’est un exercice d’induction. On travaille donc sur le schéma
électrique équivalent en rajoutant les forces électromotrices d’induction en conven-
tion générateur. Le bilan énergétique permet d’interpréter les pertes fer.

1. On utilise les coordonnées cylindriques.

Y

Orientation du circuit magnétique

Dans le cas d'un matériau de grande perméabilité, il y a canalisation des
lignes de champ. On suppose d’aprés I'énoncé que l'excitation magnétique H

est uniforme dans le tore. ﬁ est donc de la forme :
ﬁ = Huy

On applique le théoréme d’Ampére au contour d’Ampére I" (cercle orienté
dans le sens horaire) :

v 2
%H - dl = H27r = Ieptace = Niiy + Naiz

Attention aux signes pour la circulation de I’excitation magnétique. On applique
la régle de la main droite pour déterminer le signe du courant enlacé.
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D'aprés 'énoncé, on néglige Npin devant Nyi;. On a alors :

Niip . Nyip -
~ Uy ~ ug
2rr

2ma Ry

1

H A~
2Ta

On a donc : vx = Ryi; = H = K| H avec

_ 2ma Ry
=N

K,

2. Schéma électrique équivalent :

Pour avoir i = 0, il faut insérer un montage suiveur entre le circuit secon-
daire et lintégrateur. On a alors u3 = uy avec i» = 0.

i q |(|7
>
R A

LT P - 2 S
A\ 4
- +
in > J U3

Vg =1

@ Il faut bien orienter la force électromotrice d’induction en convention générateur.

¥

Force électromotrice dinduction :

dd
La force électromotrice dinduction est e» = _dtz'

Le flux a travers une spire du circuit 2 orienté dans le sens horaire est

— —

Le flux du champ magnétique a travers la bobine 2 est
®y = Nayp, = NoBS. On en déduit :

dd, N dB
Ur = U = — ¢ — — — —_—
) 2 2 dr >
Etude du montage intégrateur :
On a deux inconnues : v4 et vy. Il faut donc deux équations :
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® |oi des noeuds en termes de potentiels en A :

U3z — va
R

—i=0

Il faut relier lintensité i a la tension de sortie vy. Soit ¢ la charge du

d
condensateur. On a i = d_qt' et g = C (vq —vy).

e Amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire. Aucun courant ne
rentre dans les entrées (+) et (—) ete =0 — vy =0.

On a donc :
dvy
—+C— =0
+ dr
On obtient finalement :
1 t
vy () — vy (0) = —2c | © (") dr’

0

On a donc un montage intégrateur. LAO doit rester en régime linéaire pour
fonctionner en intégrateur.

Relation entre vg et le champ magnétique :
La tension de sortie est donnée par :

t

1 dB N> S
vy (1) —vy (O) = —5= | NaS-—df ——R—(B()—B(O))
0

Pourt =0, vy =0et B=0.0nadonc:

N> S
- 2B
vy RC (1)

On a alors : vy = K» B avec

N2 §

K = —
>~ T RC

On peut donc observer sur l'oscilloscope vy en fonction de vy, c'est-a-dire
B en fonction de H.

3. On observe un cycle d'hystérésis : l'aimantation et la désaimantation ne
sont pas des opérations inverses l'une de l'autre.

Uexcitation coercitive H,. (point Ag) est la valeur de H qui annule le champ
magnétique.

Quand l'excitation magnétique est nulle (point A;), le champ magnétique
n‘est pas nul. On appelle B, le champ magnétique rémanent.
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/ H,, H
As

il

;-
cycle d’hystérésis

Ay

Le point Ag correspond a l'excitation coercitive. Comme vy = 2,1V, on a:

2,1

H, = =70A.m™!
0,03

Le point A correspond au champ magnétique rémanent. Comme
vy =3,5V,ona:
3,5

B, = =0,7T
5

Comme vy =7,5V,ona:

i
By=—=15T
5

L'excitation magnétique a saturation est :

7
H,=——=233A.m""
0.03

4. Le schéma équivalent a l'entrée est le suivant :

1

>

16 Fu

1

W | S—)

La puissance fournie par le circuit primaire au matériau ferromagnétique

est: Py = u iy = —e;i car la force d'électromotrice d'induction est orien-
" . . . dB
tée en convention générateur. La fem e vaut : e = —NlSE.
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dB Nii
On adonc: P = ilNlSE. Onavuque H= % On en déduit :

mwa
2 dB dB
=8NS = 2raSHZ
Ny dr dr

On appelle V le volume du matériau ferromagnétique. La puissance moyen-
ne dissipée est donc :

T

T

| |

Pmoyszpldf=FVfHdB
0 0

La puissance moyenne est donc proportionnelle a laire du cycle d’hystérésis
H en fonction de B. Elle est évacuée sous forme de chaleur dans le matériau.

T
f HdB = '(f HdB représente 'énergie dissipée par unité de volume pen-
0

dant un cycle dans le matériau ferromagnétique.

Ces pertes sont appelées pertes fer. Elles correspondent a la puissance dis-
sipée par hystérésis et par courants de Foucault (si le matériau est conduc-
teur).

5.

e Pour réaliser un transformateur, il faut avoir une surface de cycle faible
(pertes par hystérésis faibles et donc pertes fer faibles) et un faible
champ rémanent. On prendra un matériau ferromagnétique doux, par
exemple les ferrites doux.

Remarque : Pour négliger les pertes par courant de Foucault, on prendra une car-
casse feuilletée (voir exercice « Courants de Foucault dans un cylindre »).

¥

® Pour réaliser un aimant permanent, on souhaite avoir un matériau avec
une excitation coercitive élevée. Laimantation rémanente est difficile a
supprimer. On prendra un matériau ferromagnétique dur, par exemple le
fer.
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Puissance électrique
en régime sinusoidal

Exercice 16.1 : Puissance moyenne consommée par un dipole

On considere le montage suivant. La puissance moyenne consommée par le dipo-
le vaut 500 W.

A\ 4

Rs

]

1
Ondonne: R| =5,02 ; R, =4,0Q ;C—=4,OQ
w

1. Calculer la valeur efficace de i.
2. Calculer la valeur de la puissance moyenne dissipée dans chacune des résis-
tances.

Analyse du probléeme

L’utilisation de I'impédance complexe permet de calculer facilement la puissance
moyenne consommée par un dipdle. Une bobine et un condensateur ne consomment
pas de puissance moyenne en régime sinusoidal forcé.

=
8 % 1. LUadmittance équivalente du dipdle vaut :
< by _
© § — 5 4-—-4; 5@-4))
= 5
2 On en déduit que Z = 2,68 — 1,03].
> 2
s 3 La puissance moyenne consommée dans le dipdle vaut : P = Re (Z) I* en
% notant 7/ la valeur efficace de i.
g D'ou :
g
F
: P 500
g I = = = 13,66 A
g Re (Z) 2,68
©
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2. Calcul de P, : La puissance moyenne consommée dans la résistance R,
U2
est: P1 = R, 112 = o Or U = Z I. En prenant le module au carré et en
1
divisant par 2, on en déduit une relation entre les grandeurs efficaces :

vt=|z|’ P
Finalement, on a :
jz|* 12

B = =308 W

1

Calcul de P> : La puissance moyenne consommée dans la résistance R, se
calcule de la méme facon : P, = R2]22.

Pour calculer I, il faut passer par les amplitudes complexes. On reconnait
un diviseur de courant. D'ol :

Ry
hL=1 7

On en déduit :

Ry
L =1 =69A

\/(Rl + R)* + (C%w)z

Finalement, on obtient :

P,=192W
Vérification :
P+ P, =308+ 192 =500 W.

Le résultat est cohérent puisque le condensateur ne consomme pas de puis-
sance électrocinétique en moyenne. La puissance moyenne consommée par
un dipéle linéaire en régime sinusoidal forcé est la somme des puissances
moyennes consommeées par chacun des éléments constituant le dipole.

Exercice 16.2 : Reléevement du facteur de puissance

182

On modélise une installation électrique par un dipdle inductif D d’impédance
Z =R+ jLw. Le dipdle consomme une puissance moyenne P = 4,6 kW. On
consideére le montage suivant :

v
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i(t)=1+2cos (wt —¢) ; I =30 A
u(t) = U2 cos (wt) ; tr=220%: f=50Hz
1. Calculer R et L.

2. Calculer la capacité a placer en parallele sur I’installation pour relever le fac-
teur de puissance a 1.

3. Calculer la capacité a placer en parallele sur I’installation pour relever le fac-
teur de puissance a 0,9. Que vaut alors le courant appelé par I’installation ?

Analyse du probleme

Le relevement du facteur de puissance permet de diminuer les pertes en ligne.
L'utilisation du diagramme de Fresnel permet d’en déduire facilement les dépha-
sages et la capacité a rajouter.

%

1. La puissance moyenne consommée par le dipdle est : P = Re (Z) 77

On en déduit que :
P
R=—==511Q
J2

Lintensité et la tension se mettent sous la forme :
i (t) = Iv2cos (wt — @) ; u(t) =UN2cos (wt).

En amplitude complexe, ona: [ = [/2 exp(—jo) et U = UV2.
On en déduit que :

I~(IS

U
= - exp(j9)

Z
- I

On a plusieurs méthodes pour calculer ¢ le déphasage entre la tension et
l'intensité :

Premiére méthode : Utilisation du diagramme de Fresnel en tension
Limpédance est Z =R+ jLw.Onadonc: U =RI+ jLwl.

La tension est en avance sur lintensité puisque le circuit est inductif.

Onadonc:0<qf><g.

On représente le diagramme de Fresnel a + = 0 avec les valeurs efficaces des
grandeurs sinusoidales.

\ea
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184

e Détermination du déphasage : cos ¢ = ik d'ou :
RI
¢ = Arccos T = (0,80 rad

Lw
e Détermination de linductance : tan ¢ = = d’ol

R tan¢
L= 4 67x10°2H
W
Deuxiéme méthode : Utilisation de la puissance moyenne
4600
P=U]I , d'oll = —— =0,697.
cos (¢), d'ol cos (¢) 770 % 30

Comme le circuit est inductif, arg (g) > (. On retrouve bien : ¢ = 0,80 rad.

2. On veut remplacer le dipdle dimpédance Z = Zexp (j¢)

1
>

par le dipéle suivant dimpédance Z' = Z’exp (jqﬁ’) et d'admittance
Y= ¥ exp(—jo) :

A 4

pour avoir cos ¢’ =1, soit ¢’ = 0.
Le montage avec le condensateur en paralléle devient :

A 4
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La loi des noeuds sécrit: I'=1', + 1’5, soit :
I'=jCwU+YU

On représente le diagramme de Fresnel en intensité a r = 0 avec les valeurs
efficaces des grandeurs sinusoidales.
\6

CwU
C
Pour avoir ¢’ = 0, on doit avoir sin¢ = |_Yu.|: = Cwv R? + L%W?, d'ou :
— 311 uF
3.
.......... \e
B
CwlU
A

Dans le triangle OHA : OH = |Y|Ucoso et HA = |Y| U sing.
Dans le triangle OHB : HB = OH tan¢’ = |Y| U cos ¢ tan ¢
On en déduit le segment
AB=HA - HB=|Y|Usin¢ — |Y|U cos¢tan¢’ = CwU.
On obtient finalement :

|Y|U sing — |Y| U cos ¢ tan ¢’

C = = 165 uF
w

On visualise dans le diagramme de Fresnel l'effet du condensateur.

e Si C augmente, alors ¢ diminue et passe par 0 (voir question précéden-
te).

® Si on continue a augmenter la capacité, alors ¢’ augmente et le facteur
de puissance diminue. On n‘a pas l'effet recherché.

Le fait de rajouter un condensateur en paralléle ne modifie pas U et P. Un
condensateur ne consomme pas de puissance électrocinétique en moyenne.

Onadonc: P=UTI'cos¢’.
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nod.

Dol
P

=—=23A
U cos o’

Pour une méme puissance consommée et une méme tension, le courant four-
ni par la centrale (par exemple EDF) est plus faible (/' = 23 A et I =30 A).
On a donc des pertes par effet Joule moins importantes sur les lignes.
L'utilisateur paye uniquement ce quil consomme, les pertes par effet Joule
sur les lignes sont a la charge d’EDF qui impose aux utilisateurs d'avoir un
facteur de puissance supérieur a 0,9.

Exercice 16.3 : Transfert maximal de puissance d'un générateur

186

vers une impédance

On considere le circuit suivant ol un générateur modélisé par le théoreme de
Thévenin alimente une impédance de charge. On pose Zg = Rg + j X et
Z=R+ jX

1T T | I—, = I
L N
[ : ' |
| £ C) | : |
| | | Z I
| Za] ; :
| : : |
| : l |
_____ e — ey s e
générateur impédance de charge

1. Quelle la condition sur I’'impédance de charge pour que cette impédance recoi-
ve le maximum de puissance du générateur ?

2. Déterminer la puissance moyenne recue par I’impédance de charge lorsqu’el-
le est adaptée en puissance.

Analyse du probléme

[ utilisation de I'impédance complexe permet de calculer facilement la puissance
moyenne consommée par un dipdle. Une bobine et un condensateur ne consom-
ment pas de puissance moyenne en régime sinusoidal forcé.

2& 1. La puissance moyenne recue par l'impédance de charge est :

Py = Re(Z) I* = RI*
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Pour calculer 7, il faut utiliser lamplitude complexe :

I E
T Zg+Z

En prenant le module au carré et en divisant par 2 pour avoir le carré de la
valeur efficace de lintensité , on obtient :

- _E 1
2 [(Rg+ R+ (X¢ + X)?]

On obtient :

_E, R
"2 [(Re + R+ (X6 + X)?]

On cherche la condition sur R et X pour que Py,,y soit maximale. Il faut que
les dérivées partielles de Py, par rapport a R et X soient simultanément
nulles :

(aPmoy) _ En [Re+ B+ (X6 + X)'] —[2R(Rs + B)] _
R Sy 2 [(Ro + R)? + (X6 + X)°]

et

=0

(apmoy) _ Ei R(_Z(XG‘I‘X))
R

2
X > [(Re + R’ + (X6 + X)’]
Pour vérifier la deuxiéme équation, il faut que :

X =—Xg

En remplacant X par (—X¢) dans la premiére dérivée partielle puisque les
deux relations doivent étre vérifiées simultanément, on a :

(aPmay) _E2 [(Ro+ R)’] —[2R (R + R)]
R [y 2 (Rg + R)*

soit :

(apmoy) o E,%z (RG‘l‘R)(RG‘I‘R—zR) —0
X

IR 2 (X6 + X)*
On doit donc avoir :

R = Rg
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La charge est adaptée en puissance si les deux conditions sont vérifiées :
R = RG et X = —XG
Soit :

2. Lorsque limpédance de charge est adaptée en puissance, la puissance
moyenne regue est :

2
E m

Pmoyzﬁ
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Transformateur

Exercice 17.1 : Transformateur torique

Sur un tore magnétique, on dispose deux enroulements. Le primaire est constitué
de N, spires, et relié a un générateur de force électromotrice e(f) par I’intermé-
diaire d une résistance R,. Le secondaire comprend N; spires, il est branché sur
une résistance R». Les résistances des enroulements sont nulles. Le tore est
constitué d’un matériau de perméabilité p = pgu, (@, tres grand devant 1’unité).
Sa section est notée S. Son rayon a est grand devant le rayon b de la section S.
On néglige les variations du champ magnétique a I’intérieur du tore. On le prend

de la forme : B = Biiy.

eT D

1. Déterminer le champ magnétique dans le tore. Définir les bornes homologues.

2. Etablir les expressions des flux @, et ®;, traversant respectivement le pri-

maire et le secondaire.

3. Déterminer le coefficient de mutuelle inductance M existant entre les deux cir-

cuits, ainsi que leurs inductances propres respectives L et L, en fonction de
PoltrS

2ma
4. On étudie le cas ou e(t) est un échelon défini par : e(r) =0 pour t <O ;

e(t) = E pour ¢ > 0. Etablir les équations différentielles liant i et e d’une part,
i1 et e d’autre part.

5.Pourt < 0, i{(¢) et io(¢) sont nuls. Quelles grandeurs physiques restent conti-
nues en t = 0 ? En déduire une relation entre i (0™) et i>(0).

Lg=

. Quelle relation existe entre M, L et L, ?

Analyse du probleme

Cet exercice traite d’un transformateur torique. Il faut faire attention aux signes lors
de I"application du théoréeme d’Ampere. C’est un probleme d’induction puisqu’on
a une variation du flux magnétique. Il faut donc rajouter les fem d’induction en
convention générateur dans le circuit €lectrique équivalent.
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z& 1. On utilise les coordonnées cylindriques.

Orientation du circuit magnétique

On applique le théoréme d’Ampére au contour d’Ampére I (cercle orienté
dans le sens horaire) :

=" % . .
%B - dl = B2nr = pleptace = p (N1i1 + Nai)

Attention aux signes pour la circulation du champ magnétique. On applique la
regle de la main droite pour déterminer le signe du courant enlacé.

On a donc :

5= (Nii1 4 Naia) g ~ il (N1iy + Naio) g
2nr 27a

Définition des bornes homologues : Des courants entrant par les bornes
homologues créent des champs magnétiques de méme sens dans le circuit.
Les bornes homologues sont représentées sur le schéma ci-dessus.

2. Le flux a travers une spire orientée est :

@:ffiﬁ:BS
S

puisque le champ magnétique ne dépend pas de r.
Le flux qui traverse les N spires orientées est :

@ = N, (BS)
Le flux qui traverse les N, spires orientées est :
®; = N> (BS)
On a donc :
NS NIN,S
o, =02 B2 i+ My
2ma 27Ta2
NiN>S Nz S
Py = uil + A iz = Miy + Laip
2ma 2ma
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S
3. On pose Ly = 'u—. On a alors :
2ma

®, = LoN?i; + LoN|Naia
®> = LoN Noi| + L0N22i2

Onadonc: L) = LoN;i et Ly = LoN3.

On vérifie que M = /L L,.
Le couplage magnétique entre le primaire et le secondaire est parfait, toutes
les lignes du champ magnétique créé par l'un des deux circuits traversent

'autre circuit :
M =./LiL, = LyN|N>

4.
—]—— 1+—<

Jlo) o O D

@ Il faut bien orienter les fem d’induction en convention générateur.

¥

La loi des mailles permet d'écrire :

e+e = R
€2 = Rain
Soit :
e=Rii1 + Llﬁ + M% équation (1)
dr dr
0= Ryir + LQ% a M% équation (2)
dr ds

a) Pour lever le couplage, on dérive [‘équation (1) et on utilise l'équation
(2) pour éliminer i.

L'équation (1) devient e R di +L il -+ Mdzi2
1 \"a| e — — .
g dr Vdr Var? dr?
— (Rziz + Lz%)

i
L'équation (2) s'écrit : — =

q (2) T o
On réinjecte dans (1) :

) . . 2.
de (Rzlz + Lz%) - (RZ% + LZ%E) d2i
= —R, i Iy M

& % M T MGE
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D’ou
de —R\Ry. R\L>di» RyL;din LiL,d% Md2i2

- M 2T T a M e wmoar TMae

Or M> = L;L»>. On a donc :
On en déduit :
d RiR dip 1
_d_f _ ;‘421'2 n fﬂ (RiL>+ RyL,) équation (1)
b) On dérive 'équation (2) et on utilise 'équation (1) pour éliminer is.

L'équation (2) devient : 0= Ry 2 + L i PN
équation evient: 0 = R,— —= paile.
] 2 dr 242 dr?
. . di2 1 dil
Léquation (1) s'écrit : — = — — Ry — L —
q (1) A M (8 11 ldt)

On réinjecte dans (2) :
R di L, (d di d?i d?i
0=—2(é—Rlil—Lli)—F—z(—f—Rli—Ll%)—FﬂJJ

M dr M \d dr dr? dr?
D'od :
R L->d RiR R L R{L, di
T R ) 2i1-|- 2b1 4 Rilodhy dquation (2')
M M dt M M dr
car M? = L L».

Onavuque Ly = LoN? ; Ly = LoN} et M = /L L.
Sie(t) = E, l'équation (1') s'écrit :
R\Ry,  dix Ly

0= —= " (RiN? + RyN?), soit :
Mlz-l-dtM(lz—i- 2 1)
di> 1>
— 4 == 0
dr T
RN + RyN;}
avec 7= L y
vec 7 0 R1R2
. , R> RiR; . RyN7 + R\N;5 di;
L'équation (2') s'écrit alors : — E = i L —, soit :
q (2" v Y, 1+ Lo i Y
di; 2y E
T—4ii = —
dt ! R
d
5. On a rajouté une fem d‘induction ¢; = _d—tl dans le circuit n°® 1 et une
d
fem d’induction e; = _d_t2 dans le circuit n® 2. @ et @, ne peuvent pas

varier de facon discontinue, sinon on aurait des fem e et e, infinies.

I1 est faux ici de dire que i (0T) = i2(0") = 0. 1l faut raisonner sur le flux et non
pas sur les courants.

z& @, (07) = @, (07) =0, donc B(0) = 0 et d'aprés le théoréme d’Ampére :
Nyig (0+) + Noiy (0+) =0
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Conversion électro-
magnéto-mecanique

Exercice 18.1 : Contacteur électromagnétique en translation

On considere un noyau de fer doux immobile, en forme de U, de perméabilité
t, > 1. On dispose d’un enroulement de N spires relié a un générateur de force
électromotrice u par 'intermédiaire d’une résistance R. Un ressort est fixé a un
barreau de fer doux de perméabilité relative i, de masse m pouvant se déplacer
sans frottement sur un axe horizontal. On définit § la section commune du noyau
en U et du barreau. La forme des lignes de champ magnétique est représentée sur
le schéma. On suppose le champ magnétique uniforme en tout point d’une sec-
tion orthogonale aux lignes de champ.

On appelle £, (respectivement £ ) la longueur de la ligne de champ dans le noyau
de fer doux (respectivement dans le barreau). On pose £ = £; + €>. On appelle x
la distance entre le noyau de fer doux et le barreau. On suppose qu’il n’y a pas

de flux de fuite.
R A U
i.@@)@@

3

i @OO :
g | MWW
i ' O
——— B 3
—>
i
barreau

1. Enoncer le théoréme d’Ampere avec le vecteur excitation magnétique.
Déterminer le champ magnétique le long de la ligne de champ. En déduire I'in-
ductance propre en fonction de ), p,, N, S et x.

2. Déterminer I’énergie magnétique du systeme U,,,.
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194

3. On admet que la force électromagnétique que subit le barreau est

aU. , ; Fa .
F= ( 3 em) . Déterminer cette force. Est-elle attractive ou répulsive ? Pour
B :
1

quelle valeur de x, 1a norme de la force est-elle maximale ?

4. Expliquer le fonctionnement d’un contacteur électromagnétique. Quels sont
les avantages et inconvénients ?

Analyse du probleme

Le théoreme d’Ampere permet de calculer le vecteur excitation magnétique. La
force €lectromagnétique subie par le barreau se calcule a partir de 1’énergie magné-
tique du systeme.

1. Le théoréme d’Ampére avec le vecteur excitation magnétique s'écrit :

%

- —
H-dl = [cnlacé

On oriente le contour dAmpere et le champ magnétique dans le sens repré-
senté sur le schéma. Dans le cas d'un matériau de grande perméabilité, il y
a canalisation des lignes de champ. Celles-ci restent a l'intérieur du noyau
magnétique et du barreau. Le champ magnétique étant a flux conservatif, le
flux a travers les différentes sections du tube de champ se conserve. On sup-
pose le champ magnétique uniforme en tout point d'une section orthogona-
le aux lignes de champ. Le flux a travers une section S est » = BS. Ce flux
étant le méme dans les différentes sections du tube de champ, on en déduit

que B est uniforme.

barreau

Le théoréme d’Ampére s'écrit :

Hnoyaugl 1 Hairx =+ Hbarreauﬁz ~+ Hairx = Ni
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Le champ magnétique est uniforme, donc Bparean = Bair = Bnoyau = B,

. B B
soit Hyarreau = —— 7 Hnoyaw = —— et Hyyr = —
Hoky Holby Foo
L B B L
On en déduit que b +2—x + {>» = Ni, soit :
Moy Ho Holty
_ Mo Ni
€4 2u,x

- —
Le flux du champ magnétique a travers une spire est ¢ = f[ B-dS =BS
s

(avec l'orientation du schéma).

Le flux du champ magnétique a travers les N spires est :
N2Si
€4+ 2p,x

Linductance propre est définie par & = Li, soit :
_ Hop, N°S
4 2u,.x
2. L'énergie électromagnétique est :

1 1 N2S
Uyp = ~Li% = 200222
2 204 2u,x

3. La force électromagnétique subie par le barreau est :

F (3%“2) _lod (querS) _ NS
ox J; 2 dx \€+2ux (g -I-2,u,,X)2

Cette force est toujours attractive. La norme de la force est maximale lorsque

x = 0. Elle vaut :
potiy N2 Si?
|Fmax| - T

4.

® Lorsque la bobine est parcourue par aucun courant, le contact mobile relie
les points PR et C (voir figure ci-apres).

® Lorsqu’on alimente la bobine par un courant i, le barreau subit une force
électromagnétique qui le rapproche du noyau de fer doux. Le déplacement
du barreau entraine le contact mobile qui passe de la position repos (PR)
a la position travail (PT).

Sur le schéma, le contacteur posséde un seul contact mobile. Il peut y en

avoir plusieurs. Il n'y a pas forcément de bornes de sortie du contact repos.
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PT PR

[ ——
CD ééé

etttk

- C

Avantages : Il n'y a aucun point commun, méme pas la masse, entre la par-
tie commande (l'alimentation de la bobine) et la partie puissance (les
contacts du contacteur). Cela assure une sécurité pour l'électronique de
commande et pour lutilisateur. Une bobine alimentée sous quelques volts
peut commuter plusieurs centaines de watts.

Inconvénients : Le circuit de commande doit supporter dimportantes sur-
tensions quand on cesse d'alimenter la bobine. Si le courant dans la bobine
est coupé brutalement, il se produit aux bornes de la bobine une trés bréve
surtension. On met souvent une diode de roue libre en paralléle de la bobi-
ne du relais pour éviter ce phénoméne de surtension.
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Machine synchrone

Exercice 19.1 : Premiére approche du moteur synchrone

Un aimant cylindrique allongé peut tourner autour de ’axe A passant par son
centre et perpendiculaire a son moment magnétique M. Il se trouve dans un
champ magnétique, uniforme, a chaque instant, de module B constant, normal a
A, tournant autour de cet axe a la vitesse angulaire constante wy.

1. L’aimant étant immobile, quelle est la valeur moyenne du couple qui s’exerce
sur lui ?

2. L’aimant étant maintenant lancé a la vitesse angulaire wy, il s’€tablit un régi-
me permanent o les vecteurs M et B font entre eux un angle « (positif si M est
en retard sur B) Calculer le couple exercé sur I’aimant. Dans quel cas est-il
moteur ? Dans le cas du fonctionnement moteur, le régime est stable si une
petite augmentation du couple résistant entraine une augmentation du couple
moteur : dans quelles conditions le régime moteur est-il stable ? Calculer les
valeurs maximales du couple et de la puissance.

3. Le régime stable étant établi, on introduit une variation temporelle du couple
résistant qui se traduit par une augmentation de 1’angle « ; on abandonne alors le
moteur 2 lui-méme, le couple résistant reprenant sa valeur initiale.

Déterminer la nature du mouvement ultérieur de 1’aimant et 1’expression de la
période des variations de I’angle o que I’on exprimera en fonction de M, du
moment d’inertie J de 1’aimant et de la valeur initiale o et .

Analyse du probléeme

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique dépendant du temps. On a
un phénomene d’induction avec apparition d’une forme électromotrice d’induction.
Les effets de I'induction s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi de

Lenz). On utilise la loi de Faraday pour calculer la fem d’induction.

zw 1. Laimant est immobile. Le moment du couple s'exergant sur l'aimant est :

'=MAB = MB sin (wot) i,

La valeur moyenne du moment du couple est :
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La valeur moyenne du couple est nulle au démarrage. Le moteur synchrone
ne peut donc pas démarrer tout seul.

2. Laimant est maintenant lancé a la vitesse angulaire wy.

7]

S

X

z
® 5

0 X

Le moment du couple vaut : I' = M A B = M B sin «ii..
La projection du moment sur l'axe Oz est :

', = MB sin«
Le couple est moteur si I' > 0, c'est-a-dire si :
O<a<m

Si le couple résistant augmente, ['aimant est freing, donc @ augmente.
Quel est leffet d'une variation de « sur le couple ?

. , < g m .
® Sicosa > 0, cest-a-dire 0 < @ < X dI'; > 0. On a une augmentation

du couple moteur ce qui a pour effet de diminuer l'angle a. L'équilibre
est stable.

. . oq. T N
* Sicosa < 0, cest-a-dire > < a < m,dI'; < 0. 0n a une diminution du

couple moteur ce qui a tendance a augmenter encore plus l'angle «.
L'équilibre est instable.

: _ T
La valeur maximale du couple I', = M B sin « est obtenue pour o = 3 On
a ', max = M B. La puissance maximale du couple est :

Prax = Fzmaxwo = M Buwy
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Avant la perturbation : angle o vaut o. Le couple résistant vaut I',, le
couple moteur vaut I'y. En régime permanent, on a :

[y+1,=0

On applique une perturbation : Le couple résistant prend sa valeur initia-
le I';.. On cherche l'équation différentielle donnant l'angle «v. Comme l'équi-
libre est stable, il est astucieux de chercher 'écart par rapport a la position
d'équilibre ag. On pose :

a=o)+da=ay(l +¢)

Remarque : do est la variation de I’angle «. A quelle variation du couple dI" cor-
respond dav ? Pour trouver la relation entre dI” et dev, il est plus simple de trouver
la relation entre I' et « et de calculer la différentielle.

2& Comme I' = M B sin «, la différentielle s'écrit :

dlI' = M B cos ada
Le nouveau couple moteur vaut :
IM=Ty+dl' =g+ MB cos ada

Il reste a écrire le théoréme du moment cinétique pour le moteur :

@ [’angle (Ox, M) = wot — o

%, Jd2 (wot —ay d*a d’e

—J— =—Joyg— =T, + T’

dr? T dre? dr?
=TI,+4+To+ MB cosada
Onavuquel, +Tg=0.
On fait un développement limité au premier ordre : cos a da = cos ag da
car les autres termes sont d’ordre supérieur a 1. On a donc :
2

2 = M B (cos ag) ape

—JOéo
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On en déduit l'équation différentielle :

d’c  MB cos oy
+
dr? J

M Bcos «y 27
On pose wogcillations =/ ————— et T = ———.
J Woscillations

On retrouve bien le résultat établi dans la question 2. : ['équilibre est stable

) T
Si0<a< —.
2

e=0
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Exercice 19.2 : Moteur synchrone et couple électromagnétique

Un moteur synchrone est constitué d’un rotor cylindrique en fer doux, d’un entre-
fer e constant (de volume V, de rayon a) et d’un stator cylindrique en fer doux.
On place dans deux encoches opposées sur le stator, une spire parcourue par un
courant i (). On suppose que la perméabilité relative y, est infinie dans le rotor
et le stator et que le vecteur excitation se met dans 1’entrefer sous la forme :

—

H = H () u,. On note £ la longueur des cylindres.

entrefer

1. Déterminer le champ magnétique créé par une spire, en un point M (repéré par
I’angle ~y) en fonction de p, i; et e.

2. Expliquer qualitativement comment obtenir un champ magnétique dont la
dépendance angulaire est sinusoidale dans I’entrefer en associant plusieurs spires
décalées. Pour simplifier les schémas par la suite, on ne représentera pas 1’en-
semble des spires nécessaires pour créer un tel champ magnétique mais unique-
ment une spire. On le met sous la forme B = Ki| cos .

3. Sur le stator, on rajoute une deuxieme spire. On pose : iy (t) = Iy, cos (wt),

T
In{l] = I COs (wt — E) et By, = Kly,. Justifier 'existence d’un champ

glissant statorique lorsque les deux phases sont alimentées en quadrature.
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4. Sur le rotor, on rajoute de la méme facon des spires parcourues par un courant
constant /.. Montrer que le champ magnétique créé par le rotor dans I’entrefer
peut se mettre sous la forme : B, = B,,, cos (7 — ). On appelle 2 = 6 la vites-
se angulaire du rotor. On pose B,,;, = K, I,. Justifier I’existence d’un champ glis-
sant rotorique associé a la rotation du rotor.

5. Montrer que I’énergie magnétique totale s’écrit : U, = Uy + Uz + Uz
vV ., vV %
avec Uy = 4—“0Bm c U — 4—”08% et U3 = Z_;UOBmBrm cos (6 — wt).

6. On admet que le moment électromagnétique s’exercant sur le rotor est

U,
I'= (8—6;”) . Quelle est la condition de synchronisme entre le champ stato-
i

rique et le champ rotorique afin d’obtenir un couple moyen non nul ? On suppo-
se cette condition vérifiée dans toute la suite de 1’exercice. On pose alors
o = wt — 0 le déphasage entre les deux champs glissants. A quelle condition sur
« a-t-on un couple moteur ? Discuter qualitativement la stabilité du systeme en
fonction de «.
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7. Quelle difficulté a-t-on au démarrage d’un moteur synchrone ? Décrire quali-
tativement le principe de I’autopilotage.

Analyse du probléme

Le théoreme d’ Ampere permet de calculer le vecteur excitation magnétique et d’en
déduire le champ magnétique. On calcule le moment électromagnétique a partir de
I’énergie magnétique du systeéme.

%

1. On considere le contour dAmpére ABCDEFGH (F symétrique de C
par rapport au plan (Oyz) et G symétrique de B par rapport au plan

(0yz).

Dans le rotor et le stator, la perméabilité relative est infinie. Uexcitation
magnétique vaut :

H=——=0
Holby

Tom
Soit un point M défini par v € ]—5, 5[ Le vecteur excitation est de la
forme H = H (v) ii,.
Le plan (Oyz) est un plan de symétrie. Le vecteur excitation au point M’
symétrique de M par rapport au plan (Oyz) est:
A (M) = —sym (H (M)).
Le théoréeme d’Ampére avec 'excitation magnétique s'écrit :
- —> .
35 H - dl = Ieplace = 11.

La circulation de H est nulle dans le rotor et le stator.
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Il reste :
= "fH(fy)u, drit, + [}27¢ —H () ity - drii, = 2eH () = i1,

B

T
dot H () = Z pour 7y € ]—55[

On en déduit le champ magnétique : Si v € ]—E, E[ :

22
B ru’()ll—‘r
2e

Si e T 37
'I 7‘7
TS 122

Holl -

B=——— r

2eu

2. On place plusieurs spires parcourues par un courant ij(¢) dans des
encoches opposées et décalées.

~ L >
| Cd 1 T 1 rd

/2 (:) /2 5 -2 0 2 5

Figure 1 : champ magnétique créé par une spire en fonction de ~.

Figure 2 : champ magnétique créé par la spire étudiée précédemment et
champ magnétique créé par une spire décalée.

Figure 3 : champ magnétique résultant.

Figure 4 : champ magnétique créé par une autre spire décalée.

Figure 5 : champ magnétique résultant.

Au fur et @ mesure que Uon rajoute des spires disposées dans des encoches
opposées et décalées, le champ résultant se rapproche de la forme
B = K;ij cosn.

3. Le champ créé par la bobine 1 génére un champ magnétique :
By = K;iy cos (y) = K, cos (wr) cos ()
Il suffit de remplacer v par v — g pour en déduire le champ créé par la

bobine 2 :
_
By = K,is cos (’y . 5) — K, I, sin (wf)sin~y
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Le champ magnétique résultant créé par le stator est :
B, = B + By = K I, (cos (wt) cos (7y) + sin (wt) sin (7))
On en déduit que :
By = K, cos (y — wt) = By, cos (v — wr)

Le champ magnétique est maximal lorsque v = wt. Le maximum du champ
magnétique est dans une direction 7, tournant a la vitesse angulaire w. On
retrouve une expression similaire lors de la propagation d'une onde progres-
sive de la forme f (x — ct). Par analogie, on a une onde sinusoidale se pro-
pageant dans l'entrefer de la forme f (v — wr).

On a donc un champ glissant statorique lorsque les deux phases sont ali-

-
mentées en quadrature (déphasage de ) entre les intensités i et is).

4. Comme pour le stator, on dispose sur le rotor un ensemble de conducteurs
disposés dans des encoches opposées décalées. On a vu dans la question 2
que le champ magnétique créé par la spire 1 dans l'entrefer est :

B = K;i| cos~.

En un point M repéré par l'angle -y, le champ créé par le rotor dans 'entre-
fer est donc de la forme : B, = K, I, cos (v — ). Il suffit de remplacer ~
par v — f puisque la spire I, est décalée d'un angle 6 par rapport a la spire
1 sur les schémas. Le champ magnétique créé par le rotor peut se mettre
sous la forme :

B, = B,,, cos (y—0)

Le rotor tourne d'un angle € autour de l'axe Oz. Le champ magnétique créé
par le rotor est maximal lorsque langle v = 6. Le maximum du champ

magnétique est dans une direction 7, tournant a la vitesse angulaire 0 =Q.
On a donc comme dans la question précédente une onde sinusoidale se pro-
pageant dans 'entrefer de la forme f (v — ) si on suppose 2 = cte.
On a donc un champ glissant rotorique associé a la rotation du rotor.

5. L'énergie magnétique se calcule a partir de la relation :

BZ
U, = / f f dr
2oty

Dans le rotor et le stator, la perméabilité relative est infinie. Il suffit de cal-
culer lintégrale dans le volume de l'entrefer. Le champ dans l'entrefer est
créé par le rotor et le stator. On a donc :

2 2
U, = / Bt B 1) (ady e

=0 2
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En développant le carré, on fait apparaitre trois termes
U,=U,1 +U,»+U,3. Le volume de l'entrefer est V = 2mael. On a
alors :

2T B2 27 BZ
.« Uy = f 5 () (ad)e = f 5m (1) cos® (y — wr) (ad) e
Y

=0 <Ho =0 <Ho
2 27
1 2(y— wt
Comme / cos’ (fy—wt)dfy:f teosRly—w ))d’yzﬂ',
=0 =0 2
alors :
Ui = g2 Vo
2119 4pg
27 2
[ Vv
U= [ SEM@iye= T8, = B,
v=0 21 2419 4110
27 27 1 2 — Wt
carf cosz('y—wt)dfy:[ +eos( w))dfy=ﬂ'
2TP 2B B,
* Uz = f > (/) (ady) e
=0 Ho

ael 2
= — BB [ cos (v — wt) cos (v — ) dvy
Ho =0

|
Comme cos (a) cos (b) = 5 [cos(a + b) +cos(a —b)],ona:

cos (y —wt)cos (y—0) = % (cos (2y — wt — 0) + cos (0 — wr))

La premiére intégrale donne 0. Il reste finalement :

ael 1 )
U,3 = — Bgu By, cos (0 — wt) =2, soit :
Ho 2
1%
U,z = — By, B,y cos (0 — wi)
2pg

6. U, et U,> ne dépendent pas de #. Le moment électromagnétique
s'exercant sur le rotor est :

OUom %4 )
r = = ——— B B,y sin (0 — wt)

Sl n’y pas de synchronisme entre le champ statorique et le champ rotorique,
alors @ — wt = cte et le moment moyen est nul. Il faut donc avoir un syn-
chronisme entre les deux champs glissants pour avoir un couple moyen non
nul.
D'aprés 'énoncé, on pose « = wr — #, on a alors :

Vv

(r) - _Bsm Brm sin (C]i)
24
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Dans l'exercice precedent (prem1ere approche du moteur synchrone), on a vu

que I', = M B sina. M et B sont representes sur la figure 6.

Sur la figure 7, on représente 7, et n, les directions oil les champs glissants
rotorique et statorique passent par un maximum.

Les deux approches donnent le méme résultat.

@
T y

o

A A
B ns
a a .
Z M Z n
® . ® R
% “x
Figure 6 Figure 7

Si le couple résistant augmente, ['aimant est freiné, donc & augmente. Quel
est l'effet d'une augmentation de « sur le couple ?

m
* Sicosa > 0, cest-a-dire 0 < a < 2 dI'; > 0. On a une augmentation
du couple moteur ce qui a pour effet de diminuer langle «. L'équilibre est
stable.
m
® Sicosa < 0, c'est-a-dire 2 < a < m, dI'; < 0. 0n a une diminution du

couple moteur ce qui a tendance a augmenter encore plus l'angle «.
L'équilibre est instable.

7. La machine ne peut pas se lancer au démarrage puisque 6 = cte,
0 — wt #+ cte et (I') = 0. Le moteur synchrone ne peut pas démarrer sans

dispositif extérieur permettant de lancer le rotor a la vitesse angulaire 0 =w.
Le principe du moteur synchrone autopiloté consiste a augmenter progressi-

vement la pulsation de synchronisme w pour toujours avoir 6 =~ w. On

™
cherche a se rapprocher de la condition o = ok

Exercice 19.3 : Moteur synchrone et bilan de puissance

206

Un moteur synchrone est constitué d’un rotor cylindrique en fer doux, d’un
entrefer e constant (de volume V, de rayon a) et d’un stator cylindrique en fer
doux. On dispose sur le stator des spires parcourues par un courant

i1 (t) = I, cos(wt) et ir (1) = I, cos (wt — g) Le champ magnétique créé
par le stator au point M repéré par 1’angle ~y est :

Be= Kl co8(y— wi) = B COS (Y — Wi ).
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On dispose sur le rotor des spires parcourues par un courant constant /.. Le
champ magnétique créé par le rotor au point M est :

B, =K,I,cos(y—60) = B,y cos(y—0).

On appelle 0 la vitesse angulaire du rotor.

La condition de synchronisme est vérifiée. On pose o = wt — 6.

L’énergie magnétique se met sous la forme : U,, = U1 + U,p + Uz
vV , V 5 V
avec Uy, = %Bsm U = 4_M()Brm et Uys = Z—%BsmBrm cos (8 — wt).

1. Ecrire I’énergie magnétique totale sous la forme :

| 1 1
Un = 5L1it + Lot} + S Lo P + My Ly + Malria + M'iia

Vv
On pose My = 2—K s K. En déduire les inductances propres et les inductances

Ho
mutuelles en fonction de V, g, K, K;, My et 0.
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2. On appelle u;, u> et u, les tensions extérieures appliquées aux phases du sta-
tor et du rotor. Les résistances des enroulements du stator et du rotor sont notées
Ry et R,. On pose ®; = Lyi; + M'ir + M1, et &y = Lyir + M'iy + M>1,.
Définir les forces €lectromotrices et contre €lectromotrices des phases du stator
et du rotor. Ecrire les équations électriques vérifiées par les phases du stator et
par le rotor en faisant intervenir les fcem, les résistances des enroulements et les
inductances propres. Pourquoi appelle-t-on le rotor I’inducteur et les phases du
stator 1’induit ?

3. Montrer que la puissance électrique absorbée par la fcem est égale a la puis-
sance mécanique fournie. Comment s’écrit le bilan de puissance ?

Analyse du probléme

On a calculé 1'énergie magnétique dans I’exercice précédent. Les inductances
propres et mutuelles sont déterminées par identification a partir de 1’énergie magné-
tique. On effectue un bilan de puissance en multipliant par I’intensité chaque loi des
mailles.

1. On exprime l'énergie magnétique en fonction des intensités :

L

D'apres la définition de i| et ip, on a il2 + i% = Ifm.
Comme B,,, = KI,,,, alors :

Un1 = LK& (it +i3) = Y k2p

119 4 "
e Comme B,,, = K, I, et I, = cte, alors :
V a0
UmZ = 4._M)K_r Ir

e En développant U,,3, on a :

Vs = 2—[(5 K, I, I, (cosOcoswt + sinf sinwt), soit :
Ho

1%
Uns = T K K, I, (I, cosfcoswt + I, sinf sinwt)
Ho

Finalement, on obtient :

Vv .

Uy =—K,K, I (i; cos 0 + iy sin )
241

On peut exprimer 'énergie magnétique en fonction des inductances propres

et des inductances mutuelles :

1 | 1
Uy = ELli,z + ELZ;-; + 5L,,fr,? + M 1iy + My lin
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Vv %

En identifiant, ona: L} = L, = —Ks2 = Ly = —Kf s My = Mycos@ ;
2419 24

My = M sinfl et M’ = 0.

C'est normal d'avoir M’ = 0 puisque les enroulements (1) et (2) sont ortho-

gonaux.

2. Phase 1 du stator : On a le schéma électrique équivalent.

i A
> 1L

Pt Dl

La force électromotrice e¢; se représente en convention générateur sur le
schéma. Elle est définie par: e; = —%.
Le flux &, a travers la bobine (1) est :

&, = Liiy + Myl, cost = Liiy + Myl, cos (wt — «)

L'équation électrique pour l'enroulement (1) est : u; + e; = Ryi;. Soit :
: diy .
u; = Ryiy + LIE — Mywl, sin (wt — «)

On obtient finalement :

: i
uy =R +Li— +e
1 sl rp I
dd, : :
éf = d;“ = —Mowl, sin (wt — a) = fcem (force contre électromo-
trice) (eq.1)
’ : do; .
Il ne faut pas confondre la force électromotrice ¢ = — orientée en conven-
dcbl,ext

tion générateur et la force contre électromotrice e’l = qui ne tient comp-

te que du flux extérieur et qui est orientée en convention récepteur.

do
Phase 2 du stator : On a de méme : u>» + e» = R;i» avec er = _d—1r2 et
®y = Lyin + Myl, sin@ = Lair + My, sin (wt — «).
On a alors :
di

ur = Rsin + Lo d; + e,
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(D

tion générateur et la force contre électromotrice e’2 =

dq)lexr
dr

avec 6’2 == = Mowl,cos (wt — ) = fcem (force contre électromo-

trice) (eq.2)

dd,

Il ne faut pas confondre la force électromotrice e; = T orientée en conven-

dq)Z,exI

qui ne tient comp-

te que du flux extérieur et qui est orientée en convention récepteur.

dod
Rotor : u, + ¢, = R, I.. La force électromotrice est e, = —d—tr. Le flux a

travers le rotor est la somme du flux propre L,/, et du flux extérieur ®, ..,
(flux du champ créé par le stator a travers le rotor) :

(I)r = Lr [r + q)r,ext

- Comme I, est constant, le flux propre est constant.

- Comme le rotor tourne a la méme vitesse que le champ créé par le stator,
®, .+ est donc constant.

Le flux @, est donc constant. Léquation électrique s'écrit :

u, = R. I, (eq.3)

Il n'y a pas de phénoméne dinduction dans le rotor. Le rotor est appelé
inducteur.
Par contre, il y a un phénoméne d’induction dans le stator appelé induit.

3.

¢ Bilan énergétique pour l'enroulement (1). On multiplie par i; l'équation (1) :

d /1
Uil = R_;ilz + E (ELUIZ) + eiil

* Bilan énergétique pour l'enroulement (2). On multiplie par i 'équation

(2) ¢

; o d /1, /s
uzip = Riy + E ELQIZ + e5in
¢ Bilan énergétique pour le rotor. On multiplie par 7, 'équation (3) :
ul, = R.I?

Si on somme les trois relations, on obtient la puissance électrique totale
absorbée par la machine :

d /1 d /1
' 2+ Uy = R + Rei2 + — | sL1i? ) + — | = Lai?
Uity +uzia +u I+ l2+dr (2 ”l)—i_dt (2 205

+elit + ehir + R.1?
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Onavuque Ly =L, =L, eti’+is=1I2, donc:

sm’

% (% L.if) + % (% ing) = % (% lefm) =0
On obtient :
wyiy + iy + u I, = Ryi7 + Ryi3 + R I* + e}iy + ehin  (eq.4)
On développe le terme e}ij + ¢5is :
eiy + eyin = =Myl Iyw sin (wt — @) cos (wt)

+Myl, I, wcos (wt — «)sin (wt)
Soit :

eiy + ehyin = Myl Iw (—sin (wt — a) cos (wt) + cos (wi — ) sin (wt))
Comme sin (@ — b) = sina x cosb — sinb x cosa, on en déduit que :
e’iil + efziz = Myl I,,w sin (&)

1%4
On a posé : My = — K K,, dol :
241

V V
24t 2419

Vv

On a vu dans lexercice précédent que (I') = 2—BsmBrm sin (a). On a
Ho

donc :

el +ehip = (Mw (eq.5)
L'énergie magnétique est :
Vv Vi,

2712
Um = Z_%Ka [sm + Z_MOKI’

1%
I’ + — By, By, cos (0 — wi) .
241

On peut la mettre sous la forme :
1%

v 1%
Up = —K?I>, + —K>I> + — By, B,y c0s ()
249 249 249

Lorsque 0=w, l'énergie mécanique et I'énergie magnétique du moteur syn-
chrone sont constantes.

On en déduit le bilan de puissance en interprétant l'équation (4) : La puis-
sance électrique absorbée par la machine est la somme de la puissance dis-
sipée par effet Joule dans les résistances des enroulements (pertes cuivre)
et de la puissance mécanique fournie (I'") w.

'équation (5) montre que l'on a un couplage électromécanique parfait.
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Machine a courant
continu

Exercice 20.1 : Premiéere approche de la machine a courant continu

212

On étudie une machine composée d’une partie fixe (stator qui crée le champ
magnétique) et d’une partie tournante (spire et collecteur). On considére une
spire M N O P de dimensions a et b mobile par rotation autour de I’axe z'z. Elle
se déplace dans une zone ou régne un champ magnétique B permanent orthogo-
nal & ’axe z'z. Dans la zone ou évolue le cadre, le champ magnétique est radial
et a une norme B uniforme. On néglige la résistance et I’inductance propre de la
spire. Le collecteur, associé au balai, permet de relier le circuit électrique de la
partie tournante a un circuit extérieur a la machine. On appelle J le moment
d’inertie de la spire M N O P par rapport a ’axe z'z. On pose k = abB.

—

’LL

M bala.l

] ——
O

2 D

N

1. Déterminer le moment des forces de Laplace en fonction de k et i. On suppo-
se que le couplage électromécanique est parfait. La machine initialement au
repos est insérée dans un circuit électrique suivant. At =0, on ferme interrup-
teur. Déterminer w en fonction du temps sachant que E est constante.

- c
R
D E
K D
2. Effectuer un bilan de puissance.
3. Le cadre est maintenant soumis a un couple résistant ' = —aw ou « est une

constante positive. Déterminer w en fonction du temps. Interpréter.
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Analyse du probléeme

[’énoncé n’impose pas une orientation du courant. Il faut choisir une orientation
arbitraire du courant. On rajoute alors sur le schéma é€lectrique équivalent une fem
en convention générateur. On en déduit le moment des forces de Laplace permettant
de mettre en rotation la machine. Le couplage électromécanique est parfait, on peut
en déduire la fem d’induction.

Le théoréme du moment cinétique pour un solide en rotation autour d’un axe fixe
permet d’obtenir I’équation mécanique. La loi des mailles permet d’obtenir 1’équa-
tion électrique. On obtient deux équations couplées.

z& 1. On oriente le circuit électrique.

"
R
D1 & 1)
"
K D
i,
B ®%ﬂz M
1 balai i

N

U
collecteur

N

! =

< - > P i &

Calcul du moment résultant des forces de Laplace :
® Sur la partie M N : la force de Laplace est :

o AT = vy = - . -
Fi=iMNANB = —ibu, N Bu, = —ibBuy
Le moment du couple suivant 7'z vaut :

.a
rl = —libB

e Sur la partie NO : il n'y a pas de contribution au couple suivant z'z.

e Sur la partie O P : la force de Laplace est :

= ._> = e — & —
F, =iOP ANB =ibu, N —Bu, = —ibBuy
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Partie 5 - Conversion de puissance

Le moment du couple suivant 7'z vaut :
a

'y =—i=-bB
2

Le moment résultant du couple vaut donc :

' =—iabB = —ki
Calcul de la force électromotrice dinduction :
Comme le couplage électromécanique est parfait, on a :

Psjoc + Prgea =€l +Tw =20
Soit :
Pilee = ei = kwi
On en déduit que :
e =kw
Equation électrique :
La loi des mailles s'écrit : E + ¢ = Ri, soit :
E=Ri—kw

Equation mécanique :

On écrit le théoréme du moment cinétique pour la spire (solide en rotation
autour d'un axe fixe) :

J— =T = —ki
dt
: ) : . dw E + kw
Des équations électrique et mécanique, on en déduit : Jd— = —k R
soit :
dev w wo
- _|_ - =
dt 7 T
0 RJ ; E
npose:7=— etwy=——.
POSET= T 0= 7%

t
La résolution de l'équation différentielle donne : w(r) = A exp (——) + wp.
T

At =0, la vitesse angulaire est nulle. On a donc :

w(t) = wy (1 — exp (—;))

2. Pour faire apparaitre des termes de puissance, on multiplie ["équation élec-
trique par i et 'équation mécanique par w. On obtient alors :
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En éliminant le terme de couplage kiw, on a :

d /1
Ei = Ri* + — | =Ju?
dr \ 2

Interprétation physique : la puissance fournie par le générateur est égale
a somme de la puissance recue par la résistance (dissipée par effet Joule) et
de la puissance mécanique de la force de Laplace.
L'énergie fournie par le générateur est en partie stockée sous forme d'éner-
gie cinétique et en partie dissipée par effet Joule.

3. L'équation mécanique devient :

dw
J— = —ki —
P I —ow
d E+k
On a alors : J—Lu — —kj — aw, d'ou
dr R
dv w W
db 7 7
RJ . —kE
en posant : 7 = et Wy =

k? + aR k2 +aR’
|w6‘ < |wp| : la vitesse angulaire limite en régime permanent est plus faible
a cause du couple résistant.

7 < 7: le régime transitoire est plus rapide, le couple résistant permet d’at-
teindre le régime permanent plus vite.

Remarque : on peut étre surpris d’avoir un régime permanent atteint plus vite avec
des frottements ! En fait, c’est la vitesse angulaire limite qui est plus faible que pré-
cédemment.

Exercice 20.2 : Machine a courant continu

Une machine a courant continu est constituée d’un stator qui créé un champ
magnétique By et d’un rotor muni d’encoches dans lesquelles des conducteurs de
cuivre sont parcourus par un courant i. Le champ magnétique B; est créé par des
enroulements de cuivre parcourus par un courant constant /, et soumis a une ten-
sion U, en convention générateur. On appelle J le moment d’inertie du rotor par
rapport a I’axe de rotation, R la résistance du rotor, L I’inductance propre du rotor
et R, la résistance de I’enroulement statorique.
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216

1,
i
N Mylei 1 ¢

Tu

0

g P D
b

a

Schéma avee un conducteur de cuivre MNOP

1. Par analogie avec le moteur synchrone, établir que le champ magnétique doit
€tre stationnaire pour créer un couple. Comment le collecteur établit le synchro-
nisme entre le champ statorique stationnaire et le champ rotorique quelle que soit
la position angulaire du rotor ?

Représenter qualitativement sur le schéma avec plusieurs conducteurs, le champ
magnétique rotorique dans I'entrefer. Quel est ’angle entre les directions
moyennes des champs statorique et rotorique dans 1’entrefer ?

2. Expliquer le principe de fonctionnement du collecteur. Décrire la structure

d’un moteur a courant continu bipolaire a excitation séparée : rotor, stator, induit,
inducteur.

|4
3. Lors de I’étude du moteur synchrone, on a vu que I' = 2—Bsm B, sin .
o

Justifier rapidement que pour la machine a courant continu, le moment du couple
peut se mettre sous la forme I' = pyi. On suppose le couplage électromécanique
parfait. En déduire la force électromotrice d’induction et la force contre électro-
motrice.

4. Ecrire les équations électrique et mécanique sachant le moteur entraine une
charge mécanique exercant le couple résistant : —1', = — (a + bw).

5. Déterminer le rendement de la machine a courant continu en régime établi.

6. On étudie une commande a tension d’induit # constante. Déterminer graphi-
quement le point de fonctionnement de la machine en régime stationnaire. Que
vaut le couple au démarrage ? Comparer au moteur synchrone. Déterminer la
vitesse angulaire lorsqu’il n’y a pas de charge (I'; = 0). Que se passe-t-il si on
coupe 1’alimentation de I’inducteur ?

Analyse du probléeme

On utilise I’analogie avec le moteur synchrone pour expliquer le fonctionnement de
la machine a courant continu.

%

1. On rappelle quelques résultats établis dans 'exercice sur la machine syn-
chrone : Dans l'entrefer, le champ magnétique statorique est suivant +u, ou
—u,. Le champ magnétique rotorique doit &tre synchrone du champ magné-
tique statorique pour créer un couple.
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Dans la machine a courant continu, le stator créé un champ magnétique sui-
3

t +u 0 e [ il W] t suivant —u f e i Le pl
van Uy pour ——, = et suvant —u, pour —, — |. L& an
P 2°2 P 22 P

7 =0 est un plan d'antisymétrie pour le champ magnétique. On l'appelle
plan neutre.

Le champ magnétique statorique ne tourne pas : il est stationnaire.

Le champ magnétique rotorique doit étre stationnaire pour créer un couple
(dans ce cas, il bien synchrone du champ magnétique rotorique).

On représente qualitativement sur la figure ci-dessous le champ magnétique
dans lentrefer. On applique la régle de la main droite pour donner le sens du

champ magnétique dans 'entrefer.
o0
Q000!
sud

©)

— — m
L'angle entre B, et B; vaut o = 5 On a vu lors de l'étude de la machine

Ny

Qe ©

18\

synchrone que le couple est maximum pour o = —.

(SRR

2. Le collecteur est constitué de deux lames de cuivre, reliées au circuit
(MNOP) et disposées suivant un cylindre sur l'axe du rotor. Les balais
conducteurs, fixés sur le stator, frottent sur les lames du collecteur et per-
mettent de relier électriquement le circuit induit au milieu extérieur. On a
une inversion du sens du courant lorsque la spire franchit le plan neutre.
Le rotor (qui comprend plusieurs conducteurs dont (M N O P)) est appelé
induit. Le stator est appelé inducteur. Le flux du champ rotorique a tra-
vers le stator est nul (voir schéma ci-dessus). Il n'y a pas de phénoméne
d'induction dans le stator.

Remarque : Pour une machine synchrone, le rotor est appelé inducteur et le stator
est appelé induit.

0 :
2& 3. Pour la machine a courant continu, a = X donc sina = 1. Le champ

magnétique rotorique est proportionnel au courant i. On pose :
I' = Qool

Remarque : Si /, n’est pas trop élevé, alors , est proportionnel au courant de I’in-
ducteur /,.
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Voir exercice « Premiere approche de la machine a courant continu » pour le calcul
du moment du couple & partir des forces de Laplace.

Le couplage électromécanique est parfait. On a donc :

Pfem + Pfournie -0

mécanique
Soit : ei +T'w = 0. Comme I' = (i, alors :
» La force électromotrice d’induction est : ¢ = —pyw.

» La force contre électromotrice est : ¢/ = —e = pyw.

4. Equation électrique pour l'inducteur :
U,=R.I. (eq.l)

%

On appelle R, la résistance de l'enroulement statorique. Comme le courant
df

est constant, la tension Lsd—: est nulle.

Equation électrique pour linduit :

La force électromotrice est orientée en convention générateur. La loi des

. . di )
mailles s'écrit : u +e = Ri + Ld_t' soit :

i a
u=m+Lé+e=M+Lé+ww(mﬁ
i R L i R L
e s B S
elO Dl eoilO D Tu

Equation mécanique :

Le théoréeme du moment cinétique pour le rotor s'écrit :

dw
dr
5. Le rendement est défini par :
__utile
~ coit _
L'utile est la puissance mécanique fournie : utile = P&%‘&"I{i"’que =Tw.

Le co(t est la puissance fournie par les tensions u et U, : colt = ui + U, I,
On en déduit de 'équation (1) :

U, = R.I? (eq.4)
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On en déduit de l'équation (2) : ui = Ri*> + €'i. Or Tw = ¢’i, d'oll :
ui = Ri* +Tw (eq.5)
Si on somme les équations (4) et (5), on a:
U, +ui = RJI* + Ri* + Tw

Le rendement est :

INw

— <1
ui + U1,

n=

6. On a vu que I' = ¢pyi.

D'aprés l'‘équation (2) en régime permanent, on a : u = Ri + ¢yw, soit
u Pow

i =— — ——.0nadonc:
R R

2
u w u
F:SOO(__GOO):% _‘Pow

R R R R

D'aprés 'énoncé, I', = a + bw. On représente sur le graphe I" et I', en
fonction de w. Lintersection des deux caractéristiques fournit le point de
fonctionnement 7 du moteur.

I
A
I'y=a+bw

N
e
Wyide w

u
Le couple au démarrage vaut %. Il n'est pas nul contrairement au moteur

synchrone. La machine a courant continu peut démarrer sans dispositif exté-
rieur.
Lorsque le moteur tourne a vide, on a I', = 0. On en déduit que I' = 0, soit

2
u
% — %w = 0. On en déduit la vitesse angulaire du moteur a vide :
u
Wyide = —
Yo

On a vu que ¢ est proportionnel au courant de linducteur 7,. Il ne faut pas
couper ce courant, sinon ¢y — 0 et w — oo. Le moteur s'emballe ! On a
un risque de détérioration du moteur. La force centrifuge peut endommager
le systéme de fixation des bobinages du rotor.
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électronique statique

Exercice 21.1 : Hacheur a stockage inductif

220

On considere un hacheur, de rapport cyclique o et de période de hachage T. 1l
alimente une machine a courant continu considérée comme parfaite. On la modé-
lise par une inductance L en série avec une force électromotrice £ > 0 constan-
te. La source de tension délivre une tension constante U =400 V. On suppose que
U > E. La commande du transistor K est la suivante :

e Sur l'intervalle [0,aT], le transistor K est passant.
e Sur I'intervalle [T, T], le transistor K est bloqué.
courant en A

N
L : Linx=126 A

- —
K iD Iun=115 A
UT . Dr =

0 4 5 t en ms

1K
N
>

v

1. Parmi les courants ig,ip et i, quel est celui relevé sur le chronogramme ?
Quelle est la fréquence de hachage ? Que vaut le rapport cyclique « ?

2. Ecrire 1’équation différentielle reliant i,U et E sur I’intervalle de temps
[0,aT]. En déduire I’ondulation du courant Ai = Inax — Imin €n fonction de
LUE,aetT.

3. Ecrire I’équation différentielle reliant i et E sur 'intervalle de temps [aT,T].
En déduire une autre expression de I’ondulation de courant Ai = Iux — Iimin €0
fonctionde L, E,«vet T.

4. En déduire la relation entre E,« et U. Exprimer Ai en fonction de L,a,T et
U. Calculer la valeur de I’inductance L.

5. Représenter i en fonction du temps.

6. Effectuer un bilan de puissance moyenne.



Copyright © 2014 Dunod.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 21 - Conversion électronique statique

Analyse du probléeme

Cet exercice étudie un hacheur a stockage inductif puisqu’on a un transfert de puis-
sance entre deux sources de tension continue. On n’étudie pas le régime transitoire.
Il ne faut donc pas étre surpris d’avoir un courant non nul a f = 0. Comme le cou-
rant ne peut pas varier de facon discontinue dans une bobine, on utilise cette pro-
priété pour intégrer les deux équations différentielles et en déduire une relation
entre £,U et «v.

¥

1. Le courant représenté ne peut pas étre i car l'intensité ne peut pas varier
de fagon discontinue dans une bobine.

Lorsque le transistor est bloqué, i = ip = 0 puisque le courant i passe dans
la diode D. Lintensité i est une fonction décroissante du temps d'aprés
l'orientation de E. Le courant représenté ne peut pas étre ip

Le courant représenté est donc nécessairement le courant ig.

¢ Dans lintervalle de temps [0,aT], le transistor est passant. Lintensité ix
est une fonction croissante du temps puisque U > E. Cela correspond a
lintervalle [0,4 ms] sur le graphe.

e Dans lintervalle de temps [aT,T], le transistor est bloqué. La diode est
nécessairement passante. On a donc ip > 0 et ix = 0. Cela correspond
a lintervalle [4 ms,5 ms] sur le graphe.

Le courant représenté sur le chronogramme est donc bien ix. La période du
phénomeéne est T =5 ms. La fréquence est :

1
= _— =200H
f=7 z

Graphiquement, on lit : 7 = 4 ms. On a donc :

2. Intervalle de temps [0,aT] :
Le transistor est équivalent a un interrupteur fermé. La tension aux bornes

de la diode vaut up = —U < 0. La diode est donc bloquée.

On a le schéma équivalent suivant :
; L ; L .
1K 1 LK 7
— P ———Tr—> > | wn—>

UT Ll v (Dre UT | o (PDre

La loi des mailles s'écrit :

di

U=L
dr

+E
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En séparant les variables, on a :

On integre entre 0 et aT :

Ai = Imax - ]min =

3. Intervalle de temps [aT,T] :
Le transistor est équivalent a un interrupteur ouvert. On suppose la diode

passante.
On a le schéma équivalent suivant :
Ly
—W—>—

Dt

La loi des mailles s'écrit :

di
L—+E=0
dt+

En séparant les variables, on a :

_ E
di = ——dr
L
On intégre entre aT et T :
E
Inin — Imax = T (T —aT)

Soit :

. E
Al = Inax — Inin = z (T —aT)

Vérification des hypothéses : ip =i > 0. La diode est bien passante tant
que Imin > 0.

4. On a vu dans les deux questions précédentes que :
U-FE

]max - Imin =

E
aT et que Inax — Inin = 7 (T —aT).
On obtient en simplifiant :

E =aU
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On en déduit :

U(l —
vd-o -
L

Imax - Imin =

Linductance L vaut :

U(l—a) . 400x(1-08 08

e g — x
Inax — Imin 126 — 115 200

=29 mH

5. Lintensité ne peut pas varier de facon discontinue dans une bobine. Le

graphe suivant représente i en fonction du temps.

A
Ia—=126 A

Iin =115 A

4

0 4 5 t en ms

6. Puissance moyenne Py fournie par le générateur U :

aT

T
1 U
Pl=— | Uigdt = — [ igdt
| Tf LK Tflk
0 0

Il faut se placer en convention générateur pour calculer une puissance fournie et
en convention récepteur pour calculer une puissance regue.

aTl
/i;(dt représente |'aire sous la courbe :
0

grande base + petite base Inin + Iimax
5 x hauteur = #O{T

On a donc :

al
Pl = 7 (Imin + Imax)

Puissance moyenne P, recue par la force électromotrice E :

| T T
Iy = [Eidtz /idr
0

T
0

~N| &
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T
/idt représente l‘aire sous la courbe :
0

Imin '|2' ImaxT (1 . (]i) 4 Imin '|2' ]maxaT _ Imin '|2' ]maxT

On a donc :
E al
Pl — 3 (Imin + Imax) = T ([min + Imax)

Les deux puissances moyennes P; et P> sont égales. Toute la puissance est
transférée de Uentrée vers la sortie.

Interprétation physique : En régime permanent, la bobine ne consomme
pas de puissance en moyenne. Le transistor et la diode sont idéaux. Ils ne
consomment pas de puissance en moyenne.

Exercice 21.2 : Hacheur a stockage capacitif

224

On considere un hacheur, de rapport cyclique o et de période de hachage T. 1l
alimente un récepteur modélisé par un courant électromoteur I’ > 0 constante.
La source de courant délivre une intensité / > 0 constante. La commande des
interrupteurs est la suivante :

* Sur l'intervalle [0,aT], 'interrupteur K; est fermé et 'interrupteur K, est
ouvert.

* Sur I'intervalle [aT,T], I'interrupteur K; est ouvert et 'interrupteur K, est
fermé.

u
<_C

i
|
1

e 3 0 ol

1. Ecrire I’équation différentielle reliant u et I’ sur I’intervalle de temps [0,aT].
En déduire I’ondulation de la tension Au = Upax — Unin €n fonction de C,I',«
et d.

2. Ecrire I’équation différentielle reliant u et I sur 'intervalle de temps [aT,T].
En déduire une autre expression de 1’ondulation de la tension Au = Upax — Unin
en fonction de C,I,ac et T.
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3. En déduire la relation entre I, et I'.
4. Représenter u en fonction du temps.
5. Effectuer un bilan de puissance moyenne.

Analyse du probleme

Cet exercice étudie un hacheur a stockage capactif puisqu’on a un transfert de puis-
sance entre deux sources de courant continu. Comme la tension aux bornes d’un
condensateur ne peut pas varier de fagon discontinue, on utilise cette propriété pour
intégrer les deux équations différentielles et en déduire une relation entre 7,1’ et a.

Il faut penser a introduire les tensions Upax €t Upin aux bornes du condensateur
comme intermédiaire de calcul.

La tension a t = 0 n’est pas nulle puisqu’on n’étudie pas le régime transitoire. Il
faut donc prendre ’initiative de définir une tension u a t = 0 (ici Up,y puisque la
tension est décroissante au dela) et une autre tension u a t = a7 (ic1 Upi, puisque
la tension est croissante au dela). En régime permanent, on retrouve nécessairement
la méme tensionu atr=0etat =T.

¥

1. Intervalle de temps [0,aT] :

On a le schéma équivalent suivant :

U
<
i

1’[‘@

Al
qg ql

K>\ T © Tr

Lintensité i est égale a —7’. On a donc :

__d_q_cdu

= =C—=-J
: dr dr

En séparant les variables, on a :

!

I
dy = ——dr <0
C

La fonction u(z) est donc décroissante.
On intégre entre 0 et a7 :

II
Unmin — Unax = _EQT
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%

2. Intervalle de temps [aT,T] :
On a le schéma équivalent suivant :

AN ol

Lintensité i est égale a /. On a donc :

__d_q_cdu

[ =1

Tdr o dr
En séparant les variables, on a :

I
du = —dr > 0
C

La fonction u(t) est donc croissante.

On intégre entre o7 et T :

I
Umax - Umin - E(l - Q)T

I,'
3. On a vu dans les deux questions précédentes que Umax — Umin = EaT

1
et que Unax — Unin = c (I — @) T. On obtient en simplifiant :

4. La tension aux bornes d’'un condensateur ne peut pas varier de facon dis-
continue. Le graphe suivant représente u en fonction du temps.

u
U, max .
Umin
. >
0 ol T t
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5. Puissance moyenne P; fournie par le générateur 7 :

T T
1 1
P = — I/ dt = — dr
1 / Ui T/M
0 oT

Il faut se placer en convention générateur pour calculer une puissance fournie et
en convention récepteur pour calculer une puissance recue.

T

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

/udr représente [‘aire sous la courbe :

aT

grande base ;— petite base N — UMLQUM (i — )T

On a donc :

Vi
P = 5 (Umin + Umax) (1— Of)

Puissance moyenne P, recue par le générateur I’ :

T aT
1 , I
Py = ? I'(—ugr)dr = ? udt
0 0
aT
[udt représente l‘aire sous la courbe :
0
Umin + Umax
2

aT

!

1_
Onadonc: P = % (Umin + Umax). On a vu que I' = —al, soit :
«

|—a

!
Pl = ; (Umin b Umax) = 5 (Umin g Umax) «

Les deux puissances moyennes P; et P> sont égales. Toute la puissance est
transférée de l'entrée vers la sortie.

Interprétation physique : En régime permanent, la bobine ne consomme
pas de puissance en moyenne. Le transistor et la diode sont idéaux. Ils ne
consomment pas de puissance en moyenne.
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Exercice 21.3 : Redressement avec un pont de diodes

On considere le montage suivant comportant une résistance R et 4 diodes par-
faites. La tension d’entrée est sinusoidale de pulsation w que 1’on peut écrire sous
la forme : V, = E,, sin (wt).

D] D2
R
175 —
(@ =
Dy Ds

1. Déterminer la caractéristique V; en fonction de V, en étudiant deux cas :
V. =20 et V, <0. Représenter la tension de sortie en fonction du temps.
Interpréter le spectre de Fourier de la sortie.

V.
0,5 ]
0,4
0,3 |
L2
0,11
t f en kHz
| L 4 A .
0,5 1

2. Proposer un montage expérimental permettant de visualiser les tensions d’en-
trée et de sortie avec un oscilloscope ne disposant pas d’entrée différentielle.

Analyse du probléme

Le circuit est non linéaire. 11 faut utiliser la méthode de résolution des circuits non
linéaires en faisant des hypotheses de fonctionnement sur les diodes.

Cours

Si on applique une tension sinusoidale a I’entrée, la sortie ne sera pas sinusoidale contrai-
rement aux circuits linéaires, on aura donc un enrichissement du spectre. On peut utiliser un
analyseur de spectre pour étudier les harmoniques qui constituent la distorsion du signal.

Méthode de résolution des circuits non linéaires :

¢ On fait des hypothéses de fonctionnement pour se ramener a des zones de fonctionnement
linéaire. L’énoncé précise quel modele de diode doit étre utilisé.
* Ces hypotheses étant faites, on calcule les différentes tensions ou intensités recherchées.
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1l faut a la fin des calculs vérifier les hypotheses pour s’assurer que c’est bien cohérent. Il
ne faut jamais oublier cette derniere étape qui valide les calculs précédents.

Le mode de fonctionnement de la diode est souvent intuitif. Le choix de la bonne hypothe-
se ne pose en général pas de probleme mais pour étre rigoureux dans le raisonnement, il est
préférable de suivre cette démarche. Il faut prouver avant d’affirmer.

Modéle de la diode parfaite :

Une diode a jonction PN est constituée de deux semi-conducteurs de méme nature (silicium
ou germanium), dopés différemment : I’'un de type N (les électrons sont les charges élec-
triques mobiles), I’autre de type P (les trous positifs sont les charges €lectriques mobiles).
On oriente I'intensité iy dans le sens de la fleche représentant le sens du courant dans la
diode. La tension u, est en convention récepteur.

td

;. anode cathode anode cathode
iq S
> P —{ Tk
—
Ud .

Uqg

La tension de seuil Vj vaut environ 0,2 V pour une diode au germanium et 0,6 V pour une
diode au silicium. Dans de nombreux cas, les tensions dans les montages comportant des
diodes sont tres supérieures a la tension de seuil, on peut négliger Vj.

Le modele de la diode parfaite consiste a prendre Vy = 0 V.

On deux deux zones de fonctionnement :

* Siuyg =0: iy = 0. La diode est passante. La diode est équivalente a interrupteur fermé.
Le fait de supposer la diode passante ne donne aucun renseignement sur 1’ intensité.

Ud SZ ®Ud
.

1d

* Siuyg <0 : iy =0.La diode est bloquée. La diode est équivalente a un interrupteur
ouvert.

Ud SZ @ Ud
y

14

<

Bilan :

* Si on suppose que la diode est passante, on a uy = 0. Il faut vérifier a la fin des calculs
que la diode est bien passante, ¢’est-a-dire que iy = 0.

* Si on suppose que la diode est bloquée, on a iy = 0. Il faut vérifier a la fin des calculs que
la diode est bien bloquée, c’est-a-dire que 1y < 0.
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%

1. Pour chaque diode, on oriente i; dans le sens de la fléche représentant
le sens du courant dans la diode et u; en convention récepteur.

alo

1™ hypothése : on suppose Ve = 0
e Supposons : D, et D4 passantes, D; et D3 bloquées.
® |a tension de sortie vaut :

V=1V,
Vs

R
ige = 0, il faut que V, = 0. Vérifions que D; et D3 sont bien bloquées :
up) =up3 = —Vy <0.

|%
e Vérification des hypothéses : iy = igq = = Eg Pour que iz» = 0 et

2¢ hypotheése : on suppose Ve <0
® Supposons : Dy et D3 passantes, D, et Dy bloquées.
® La tension de sortie vaut :

Vs - _‘/e
V -V
E" - Tg Pour que iz = 0 et

ig3 = 0, 1l faut que V, < 0. Vérifions que D, et D4 sont bien bloquées :
up2 =ups = —V; <0,
On obtient la caractéristique suivante :

e \érification des hypothéses : iy = iy3 =

Vs
N

v
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On en déduit la tension de sortie en fonction du temps :

Vs

0,8

0,4
0

—0,4

—0,8 t en ms
0 5 10 15 20 25 30 35 40

On a un redressement double alternance.

Le signal a l'entrée est sinusoidal (une seule raie a 50 Hz). Le spectre de la
sortie est plus riche, ce qui caractérise la non linéarité du montage. Le fon-
damental est a 100 Hz. On a un doublement de la fréquence d’entrée.

2. Pour visualiser les tensions d'entrée et de sortie simultanément a l'oscil-
loscope, on peut utiliser :

® un transformateur disolement a cause du probléme de masse.

voie 1 |
| D, ZX D, 7
R
V"TCD | § 1 voie 2
| Dy Vs p,Z=
V4

® une sonde différentielle qui mesure la différence de potentiel entre deux
points quelconques d'un circuit.
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Phénomeénes
de propagation
non dispersifs

Exercice 22.1 : Corde de Melde et ondes stationnaires

On considere une corde vibrante de masse linéique ., de longueur L sans élasti-
cité et sans torsion, se déformant faiblement au voisinage d’un axe Ox. On négli-
ge les effets de la pesanteur.

1. Etablir I’équation de propagation de d’ Alembert sachant que le déplacement

d
y(x,t) est un infiniment petit d’ordre un, ainsi que I’angle o = S_y que fait la
X

corde au point d’abscisse x avec I’axe Ox.

2. La corde est tendue par le poids d’une masse m maintenue fixée sur la poulie
en x = 0. Un dispositif impose le mouvement y(L.t) = b coswt avec b < L.

L
On cherche y(x,t) de la forme f(x) coswrt. On suppose que sin (w_) + 0.
c

Définir les noeuds et ventres de vibration.

3. Montrer que pour certaines valeurs de w, il y a résonance et que les pulsations
possibles se mettent sous la forme w, = nw;. Représenter les noeuds et les
ventres de vibration pourn =1 et n = 2.

oV

Analyse du probleme

On ¢étudie la propagation d’une onde transverse sur I’axe Ox. On obtient I’équation
de d’Alembert que 1I’on rencontre trés souvent dans les exercices. Avec les condi-
tions aux limites de 1’énoncé, on a une onde stationnaire constituée de noeuds et

o : : A .
ventres de vibration. La distance entre deux noeuds successifs est ) alors que la dis-

) A
tance entre un noeud et un ventre consécutifs est Z
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Cours : Force exercée par une partie de la corde sur ’autre partie

Si on coupe fictivement la corde au point M d’abscisse x, la partie droite de la corde exer-
ce sur la partie gauche une force 7'(x,f) tangente a la corde.

D’apres le principe des actions réciproques, la partie gauche exerce sur la partie droite la
force —T (x,1).

¥

236

1. A linstant ¢, la corde subit un déplacement transversal. On suppose que
la corde se déforme faiblement au voisinage de l'axe Ox. On fera donc un
développement limité au premier ordre. On écrira par exemple : tana = « ;
cosa = 1...

Systeme : élément de corde compris entre x et x + dx. On a dx = d/ cos a.
On fait un développement limité au premier ordre : cosa = 1, d'ol dx = d/.

Référentiel : % = (O; iiy.iiy.ii.,1) terrestre galiléen.

Bilan des actions extérieures :

® poids négligeable.

¢ |a partie droite exerce une force f’(x + dx,t) tangente a la corde en x +
dx.

® |a partie gauche exerce une force —i’(x,t) tangente a la corde en x.

—

Y T(I+d$, t)

A\ 4

r x+dzr x

Théoreme de la quantité de mouvement :

udla = —T (x,0) + T (x +dx,1)
La corde se déforme faiblement au voisinage de l'axe Ox. Laccélération de
la corde est uniquement suivant u,. Les angles sont fortement augmentés
sur la figure pour la clarté de la représentation.
On désigne par T, et T les projections de T sur (iy,uy). On projette le
théoréme de la quantité de mouvement sur (uy,iiy) :

0=—T, (x,t) + T (x +dx,1)

3%y
,udxﬁ =Ty (x,t) + Ty (x +dx,1)
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On en deéduit que :

aT,
0= dx
0x
4 a2y 9T,
. _ 0T,
HEY9 ~ ox

On en déduit de la premiére équation que 7 est une constante. Au premier
ordre, ona: 7T, =T cosa=T = cte.

- — ..
Comme T et d/ sont colinéaires, on a :

ad T.
tana = 2 =2
dx T,
On en déduit :
dy T
o= = —
dx T
D'ol
dy
T,=T—
Y ax
On obtient alors :
oT, 0%y
ax  9x?
Il reste a remplacer dans le théoréme de la quantité de mouvement :
9%y 9%y
dx— =T —=dx
SR TER
On obtient ['équation de propagation, appelée ici équation de d’Alembert :
7y 1 9%y

axZ 2 a2
On définit la célérité de l'onde :
T

c=_|—
"

Londe se propage sur l'axe Ox et le mouvement d'un point de la corde est
dans une direction orthogonale a Ox. On dit que l'onde est transverse.

2. La poulie et [a masse m sont immobiles. La masse m est en équilibre, donc
T, + mg = 0. La tension du fil idéal et tendu est uniforme le long de celui-

ci. On a donc T’z = —f]. On a vu dans la question précédente que
T, =T = constante. Comme la poulie est immobile, on en déduit que :
T = HY_EH = 7_:1 =mg
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Y

M,

X
f

E:| masse m
\ 2

On cherche y(x,?) de la forme f(x) coswt. Les variables x et ¢ sont décou-
plées.

On dit que l'on a une onde stationnaire.

Pour trouver f(x), il suffit de remplacer y(x,f) dans |‘équation de
d’Alembert :

" 1 2
7 (x)cos(wt) = 2 (—w ) f (x)cos (wt)

Aprés simplification , on a :

2
£ () + f—zf () =0

On définit & le module du vecteur d'onde, appelé module d’onde :

=
C

Cette équation différentielle ressemble a un oscillateur harmonique. Attention : les
dérivées sont par rapport a x et non par rapport au temps #. Le coefficient devant
f(x) est homogene a I'inverse d’une distance au carré, ce qui justifie le change-
ment de variable avec k.

2 On en déduit directement la solution de cette équation différentielle :
& f(x) = Acoskx + B sinkx
On obtient donc :

v (x,t) = (A coskx + B sinkx) cos (wt)

On a deux fonctions périodiques :

e périodicité temporelle de période 7. La pulsation w est définie par :

2
w:%:%rf.
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® périodicité spatiale de période \. Le vecteur d'onde k est défini par :

2
k= Tﬂ- = 2mo. On appelle ole nombre d'onde ou fréquence spatiale.

Deux conditions aux limites :
e v(0,r/) =0 = Acoswt. On en déduit que A = 0.

e yv(L,t) =bcoswt = BsinkL coswt. D'oll : B = — b .
sinkL
On a donc :
b .
yv(x,t) = kL sinkx cos (wt)

On a des noeuds et des ventres de vibration :

Noeuds de vibration : Uamplitude de la vibration est nulle en un noeud de
vibration. On n'a pas de mouvement de la corde. Pour déterminer les abs-
cisses correspondantes, il suffit de résoudre : sinkx = 0, soit :

kx =nm
avec n entier. On obtient :
nmT AT A
WS Y T m Ty
)

La distance entre deux noeuds successifs est —.

Ventres de vibration : lamplitude de la vibration est maximale. En un point
d'un ventre de vibration, on a:

sinkx = *£1
Dol :
kx = g +mm
avec m entier. On obtient alors :
iy T T a2
2k ko 220 4 2

. ) A
La distance entre deux ventres successifs est >

) . . . A
La distance entre un noeud et un ventre de vibration consécutifs est —.

3. Si sinkL = sin (EL) — 0, l'amplitude tend vers linfini. On dit que
c

'on a résonance pour certaines valeurs de k, donc certaines valeurs de la
pulsation.
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En pratique, 'amplitude reste finie a cause des frottements. Le développe-
ment limité effectué précédemment nest plus valable.
On a alors :

kL:ngnﬂ'
C

avec n entier. On a résonance pour les pulsations suivantes :
c
w” = n—

L

Pour x = L, on a y = b coswt. Cest pratiquement un noeud de vibration
puisque l'amplitude b est trés faible devant 'amplitude des ventres de vibra-
tion.

Etude du cas oll n = 1 - Excitation du premier mode propre

. . b el - e . )
On l'obtient pour une pulsation d’excitation w; = T soit une fréquence

W

c
f1= 7w = 5L Cette fréquence est appelée fréquence fondamentale.
.
La longueur d’'onde est :
/\] =CT|=£=%=2L
N st

On a donc la relation :

A

L="21
2

On a la figure suivante. On a un seul ventre de vibration.

>

masse 1m

On retient que lorsque la longueur L est égale a la moitié€ de la longueur d’onde,
@ on a le premier mode propre. On peut mémoriser ce résultat facilement sachant
que la distance entre deux noeuds successifs est la moitié de la longueur d’onde.

Etude du cas oll n = 2 - Excitation du deuxiéme mode propre

. . L 2me
On l'obtient pour une pulsation d'excitation w, = - soit une fréquence
w? C

fr= T Cette fréquence est appelée 2° harmonique.
T
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La longueur d'onde est :
i
}\2 = CTZ = — =

i
A 3A
On a deux ventres de vibration aux abscisses : = et Tz

=L

e o

; e : A
On a trois noeuds de vibration aux abscisses : 0.72 et \).

masse 711

Si on fait 'expérience et qu'on augmente la fréquence de l'excitation, on
observe sur la corde des ondes stationnaires de faible amplitude sauf pour
certaines valeurs correspondant aux modes propres calculés précédemment.

Exercice 22.2 : Equation des télégraphistes

Un céble coaxial est assimilé a un circuit a constantes réparties, de sorte qu’une
longueur dx de cable est représentée par le schéma électrique équivalent suivant :

i(z) Lodx i(x+dz)

> d111) >

v(x) Codr —— v(z+dx)

ou Lo,Cp représentent respectivement l'inductance linéique et la capacité
linéique du cable. Dans la section d’abscisse x du cable, le courant vaut i(x,t) et
la différence de potentiel v(x,#). Dans la section d’abscisse x + dx du céble, le
courant vaut i (x 4 dx,t) et la différence de potentiel v(x + dx,1).

1. Etablir le systeme d’équations reliant les grandeurs i(x,t) et v(x,t). En dédui-
re les équations vérifiées par les fonctions i(x,#) et v(x,7). En déduire c la vites-
se de propogation des ondes.

2. On étudie la propagation d’une onde plane progressive harmonique se propa-
geant vers les x>0. On pose i(x,t)=Ilpexp(j(wt—kx)) et
v (x,t) = Vpexp (j (wt — kx)). Montrer que v et i sont en phase. Etablir la rela-
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: - : v : :
tion de dispersion. On pose Z¢ = =. Exprimer Z¢ en fonction de Ly et Cy.
=il =C

Calculer I'impédance caractéristique de la ligne Z¢ et ¢ la vitesse de propagation

des ondes sachant que Lo = 0,28 pH.m ™' ; Cy = 112 pF.m™ !,

: . v : ;
3. Que devient la relation = pour une onde plane progressive harmonique se pro-
i

pageant vers les x < 0 ?

4. L'extrémité de la ligne (x = L) est fermée sur une impédance complexe Z,.
On pose i(x,t)=Ipexp(j(wt—kx))+ Iyexp(j(wt+kx)). En déduire
v (x,7). Calculer a I’extrémité du céable, le coefficient de réflexion en tension puis
le coefficient de réflexion en intensité. Interpréter les cas particuliers : Z, =0,
Z >o0etZ, = Zc.

Analyse du probléeme

L’approximation des régimes quasi stationnaires est valable si la dimension du cir-
cuit est négligeable devant la longueur d’onde, ce qui est le cas pour un élément de
longueur dx. On peut donc appliquer la loi des noeuds et la loi des mailles pour
obtenir le systeme d’équations différentielles.

1. Loi des noeuds :

%

9
i(x,1) = i(x 4 dx,t) + Codxa—;}

d
Remarque : on devrait écrire Codx (a—l:) (x 4+ dx,1).
La formule de Taylor permet d’écrire :
2

Codx [(aa—‘;) (x + dx,r)} = Codx (z—’;) () 4 ol

dxot
2

Le deuxieme terme Codx dx est un infiniment petit du deuxiéme ordre (pro-

xXdt
duit de deux infiniment petits d’ordre 1), alors que le premier terme

dv ) ) . . (1
Codx (a) (x,t) est un infiniment petit du premier ordre. On néglige tous les

termes d’ordre supérieur a 1, ce qui revient a négliger le deuxieme terme devant le
premier terme.

9
2&’ Comme i(x +dx.t) =i(x,t) + —ldx, on en déduit que :
0x
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o
— = —Cyp— (éq.
9x 097

Loi des mailles :

9
vix,t) = v(x +dx.t) + Lodxa—;

0
Comme v(x +dx,t) = v(x,t) + 8—de, on en déduit que :
X

av ai |
o= Lo (éq.2)
X
821 9%v
On calcule = —Cy
8 8x2 otdx
(1) 92%i 9%v
0 lcul = —Cp—
n e C”e( a1 ) dx 01 o1
0? 9%i
On calcule (— S 0
ax 8x2 otdx
_0° 9%i
On calcule °0@2) v = —L 7t
ot axat at?

Les variables x et ¢ sont indépendantes. On peut permuter 1’ordre des dérivées par-
tielles, soit :

Y%

9%v 9%v t 9% 9%
= c =
0xadt Jrox dxadt drox

Par élimination, on obtient :
8%i P 9%

et

9% 9%
23l

92 92

a2~ Loty
et

9%v c 9%v

ax2 002
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La vitesse de propagation des ondes est :
|
A/ LOCO
2. On reporte i (x,t) = Ipexp (j (wt — kx))
et v (x,f) = Vpexp (j (wr — kx)) dans les équations (1) et (2) :
—Jkly = —Co(jwVo)
—jkVo = —Lo (jwly)
g Vo k  Lw
ce qui donne : — = — = ——.
9 [() Coo.) k
On a donc v et i en phase. On en déduit la relation de dispersion :
w = kc
L'impédance caractéristique du cable est :

Vo k1 Ly
Iy Cw Coc |G

Application numérique : Z¢ =50 Qetc = 1,79 x 10° m.s™'.

Zc =

J~.||=

3. Pour une onde se propageant dans lautre sens :
i(x,t) = Iyexp(j (wt+kx)) et v(x,t) = Vyexp (j (wt + kx)).
En reportant dans 'équation (1), on obtient :

jklp = —Co (jwW)
On en déduit que :

k Low

0
— — [ = -7
[0 C()u.) k £

|~. ]|

Remarque : Il faut bien distinguer I’onde incidente (intensité notée i;) et I'onde
réfléchie (intensité notée i, ).

On a vu que pour I’onde incidence :

vi(x,1) = Zc 1i(x.1)

et pour I’onde réfléchie :

%

&(xst) = _& I_r(-x':t)

4. La tension se déduit de lintensité en utilisant limpédance caractéris-
tique :

v(x,r) = Zc ii(x,t) — Zc iy (x,1)

On a donc :
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v(x.1) = Z¢ [lo exp (j (wr — kx)) — Iy exp (j (wr + kx))]
A lextrémité de la ligne, la loi d'Ohm donne :
(L) = Z, i(L.1)

Le théoréme de superposition permet de calculer i(L,t) en fonction de
ii(L,t) = Iyexp (j(wt — kL)) et de i, (L,t) = Ijexp (j(wt +kL)) :

H(Lo1) = i (Lt) + i (L.1)

Il faut bien mettre un signe + entre i; (L,t) et ir(L,r) puisqu’on applique le théo-
reme de superposition.

On a donc :

v(L.t) = Z, [Ty exp (j(wt — kL)) + I exp (j (wt + kL))]
Soit :

v(L,t) = Zc [Io exp (j(wt — kL)) — I; exp (j (wt + kL))]
On en déduit que :

[Zc = Z] T exp (j(wt — kL)) = [Z, + Zc] Ig exp (j (wt + kL))
A Uextrémité du cable, le coefficient de réflexion en intensité est :
i (L) _ Zc—Zr

i (L) Zc+Z

|5

On en déduit le coefficient de réflexion en tension :
u (L) ~Zcir

T wa@n T Zei | &
Cas particuliers :
® Z,=0 : le cable est court-circuité a son extrémité. Alors
p; = —py = 1. Londe incidente est entiérement réfléchie.
® Z, > 00 : le cable est en circuit ouvert a son extrémité. Alors
p; = —py = —1. Londe incidente est entiérement réfléchie.
® Z,=Zc :p;=py=0.1Ilny a pas donde réfléchie. Londe incidente

est absorbée au bout de la ligne : c'est l'adaptation d'impédance.
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Exercice 23.1 : Tuyau d’orgue

On considere un tuyau d’orgue rempli d’air de masse volumique p,. On note p;
la surpression acoustique et 1 la vitesse particulaire. La célérité du son est notée
c. extrémité est fermée en x = 0 et ouverte en x = L. On cherche p;(x,?) sous
la forme d’ondes stationnaires : pi(x,t) = pg cos(wt) cos(kx + ¢).

1. Déterminer la vitesse particulaire en fonction de po, pg. ¢, w, k, x et ¢.

2. Déterminer la fréquence 1 du fondamental et les fréquences des harmoniques
v, avec n entier. Déterminer la position des noeuds et des ventres de surpression
acoustique pour v et vy.

3. L’amplitude maximale du déplacement des particules est &, = 0,4 mm. En

déduire I’amplitude maximale pg de la surpression acoustique pour la fréquence
.

Application numérique : 1o = 1,3kg.m ™ ;¢ =340m.s™! ; L = 60 cm.

Analyse du probleme

Cet exercice traite d’un probléme d’acoustique. On ne peut pas utiliser I’impédan-
ce acoustique car I’onde est stationnaire. L’équation d’Euler permet d’en déduire la
vitesse particulaire. Il faut faire attention aux conditions aux limites.

Cours : Approximation acoustique

On considere une onde sonore qui se propage dans un fluide. Au repos, le fluide a une masse
volumique gy, une pression Py et une vitesse particulaire nulle.

Lorsque I’onde sonore se propage, les grandeurs précédentes sont modifiées en chaque point
du milieu :

* La pression P peut se mettre sous la forme P = Py + p;. On appelle p; la pression
acoustique ou surpression avec |p1| < Py.

* La masse volumique peut se mettre sous la forme : ;1 = pg + 1 avec |,u] | < -
* La vitesse particulaire peut se mettre sous la forme : 4 = 0 + u;.

P1, it et uy seront considérés comme des infiniment petits du premier ordre.

Equations utiles dans les exercices d’acoustique

On utilisera trois équations qui découlent directement du cours de mécanique des fluides et
de thermodynamique en se placant dans le cadre de I’approximation acoustique.
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Premiere équation : équation d’Euler. On néglige le terme d’accélération convective qui est
du deuxiéme ordre. On a alors :

At —
P = —grad p

Deuxieme équation : équation de conservation de la masse.

d .
Lt g div (i) = 0

Troisieme équation : coefficient de compressibilité du fluide.
Ldp 1y

Xo= 75 =
pdP g pi

En combinant la deuxiéme et la troisieme équation, on a :

3 (Loxor1)
at

On dérive par rapport au temps et on commute les dérivées partielles :

+ g div (i) = 0

2

Uy div (2 0 (eq.1)
’ —_— 1w — = cq.
HoX0 372 Ho a7 q

La divergence de la premiére équation s’écrit :
30
div (#0%) = —div (gr_ac>1p1) = —Ap;

Soit :

—

. [ du
po div (8—;) = —Ap) (eq.2)

On en déduit de (1) et (2) I’équation de d’ Alembert :
9 pi
Ap = —_—
1= HoXo— 3

On a la méme équation de d’Alembert pour u.

La célérité du son dans le milieu est :
1

A H0X0

Méthode pour obtenir la relation de dispersion :

CcC =

On injecte pp (x,t) dans I’équation de d’ Alembert :

1 3%p
Ap) = — 1L
p1 2 01

1

Ona: —k2p1 = ——2w2p1, d’ol
c
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1. La surpression est p; (x,t) = pg cos (wt) cos (kx + ¢).
L'équation d’Euler en projection sur l'axe Ox s'écrit :

0 ad
Mo% = —% = pok cos (wt) sin (kx + @)
On obtient :
k
wp = 225 gin (wt) sin (kx + @) = 20 in (wt) sin (kx + @)
Ho W HoC€

La constante dintégration est nulle dans tout le cours sur la propagation des
ondes.

2. Conditions aux limites.

L'extrémité x = 0 est fermée : la vitesse particulaire est nulle. On doit
donc avoir u; = 0 pour x = 0, soit sin ¢ = 0. On choisit alors : ¢ = 0.
L'extrémité x = L est ouverte : la surpression est nulle. On doit donc avoir
p1 =0 pour x = L, soit cos(kL) = 0. Ce qui implique :

T
kL = —
2—|—mr

avec n entier positif ou nul.
On a vu que w = kc. On a alors :

21y T
kL =—L =—+nmw
c 2
Pour chaque valeur de 7, on a une fréquence v, d'ol :
c c
vy = N + in
La fréquence v (obtenue avec n = () est appelée le fondamental :
¢
T AL
Les autres fréquences sont les harmoniques impairs :
vy = (1 + 2n)
On peut définir une longueur d'onde A, définie par :
21

k="
An

4]

Comme kL = g + n, alors

21 1 /o
5 =13+
On en déduit la longueur d'onde :
4L

Ay =
1+2n
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a) Etude du fondamental de fréquence 1

Noeuds de vibration de surpression acoustique :
On cherche a déterminer la position des noeuds de vibration de surpression
acoustique, c'est-a-dire les points pour lesquels :

2
= -0
cos ()\0 x)

2T T n
— Xy = — +mm
Ao 2

On doit donc avoir :

avec m entier relatif.
Pour chaque valeur de m, on a une abscisse :

Ao Ao
IR

Ventres de vibration de surpression acoustique :

Xm =

La position des ventres de vibration de surpression acoustique s‘obtient
lorsque :

On doit donc avoir :

avec ¢ entier relatif.
Pour chaque valeur de ¢, on a une abscisse :

)Cq =q?

Remarque : On retrouve le résultat connu : la distance entre deux noeuds succes-

. Ao . : Ao :
sifs est > La distance entre deux ventres successifs est CR La distance entre un

0
noeud et un ventre est I

%

On représente sur la figure 3
ci-contre les ondes de pres-
sion  pour  différentes
valeurs de pg a un instant 7. 2
On vérifie que l'on a bien un 1.5
ventre de surpression en
x =0 et un noeud de sur-
pression en x = L. 0,5

surpression acoustique

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
X
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b) Etude de Uharmonique de fréquence v; = 31

La longueur d'onde A est :

4L
A=
3

Noeuds de vibration de surpression acoustique :
Les noeuds de vibration sont pour :

X Al + Al

m = m-—

4 2
avec m entier relatif. On a alors :

B L n 2L

Xp = 3 m 3

L
On a deux points : x = 3 etx = L.

Ventres de vibration de surpression acoustique :
Les ventres de vibration sont pour :

A1
xq = q?
avec g entier relatif. On a alors :
2L
.X:q = q?
On a deux points : x =0 et x = KR
3 surpression acoustique
2
1 i
07 01
—1
-3

- : . Al
Remarque : On vérifie que la distance entre deux noeuds successifs est X et que

) 1
la distance entre un noeud et un ventre est 1

%

3. La vitesse particulaire est la dérivée du déplacement & par rapport au
temps. On a donc :

)
Uy = —£ =P sin (wt) sin (kx)

ar  poc
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On integre :

£E=— cos (wt) sin (kx)
e

On a toujours la constante d'intégration nulle dans le cours sur la propaga-
tion des ondes.
Lamplitude maximale du déplacement des particules est :

Po Po

Emax = [oCw - #Okcz

Comme Ay = 4L, on en déduit :

2L
Po N = PO 41 _ Bo
27 pgC 27 o2 T C?

gmax —
Finalement la surpression maximale est :

2
= gmaxﬂ-)u“()c

— 157P
2L a

Exercice 23.2 : Coefficients de réflexion et de transmission

On considere une onde plane progressive monochromatique acoustique se pro-
pageant dans le sens des x > 0 dans le milieu 1. La vitesse particulaire est notée
u; = ujo exp (i (wt — kyx)). Elle arrive a I'interface entre deux milieux de surfa-
ce § alI’abscisse x = 0.

On note . c1, Wy, €2, Z41 €t Z, les masses volumiques, célérités du son et

impédances acoustiques dans les milieux 1 et 2.
Za2

On pose Z,;| = pyC1,Zgn = prca et @ =
al

1. Montrer qu’il existe une onde réfléchie et exprimer u, et u, en fonction de r et

t les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude pour la vitesse. En
déduire p;.p etp puis r et ¢ en fonction de «.

2. Définir le vecteur de Poynting sonore et I’expression de la puissance sonore a
travers la surface §. Calculer les coefficients de réflexion R et de transmission T
en puissance moyenne en fonction de «v. Calculer R + T et interpréter physique-
ment. Que se passe-t-il si Z,5 > Z,1 ?

f1 S 2
Cc1 | Co
milicu 1 | milicu 2

251



Partie 6 - Ondes

Copyright © 2014 Dunod.

252

Analyse du probléme

Cet exercice traite d’un probleme d’acoustique avec deux milieux de propagation.
On peut utiliser I'impédance acoustique car on a une onde plane progressive.
Attention au signe de I'impédance acoustique pour 1’onde réfléchie.

11 faut savoir écrire les conditions aux limites en x = 0.

Cours : Impédance acoustique

Onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens x > 0 :

On considere une onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens des
x > 0 dans le milieu 1, notée OPPM®@. La vitesse particulaire est :

u; = ujp exp (i (wr —k1x)).

L’équation d’Euler s’écrit dans le cadre de I’approximation acoustique en notation complexe :

du; 9P
% = ox
On a donc :
. : P;
pyiwuig exp (i (wt —k1x)) = —
ox
L’intégration donne avec la constante d’intégration nulle :
Wit
p, = FE exp i (wt — ki)
— I

On a la relation w = kjcy.
On définit I'impédance acoustique dans le milieu 1 de I’onde OPPM@ :

Pio
Zyl = — = [c]
)

Onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens x < 0 :

Pour I’onde réfléchie dans le milieu 1, notée OPPM@®, la vitesse particulaire est :
u, = upexp (i (wr+kjx)).
L’équation d’Euler s’écrit dans le cadre de I’approximation acoustique en notation complexe :

du,  0p,
! = —
Hi; ax
On a donc :
) . P,
pryiwuyg exp (i (wt +kpx)) = — e

L’intégration donne avec la constante d’intégration nulle :

p = _ H1ero exp (i (wt + kix))
r kl

On a la relation w = kqcy.
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L’impédance acoustique dans le milieu 1 de I'onde OPPM® est :

Pro
— = —Zg = —pc]
UrQ

Remarque : On définit I'impédance acoustique pour une onde plane progressive méme si
elle n’est pas monochromatique (ou harmonique). On a les mémes résultats que ceux établis
précédemment.

Conditions aux limites

A Uinterface entre les deux milieux 1 et 2, on a deux conditions aux limites :

* Continuité de la vitesse particulaire : on n’a pas de « décollement » a I’interface entre
les deux milieux, donc u;(0,1) = u,(0,1).

* Continuité de la pression : Si on applique le théoréme de la quantité de mouvement a un
élément de fluide de volume infiniment petit, on peut montrer que la somme des forces de
pression vaut (. On a alors continuité de la pression : P, 0,1) = 2 (0,1).

Comment calculer 1, u,, PP, s

On note avec un indice i I’onde incidente, r 1’onde réfléchie et ¢ I’onde transmise.

Les équations étant linéaires, on peut appliquer le théoréme de superposition :

up=u;tu Uy =up =p.+pip,=p,

@ I ne faut pas écrire u; — u, pour calculer u; !!!

1.
Z@ Onde incidente :

La vitesse particulaire est : u; = u;p exp (i (wt — kix)).
L'impédance acoustique est : Z,; = Bl _ i41¢1. On en déduit la surpression :
uio
P, = [ C1Uio €Xp (i (wt —ki1x))

avec w = kjc;.

Onde transmise :

La vitesse particulaire est : u, = u;o exp (i (wf — kzx)).
P10

L'impédance acoustique est : Z,» = —
U0

= [1rC2. On en déduit la surpres-

sion :
P, = aC2uso eXp (i (wt — k2x))

avec w = krco.
On suppose quil n‘existe pas d'onde réfléchie. Les relations de continuité de
la vitesse particulaire et de la pression s‘écrivent en x =0 :

u;(0,1) = u,(0,7)

piciu; (0.1) = ppcou, (0,1)
On devrait donc avoir : Z,| = Z,» ce qui est impossible puisque les deux
milieux sont différents. Il existe donc une onde réfléchie.
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Onde réfléchie :

La vitesse particulaire est : u, = u,q exp (i (wf + kjx)).
Pro
Uro

Limpédance acoustique est : = —Z,4 = —pc1. On en déduit la sur-

pression :
P, = —pciiro exp (i (wr + kyx))

On définit r et r les coefficients de réflexion et de transmission en ampli-

. UrQ Ut
tude pour la vitesse : r = — et t = -,

iio Uio
Finalement, on a :
u; = ujo exp (i (Wt —ki1x))
P, = pcrujo exp (i (wt — kyx))

u, = rujpexp (i (wt +kix))
P = —pmciru exp (i (wt + kix))

u, = tu;oexp (i (wt — kyx))
P, = [aC2lUjo €XP (i (wt —karx))

On écrit les conditions aux limites en x = 0 : continuité de la vitesse par-
ticulaire et de la surpression :

u,(0,1) = u,(0,1)

p,0.) = p,0.1)

On doit donc avoir :
u;(0,0) + u,(0,1) = u,(0,1)
p,0.1) + p (0,1) = p (0,1)

Finalement, on obtient un systéme a deux équations et deux inconnues per-
mettant de calculer r et ¢ :

1 +r=t
M€l — [y C1F = HpCal
Dol
l4+r=t
1l —r=auot

On fait la somme des deux équations : 2 = (1 + «). Dol :

2

[ =
I+«

Comme r =t — 1, on en déduit : r = n — 1. Finalement, on a :
[0

| — «

=
1+«
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2. Onde incidente :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :

I1; = piujuy

Il faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu-
soidales.

—

On a alors : [1; = .UJICIM?() cos? (wt — ki x) idy.

Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des x > 0.

2

1
Comme la moyenne de la fonction cos” sur une période vaut X on en déduit

la moyenne du vecteur de Poynting sonore :
5 1 )
(l'[i) = E,ulclu,-oux

La puissance moyenne de l'onde incidente est :

- 5 1
{(Pp) = [/ (Hi)'dsux = 5#1‘31”:'205
S

Le vecteur de Poynting sonore pour 'onde réfléchie est :

Onde réfléchie :

nr = —pPrlU,Uy
On a alors : I, = —p c1r2u%, cos? (wt + kyx) iy

Le signe — traduit la propagation de l'onde dans le sens des x < O.
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est :

o 1 -
(1'[,‘) = —Eulclrzufoux

La puissance moyenne de l'onde réfléchie est :
-~ < 1
(Py) = f/(n) (—dSiiy) = E,ulc]rzuizOS
S

Onde transmise :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :

I, = puuy
LT — 2.2 2 s
On a alors : TI; = ppycot-usy cos” (wt — kox) iy

Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des x > 0.
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est :

o 1 .
(H,) = E,uzcztzuizoux
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La puissance moyenne de ['onde transmise est :
(P,) f / M, ). (dSi,) = (a,ulcl) 1S

On en déduit le coefﬁment de réflexion R en puissance moyenne :

P
R = \Fr) = r?

(P;)
Le coefficient de transmission 7T en puissance moyenne est :

(Pr) >

— = ot

(P;)

On calcule la somme R + T :
R+T:(1—a)2 4o 1—}-oz — 20+ 4«
I+« 1+ a)? (1+ )?
En simplifiant, on a :
1
BT = (_'_—O‘/) —1
(14 a)?

Cette relation traduit la conservation de la puissance a la surface S d'abs-
cisse x = 0 : la puissance de l'onde incidente se répartit entre l'onde réflé-
chie et l'onde transmise.

Cas particulier si Z,» > Z,; : on a @ > 1. On en déduit les expressions

2
~ —1ett = — ~0. Ce cas corres-
1+« 14+«

pond a la réflexion sur un mur. Toute la puissance de l'onde incidente est
réfléchie. On vérifie que lona R =1 et 7T = 0.

approchées de rets:r =

Exercice 23.3 : Transmission a travers une membrane”

256

On consideére une membrane infiniment fine de masse surfacique o. On note
c =340 m.s~! la célérité du son dans Dair et py = 1,3 kg.m > la masse volu-
mique de I’air. L'impédance acoustique de I’air est Z, = ,c.

Une onde acoustique se propage dans le sens des x > 0 dans la région 1. La sur-
pression de 1’onde incidente est P, = Pio eXp (i (wt — kx)). Elle arrive a I’inter-
face x = 0. On suppose que I’on a continuité de la vitesse particulaire pour
x = 0 et que la vitesse de la membrane est égale a la vitesse de I’onde transmi-
se. On définit r et 7 les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude
pour la surpression. On définit 7' le coefficient de transmission en puissance et
TdB = 10 lOg 78

1. A cause de la membrane, on n’a pas continuité de la pression. Appliquer le
théoreme de la quantité de mouvement a la membrane en supposant qu’elle vibre
en bloc. Déterminer r et ¢ en fonction de w, j4,c et o.
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2. Déterminer T le coefficient de transmission en puissance en fonction de w et
wp. Exprimer wy en fonction de p, ¢ et o.

3. Calculer o pour atténuer de 70 dB un signal sinusoidal de fréquence 2000 Hz.

. membrane :
alr alr

\ 4

région 1 région 2

Analyse du probleme

Cet exercice traite d’un probleme d’acoustique avec la transmission a travers une
membrane. On pourra utiliser I'impédance acoustique en faisant attention au signe
pour I’onde réfléchie.

La difficulté est d’écrire correctement les conditions aux limites en x = 0. L’énoncé
donne les deux équations a écrire.

%

1.

Onde incidente :

La surpression est :
P, = pio exp (i (wt — kx))

Limpédance acoustique est : Z, = 5—:)) = ppc. On en déduit la vitesse par-
I
ticulaire :
u, = 2 exp (i (wr — kx))
HoC

avec w = kc.

Onde réfléchie :
La surpression est :
P, = rpioexp (i (wr +kx))

Limpédance acoustique est : 20 —Z, = —ppc. On en déduit la vitesse
Urp
particulaire :
r o
u, = _EH exp (i (wr + kx))
HoC€

avec w = kc.

Onde transmise :
La surpression est :
P, = tpio exp (i (Wt — kx))
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(>

Limpédance acoustique est : Z, = L toc. On en déduit la vitesse par-
U0
ticulaire :
t .
u, = L exp (i (wr — kx))
Ho¢

avec w = kc.

Expressions de la surpression et de la vitesse particulaire dans chaque
milieu :

Dans le milieu 1, on a p,=p,+p.

Dans le milieu 2, on a : u, = u,.

Continuité de la vitesse particulaire pour x =0 :
uy (0,1) = u, (0,1)
On a donc :
u; (0,1) +u, (0,r) = u, (0,7)
On obtient finalement :
l—r=t

On peut étre surpris de ne pas retrouver la relation rencontrée dans de nombreux
exercices : 1 + r = t. Ici, r est le coefficient de réflexion en amplitude pour la sur-
pression et non pour la vitesse particulaire.

Théoréme de la quantité de mouvement a la membrane :
Bilan des actions :
® Forces de pression exercées par la région 1 :

BlSiix =(p, 0.+ p, (0,2))Suy

® Forces de pression exercées par la région 2 : —BzSﬁx = _(Bf (0,))Su,.

La masse de la membrane est m = o8.
La membrane vibre en bloc d'aprés l'énoncé, on a :

1_))membrane = U, 0,1) = Uy 0,1) = u, (0,1)
On applique le théoréme de la quantité de mouvement a la membrane :

d Umembrane

— — S_’
dr (pl Pz) Uy
On a donc :
du, (0,1) B
O’ST = (ﬂi (0,1) +p, (0,1) — r, (0,!)) S
On en déduit :
L (1+r—1)
o—IiWw = r —
Ho€ T



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

(D

Chapitre 23 - Ondes sonores dans les fluides

Equations pour déterminer r et ¢ :

On fait la somme des deux équations :

2=£(z+fﬂ)
s

On en déduit le coefficient de transmission en amplitude pour la surpression :
| 1

k= ow w

1+ 14+i—

2pyc wo

20nC
avec wy = Ho )
o

Le coefficient de transmission est donc un filtre passe-bas du premier ordre.
On pose :

t=texp(iQ)
davec
1

o \2
1+ (%)
Si la pulsation de l'onde incidente est trop grande, l'onde sonore ne traver-

se plus la membrane et toute la puissance de ['onde est réfléchie.

2.
Onde incidente :

[ =

Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :

2
> . p; -
[1; = piujii, = =2 cos® (wt — kx) iy
Ho€

Il faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu-
soidales.

La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :

2
2[1,06'

La puissance moyenne de l'onde incidente est :

- . 1 n?
(P) = ff(n,-)-dSux _ P
2 poc
S
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Onde transmise :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :

2,2
I, = puiiy, = L Pio cos® (wt — kx + @) ity
Ho€
La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :
2.2
~ t*po
)52
2,11,06'
La puissance moyenne de l'onde transmise est :

_ _ 12 p?
””Z[[@Jﬂﬁf=—pws
2 poc
S

Le coefficient de transmission en puissance est :
)

Py (%)2

Le coefficient de transmission en puissance peut s'exprimer en décibels :

f 2
Typ = 10log T = —10 log(l + (7) )

0

On chercher a avoir Tyg = —70, soit :

_ | 12)
70 = 1010g(1 + (fo)

A
1 = =10
+(ﬁ)

On doit donc avoir :

Soit :
. /
0= —F——
f 107 — 1
D'aprés 'énoncé, f = 2000 Hz. On en déduit : fo = 0,63 Hz.
On a vu que :
2
wo = 2 fy = L
On a donc :
2
— % 222 kgm2
27 fo
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Ondes
électromagnétiques
dans le vide

Exercice 24.1 : OPPM dans le vide et vecteur de Poynting

On considere une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se pro-
page suivant I’axe Ox. Le champ électrique est polarisé suivant i,.

1. Etablir I’équation de propagation et en déduire la relation de dispersion.

2. Déterminer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne trans-
portée par I’onde a travers une surface S perpendiculaire a la direction de propa-
gation.

3. Déterminer le flux du champ magnétique a travers un cadre carré de coté
a = 1 m, formé de N spires et situé dans un plan perpendiculaire a u, pour une
fréquence f = 100 MHz.

4. Que se passe-t-il si la fréquence vaut f = 160 kHz ?

Analyse du probléeme

On étudie la propagation d’une OPPM polarisée suivant u,. On verra une méthode

systématique pour établir I’équation de propagation. On pourra en déduire la rela-
tion de dispersion.

Le calcul du champ magnétique peut se faire avec les opérateurs rot E =ik A E ou
rot E = —ik A E puisqu’on a une OPPM. Dans le cas contraire, il faut utiliser
I’équation de Maxwell-Faraday.

Attention a bien revenir en grandeurs réelles pour calculer le vecteur de Poynting.

On va comparer la longueur d’onde a la dimension a du cadre et remarquer que 1’on
peut faire un calcul simplifié si la longueur d’onde est tres grande devant a.

Cours : Définition d’une onde plane progressive monochromatique

On étudie la propagation du champ électrique suivant I’axe Ox.

L’onde est plane si le champ électrique prend des valeurs uniformes pour tout plan perpen-
diculaire a la direction de propagation (ici direction i, ). Le plan perpendiculaire a la direc-
tion de propagation est appelé plan d’onde.
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L’onde est progressive si le champ électrique peut se mettre sous la forme

_ Ey (x —ct)
E=|Ey(x—ct)
E.(x —ct)

On appelle cla célérité de 1’onde.
L’onde est progressive, polarisée suivant iy, donc

E:E(x—cr)ﬁy

L’onde est plane, progressive, harmonique et polarisée suivant i1, donc le champ électrique
peut se mettre sous la forme :

—

E = Eq cos (wr — kx) ity
Pour une OPPM dans le vide, on va démontrer que
w=kc

En notation complexe, on a : E = Epexp (i (wt —kx)) L_iy.

2@ 1. Les équations de Maxwell dans le vide s'écrivent :
Equation de Maxwell-Gauss : div E = JE% =0

Equation de Maxwell-Flux : div B=0

Equation de Maxwell-Faraday : rotE = —%

-

Equation de Maxwell-Ampére : rotB = ,u,of—i— MDEO% = MOEO%
On n'a pas de charges et de courants volumiques.

Cours : Méthode systématique pour écrire I’équation de propagation en électroma-
gnétisme

On calcule le rotationnel du rotationnel du champ électrique ou du champ magnétique. Il
faut connaitre par coeur la formule :

rot (r_’otﬁ) - gr_aﬁ(divﬁ) N

2& On déduit des équations de Maxwell que :

- —_ - = aé
rot (r_>ot E) = grad (divE) — AE = ﬁ(—a)
puisque divE = 0 dans le vide.
On peut inverser les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap-
port au temps puisqu’on a des variables indépendantes. On a donc :

. 3 . B IE
—AE = —— (gtB) = ——(,uoso—)

at ot ot
On en déduit l'équation de d’Alembert :
.1 3%E
AE = vy
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en posant
£0 = —
Hofo = 3
c=73x108m.s™! est la célérité de la lumiére dans le vide.

Cours : Méthode pour obtenir la relation de dispersion
Dans I’exercice, le champ é€lectrique s’écrit en notation complexe :

E = Eyexp (i (wt — kx)) Uy

Il suffit de reporter le champ électrique dans I’équation de propagation pour en déduire la
relation de dispersion.

2& On a alors :
5 . 19%E 1 3 w? s
— 2 = _ L
AE =—kE = 292 C—Q(lw) E——gﬁ
On obtient la relation de dispersion d'une OPPM dans le vide :
k=2
c

Cours : Expression du champ magnétique en fonction du champ électrique

Le champ électrique est de la forme : E = Ep exp (i (wt — kx)) uiy.

Dans le cas d’une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs :
DE o o
8—7=iw§;r0t£=V/\E:—ik/\getdlvgzv-gz—ik-g

Remarque : On peut utiliser une autre convention dans les autres exercices.

Le champ €lectrique complexe peut se mettre sous une autre forme :

E = Egexp (—i (wf — kx)) ily.

Dans le cas d’'une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs
mais avec des signes différents :

BE o - - - - - - — - - —
3—7=—iw£;r_>ot§:V/\E=ik/\£etd_i\>/£=V-§=ik-§
Les opérateurs V = ik ou V = —ik ne sont utilisables que pour une OPPM

avec les coordonnées cartésiennes.

Si on ne peut pas utiliser les opérateurs simplifiés précédents, il faut écrire 1’équa-
tion de Maxwell-Faraday et en déduire par le calcul du rotationnel le champ
magnétique.

2 On a une OPPM. Le champ magnétique se déduit directement de 'équation
& de Maxwell-Faraday :

—
rot

-

aB - — -
= 92 _ _kAE= —(iwﬁ)
a1

|txys
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Finalement, on a :
knE

w

B
On a vu que w = kc. On a également :
= Eo . 4
B=—exp((wt—kx))u,
c

En notation réelle, on a :

—

= - — E -
E = Egcos(wt —kx)uy; B=Re (B) == cos (wt — kx) u,
; 2

On vérifie que le triédre (IE, E B’) est bien direct.

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales.
Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoidal, il faut reve-
nir en grandeurs réelles dés qu’on a le produit de deux sinusoides.

Le vecteur de Poynting est défini par :

- EAB
1=

Ho

1
On a vu que fyeg = —. On a donc :
C

]:[ = = cos? (wt — kx) il
Ho HoC

La valeur moyenne du vecteur de Poynting sur une période est :

- E?
(l_[) = CEOZ ﬁx

1
car la moyenne temporelle de cos? (wt — kx)vaut 5

On considére une surface S orthogonale a la direction de propagation. On
choisit S = Su,.

La puissance moyenne qui traverse la surface § est le flux du vecteur de
Poynting :

- eoE? . coE?
e - ] S - 25
" 2 2
3 S

3. La fréquence de l'onde est = 100 MHz. C'est une onde radio utilisée dans
la bande FM (modulation de fréquence). La longueur d'onde est :

e 3 x 108
A:CT:—:—:
£ 100 x 106

m.
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La longueur d'onde est du méme ordre de grandeur que a. On ne peut pas
supposer que la champ magnétique est uniforme dans le cadre.

On oriente le cadre suivant suivant u..

Le flux du champ magnétique en notation complexe a travers une spire :

-
A

Ey ,
w= f[ ~ exp (i (wt — kx))dxdy
S

On a alors :

a a a  a
Il faut intégrer x entre > et 3 et y entre —> et > Comme les variables

sont indépendantes, on a le produit de deux intégrales :

Eo al2 al?
= — exp (iwt) (/ exp (—ikx) dx) (f dy)
- ¢ —a/2 —a/2

On a alors :
E al2
= ool exp (iwt) exp (—ikx)dx
- ¢ —a/2
Ega _ |:exp (—ikx):r/2
= —exp(iwt) | ————
Soit :

p= EO; exp (iwt) (exp (—ik%) — exp (ik%))

—ikc
En simplifiant, on obtient :
0d

E k 2FE k
[ ey exp (2iwt) (21’ sin (;)) = kga exp (iwt) sin (;)

Il reste a prendre la partie réelle pour obtenir le flux réel :

2Epa . ka s (W)
= mn — ] COS (W
77 ke 2

Le flux du champ magnétique a travers les N spires est :

2NEya . (ka
o = sin | — ] cos (wt)
kc 2

4. La fréquence de l'onde électromagnétique est f = 160 kHz. C'est une onde
radio utilisée dans la bande AM (modulation d'amplitude). La longueur d'on-

3x 108
deest: \=cT=5=_""""_ _ 1875m.
160 x 103

265



Partie 6 - Ondes

La longueur d’onde est trés grande devant la dimension du cadre. Sur une
distance de 1 m, le champ magnétique est quasi uniforme et quasiment la
méme valeur qu'en x = 0. On peut alors calculer le flux plus simplement que
dans la question précédente.

® = Nf/ BdS=NBS=N (% cos (wt)) (a®)
S

On peut effectuer un développement limité de la relation trouvée dans la question
précédente puisque

ka 27” _ Ta &
2 T 29T
On retrouve bien le méme résultat :
2NEga . [ka 2N Epa ka Eg )
= sin| — ) cos (wt) ~ — cos (wt) = N— cos (wt) a
kc 2 ke 2 &

Remarque : Il est important de bien raisonner sur la longueur d’onde. Si la lon-
gueur d’onde est tres grande devant la dimension du cadre, on peut supposer que le
champ est magnétique est quasi uniforme au niveau du cadre et le calcul du flux du
champ magnétique est beaucoup plus simple.

266

Exercice 24.2 : Propagation guidée et relation de dispersion

On considere deux plans parfaitement conducteurs, paralléles au plan Oyz, d’abs-
cisses x = 0 et x = d. Une onde €lectromagnétique se propage dans le vide sui-
vant i, entre ces deux plans. On appelle ¢ la célérité de la lumiere dans la vide.
1. Etablir 1’équation de propagation.
: —=r : -

2. On cherche le champ électrique sous la forme £ = E(x) exp (i (wt — kz)) u,.
Etablir la relation de dispersion. Montrer que 1’on doit avoir une fréquence supé-
rieure a une fréquence minimale f;, pour avoir propagation de cette onde.
Déterminer f,ij, en fonction de ¢ et d. Quelle est la nature de [’onde ?

Analyse du probléme

La méthode systématique pour établir I’équation de propagation est de calculer le
rotationnel du rotationnel du champ électrique. On en déduit une équation différen-
tielle sur E(x). On a des conditions aux limites qui imposent des contraintes sur le
champ électrique et qui permettent d’en déduire la relation de dispersion.

1. On calcule le rotationnel du rotationnel en utilisant les équations de Maxwell :

2 - . 3B
% (14 E) = gad (aivE) - aF = wi( -7 )

%

puisque dans le vide divE = 0.
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On peut inverser les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap-

port au temps puisqu’on a des variables indépendantes. On a donc :
B} 9 B 9 OE
_AE=-2Z (StB) = HoS0
ot at

On en déduit 'équation de d’Alembert :

a1 I’E
2 32
en posant
|
0 = —
Ho<0 C2

c=73x 103 m.s™! est la célérité de la lumiére dans le vide.

2. On cherche le champ électrique en notation complexe de la forme :

— -
E = E(x)exp (i(wt — kz)) uy.

On remplace le champ électrique dans l'‘équation de propagation et on

calcule les différents termes.

Attention au calcul du Laplacien en coordonnées cartésiennes.
Le Laplacien scalaire est :

AU — U | *U i U (5, %)U
- 9x2 9y? 32
Le Laplacien vectoriel est :

Bzax Bzax Bzax
Adx = 9x2 ° ay? i 0z2
" Bzav Bzay Bzay
Sa = Say= ax2 & dy? i 972
Ag. — %a;  0%a, 2 9%a;
T ax2 0 9y? o 3z

Cette formule sera souvent utilisée pour la propagation des ondes.
On ne peut pas généraliser cette formule en coordonnées cylindriques et sphériques.

Le Laplacien vectoriel du champ électrique est :

2 2 2
0’E, 9E, O'E,

AE, = :
=Y 9x2 + dy? T 972
d’E
— dxgx)exp (i (wt —kz)) — k*E (x) exp (i (wt — kz))
On a également :
azﬁ 2 =
o
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On remplace dans l'équation de propagation :

)
- fxgﬂ exp (i (wt —kz)) — K’E (x) exp (i (wt — kz))
2
= —%E (x)exp (i (wt —kz))

On en déduit l'équation différentielle sur E(x) :

2 2
£ fxgx) + (% = k2) E(x)=0

Conditions aux limites
On applique la continuité de la composante électrique pour x =0 et x = d.

Premiére condition pourx =0 :

Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour x = 0, le champ est
suivant i, donc tangent au conducteur. On doit donc avoir :

EQ)=0

Deuxiéme condition pourx =d :

Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour x = d, le champ est
suivant u, donc tangent au conducteur. On doit donc avoir :

Ed)=0

Plusieurs cas pour la résolution de l'équation différentielle :

2

) w
Premier cas : — — k* < 0
2
2

w
On pose Q% = g + K=,

¢
L'équation caractéristique est :

r2—Q2=0

2 Attention a ’écriture de I’équation caractéristique. Il ne faut pas écrire

r2—Q%r =0
2 On a deux racines réelles : r| = Q2 et rn = —Q.
& On a des solutions de la forme :

E(x) = A chQx + B shQx

Ne pas utiliser cette forme si la distance entre les deux plaques est considérée
@ comme infinie. On utilisera des solutions de la forme :

E(x) = A’ exp(Qx) + B’ exp(2x)
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On doit avoir E(0) = 0= A et E(d) = Bsh(Q2d) =0, soitA =B =0.
Le champ est toujours nul. On n’a pas de propagation d’onde.

W2
Deuxigme cas : — — k> =0
c
La seule solution est d'avoir un champ nul.
. es w? 2
Troisieme cas : — — k" >0
c
2
w
On pose Q> = — - k2.
c

E(x) se met alors sous la forme :
E(x) = A cos Q2x + B sin Qx
On a deux conditions aux limites :
e F(0)=0,doncA=0.
e E(d) = 0. On doit donc avoir 2d = n7 avec n entier positif.
On a une condition de quantification :

s
QL=n—
d
On en déduit la relation de dispersion :
2 w_2 B n’m?
2 d?
Pour avoir k% > 0, il faut que :
2 22
27 R
. 47T2f2 n27r2 o
Soit : —5— > . La condition est donc :
c d?
c
> n—
/ 2d

avec n entier positif.
Le champ électrique est donc :

-

n x -
E = Ey, sin (%) cos (wt —kz) uy

Le champ électrique est une onde progressive monochromatique polarisée
suivant i .
'onde se propage dans la direction u,. Si on considére un plan z = cte, le
champ électrique n’est pas uniforme car il dépend de x.
Le champ électrique n’est donc pas une onde plane.
La fréquence minimale pour avoir propagation de l'onde est :

C

2d

f ;nin =
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Exercice 24.3 : Propagation guidée et vecteur de Poynting

On considere deux plans parfaitement conducteurs, paralleles au plan Oyz, d’abs-
cisses x = 0 et x = d. Une onde électromagnétique se propage dans le vide entre
ces deux plans. On appelle ¢ la célérité€ de la lumiere dans la vide. Le champ élec-

: = . (TX =
trique est de la forme E = Ej sin (F) cos (wt —kz) uy.
1. Calculer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne transportée
par I’onde a travers une surface dS perpendiculaire a la direction de propagation.

2. Représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonc-
tion de la pulsation. Interprétation physique.

Analyse du probléme

Pour calculer le champ magnétique, on ne peut pas utiliser les opérateurs V =ik ou

V = —ik caronn’a pas une OPPM avec les coordonnées cartésiennes. I1 faut utili-
ser I’équation de Maxwell-Faraday.

La relation de dispersion s’obtient en reportant le champ électrique dans 1’équation
de propagation.

2& 1. On remarque que le champ électrique est nul pour x =0 et x =d. La

composante tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour x = 0 et

x = d puisqu'on a un conducteur parfait.
L'équation de Maxwell-Faraday s’écrit en notation complexe :

0 0 _BE), aﬁx
aé aax 8Z aaB[
ﬁE=—:=—/\EY=O e
ot ay 7
ad 0 IE, _3§z
az Ox ot
Calcul de B, :
0B oFE :
a_tx = _a_; = —ikEy sin (%) exp (i (wt — kz))

On a donc :

k
B, = —5Eo sin (Z—X) exp (i (wt —kz))

En grandeurs réelles, on a :

k
B, = ——Ejsin (E) cos (wt — kz)
w d
Calcul de B; :

dB, oE, 5. E ( x) 2 e —ka))
= — = —Ep— cos (7= ) exp (i (wr —
ot ox 0 “B\Ty) %P ¢
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On a donc :
E
B. = 0z cos (W%) exp (i (wt —kz))

iwd

B el o)

En grandeurs réelles, on a :

B Hsm (x) in (wr — kz)
g = ——— —) sin (wt —
; —~ cos () sin(w 4

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales.
Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoidal, il faut reve-
nir en grandeurs réelles dés qu'on a le produit de deux sinusoides. Par contre, le
calcul du champ magnétique a partir de I’équation de Maxwell-Faraday peut se
faire en notation complexe ou en notation réelle car les équations de Maxwell sont
linéaires.

EAB
Ho

M=

k
| - ——Ej sin (71'3) cos (wt — kz)
— — | Epsin (—) cos (wr —kz) Al w
Ho 0 d —iE cos (ﬂ'f) sin (wt — kz)
0 p Z
La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
0

= 0

(1‘1): k oo X

Ej sin (7?—)
2 pgw d

puisque {cos (wt — kz) sin (wt — kz)) = 0 et (0032 (wt — kz)) =5
La seule composante non nulle du vecteur de Poynting correspond a la direc-
tion de propagation de l'onde.

On considere une surface dS = dS i, orientée dans le sens de propagation
de l'onde.
La puissance moyenne transportée par cette onde est :

- kdS
dPpoy = (H) . d_g’ = 5 E(z) sin? (7T g)
Fo

w
2. La vitesse de phase est : vy = T

Il faut déterminer la relation de dispersion pour exprimer la vitesse de phase
en fonction de w. Pour cela on reporte le champ électrique

-

E = Ej sin (Z—X) cos (wt — kz) iy dans l'équation de propagation.
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Dans le vide, l'équation de propagation est :

N 3°E
T2 912
On projette sur iy, :
2
T X X
——FEp sin (—) cos (wt — kz) — k> Ey sin (—) cos (wt —kz
~ Eosin (=) cos ( ) — K Eq sin (= ) cos )
2
w TX
= ——F sin (—) cos (wt — kz
= ko 7 ( )
On a donc :
k2= w_z — 7r_2
2 g2
Il faut avoir k2 > 0. La pulsation w doit étre supérieure wmin définie par :
e
Wmin = g
La vitesse de phase peut se mettre sous la forme :
w w c

La vitesse de groupe est :

dw
Ug = @

Remarque : On peut calculer plus simplement la vitesse de groupe avec la diffé-

22
rentielle de la relation de dispersion : k* = — — =

c d

2& On obtient :

2wd
2kdk = =22

c

On en déduit que :
vgv¢ = 02

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de
w
groupe en fonction de .
Win
La vitesse de phase correspond a la vitesse de propagation d'une onde
qui n‘a pas de réalité physique. Le champ électrique

—

X - B} e
E = Ejsin (7) cos (wt — kz) u, est une onde « éternelle » définie entre

t = —00 et t = 4o00. Il ne faut donc pas étre surpris de trouver une vites-
se de phase plus grande que la vitesse de la lumiére.
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3c

2,5¢
2c

1, 5¢

0, 5¢

0 1 2 3 4 o

Wmin

La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis-
persif. Des ondes a des pulsations différentes ne vont pas se propager a la
méme vitesse.

La vitesse de groupe est inférieure a c. Cest tout a fait normal puisqu’elle
correspond a un transport d‘information. Cest la vitesse de la créte du
paquet d’ondes en l'absence de grande déformation du paquet d'ondes.

Exercice 24.4 : Cavité résonante*

On considere deux plans disposés en z = 0 et z = —£. Un champ électromagné-
tique peut se propager entre ces deux plans. On appelle r le coefficient de réflexion
pour le champ €lectrique avec —1 < r < 0. Un dispositif non représenté crée en
z = —£ at =0 une onde incidente E; = Eqexp (i (wt — kz)) it,. On note E, le
champ électrique se propageant dans le sens positif, aprés avoir subi une réflexion
sur P(0) puis une sur P(—£). On pose ¢ = 2kl, R =ret Iy = E(z).

(=)

£
T
=
N’

SONNNNANNN

SOONNNNNN

1. Ecrire I’expression de El al’aide de Ey, R, ¢ etexp (i (wt — kz)).
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2. Ecrire de méme 1’expression des champs E or E Ao E , S€ propageant dans le
sens positif apres_avoir subi respectivement : 2 réflexions en P(0), 2 réflexions
en P(—£) pour E,, 3 réflexions en P(0), 3 réflexions en P(—¢) pour Ej, n
réflexions en P(0) et n réflexions en P(—£) pour E, .

o0

3.0Onpose £ = ZEH. Exprimer a I’aide de Eg, R, ¢ etexp (i (wt — kz)) I'am-
n=0

plitude A de E Onpose I =A-A%etly= ES. Exprimer I’intensité 7 a 1’aide

de Iy, R et ¢». On représente les courbes ) pour R = 0,2 et pour R = 0,96.

0
Calculer le contraste pour les deux courbes ?

I(¢) I($)
600 | ™ 2 4o
1,8
500 L6
400 R=0,96 L . R=0,2
300 e
0.8
200 0,6
0.4
100 L JL 0.2
— 0 2 4 6 =5 0 2 4 6
0 0

4. Déterminer pour R = 0,96 les fréquences pouvant se propager avec une inten-
sité non négligeable. Quel est I'intérét du dispositif ?
Application numérique : ¢ = 3,0 x 108m.s™'; ¢=0,30m ; R =0,96.

Analyse du probleme

Dans ce probleme, on étudie I'influence du coefficient de réflexion sur le champ
résultant dans une cavité et montrer que 1’on peut avoir des champs électriques avec
des amplitudes importantes et retrouver des ondes stationnaires étudiées dans
I’exercice précédent.

On a une OPPM qui se propage dans le vide. On a établi dans I’exercice précédent
I’equation de propagation et la relation de dispersion : w = kc.

Z& 1. On considére une onde incidente de la forme : Egexp (i (wt — kz)). Elle

arriveen z =0 a linstant r =t = —.
&

Pourt > 1 :
On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme :

(o (-2) )
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¢ £
2 Cette onde n’existe que pour ¢ > —. On a un décalage temporel de — par rapport a
C C

I’onde incidente. On a bien +kz car I’onde se propage suivant —i..

En développant, on a :

14
rEq exp (i (wt +kz — w_))
c

D'aprés ['énoncé, on a :
wl ke
— = —{ =kl = ?
£ c 2

Londe réfléchie peut se mettre sous la forme :

rEg exp (i (wt + kz — g))

Cette onde arrive en z = —£€ pourt =1, = 2—-.
&

Pourt >t :
On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme :

cren( (- 2) )

14 £
Cette onde n’existe que pour f > 2—. On a un décalage temporel de 2— par rapport
c ¢
a I’onde incidente. On a bien —kz car I’onde se propage suivant +u_.

2& L'onde peut s'écrire :

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

r?Eg exp (i (wt —kz — @))

D'aprés l'énoncé, on pose R = r2.

Le champ électrique El peut se mettre sous la forme :

—

E, = REyexp (i (wt —kz — @)) tiy
2. Cette onde arrive en z =0 pour t = t3 = 3—.
¢
Pourt > t3 :
On a une troisieme réflexion en z = 0. Le champ électrique est de l'onde

réfléchie est :
3kl
r3 Eg exp (i (w (I — —) + kz))
¢
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On a donc :

3
r3Ey exp (i (wr + kz — ;))

12

Cette onde arrive en z = —£ pour t = t4 = 4—. Le champ électrique est de
C

l'onde réfléchie est :

Pourt > t4 :

On a une quatriéeme réflexion en z = —¢. Le champ électrique est de l'onde

réfléchie est :
4kt
r*Ey exp (i (w (r — —) — kz))
C

r*Eq exp (i (wi — kz — 2¢))

Le champ électrique Ez peut se mettre sous la forme :

On a donc :

E, = R*Egexp (i (wt — kz — 29)) il

-

On peut généraliser facilement et en déduire le champ électrique E, qui
peut se mettre sous la forme :

E, = R"Egexp (i (wt —kz — ne)) iiy
3. Le champ résultant est :
E = Epexp (i (wt — kz)) [1 + Rexp (—i¢) + R* exp (—i2¢)
+...+ R" exp(—ing) + ]

On peut mettre le champ électrique sous la forme E = A exp (i (wt — kz2))
avec A qui correspond a la suite géométrique.
Lamplitude du champ résultant est :
Ey
I — Rexp(—io)

puisque R < 1 et lim R" — 0.

n—0Q

A=

Lintensité est :

I=AA"= £ =
a5 T (1 —Rexp(—iﬁb)) (1_Rexp(igb))
Eg

T 1_Rel?— Re 9+ R2
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On obtient :
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Iy
I =
14+ R —2Rcos ¢

en posant : Ip = ES.

Le contraste est défini par :

Imax — Imin

Calcul de /ax + Iin ¢

On a donc :

- Imax'i‘lrmin
[ s IO
Imax est obtenu pour ¢ = 0, soit I = [+ R2_2R
Iy
Inin est obt =, S0it Imin =
est obtenu pour ¢ = 7, soit Inin 1+ R2+ 2R
Imax + Imin = = + ;
max mln_1+R2—2R 1—|—R2—|—2R
lo[1 + R+ 2R + 1+ R* —2R]
- (1 —R)>(1+R)
21y (1 + R?
I|na)(+1mi1'l 0( )

T U=R12(+R)

Calcul de 7ux — Imin ¢

On a donc :

Iy Iy
1+R2—2R 1+ R2+2R
Iy[l+R*+2R—1—R*+2R]

(1—R?*(1+R)?

Imax - ]min =

4R 1y
(1 — R)* (1 + R)?

Imax = Imin —

Le contraste vaut :

Pour R = 0,

Pour R = 0,

Tmax — Tin _ 2R
Imax + Iiin . <f R?

Im'x
96 : C = 0,999 et I“ = 625.
0

Tmax = 1,56.

2:C =038 et
Iy
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On a un contraste bien meilleur pour R = 0,96. On a une résonance trés
précise.

4. On cherche les fréquences qui peuvent se propager.
Pour avoir une intensité qui ne soit pas négligeable, il faut avoir

2 4 47l
p=2nN =2kt =2 ¢ =""¢=""2,
A cT c
La condition sur la fréquence est :
V= iN
20

Application numérique pour N =1 : v = 500 MHz.

Les fréquences multiples de 500 MHz donnent donc tres rapidement des
ondes stationnaires d’amplitude non négligeable (voir exercice précédent ol
on cherche directement la solution sous la forme d'ondes stationnaires).

On a donc une cavité résonante avec amplification du signal d’entrée.

Interprétation qualitative :
e Soit 2¢ = ct’ avec t’ le temps mis a parcourir la zone d'interaction. Si le
2
signal a une période égale a —, l'onde qui subit deux réflexions est en
c

phase avec l'onde incidente. Le champ résultant sera donc plus grand que
le champ de l'onde incidente. Comme le coefficient de réflexion est proche
de 1, peu d'énergie est perdue a chaque réflexion. Il faut donc un trés
grand nombre de réflexions avant d'avoir une amplitude négligeable. On
a vu que lintensité est 625 fois plus importante que lintensité de l'onde
incidente.

20
e Si la période du signal est N fois plus petite que —, ou une fréquence N
c
c
fois plus grande que 2 on a encore une amplification du signal.

C
® Par contre, si la fréquence de l'onde incidente est différente de Nﬂ’ [in-

tensité résultante est quasi nulle. On a une amplification trés sélective.

Remarque : On peut calculer la largeur a mi-hauteur définie par

2 2

A¢ I max Loy - L, .
I — | = . On peut en déduire la largeur Av en fréquence avec la relation

Av

Agc . o .
= e our avoir une résonance tres précise, il faut donc allonger la cavité.
T

¥

Pour réaliser un laser, on utilise une cavité résonante constituée de deux
miroirs.
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Absorption
et dispersion

Exercice 25.1 : Effet de peau et ARQS magnétique

Une onde électromagnétique se propage dans 1’air dans le demi-espace x < 0
vers un conducteur métallique de conductivité ~, de perméabilité p = pgpu,

et de permittivit€é o, occupant le demi-espace x > 0. L’onde incidente
E, = Egexp (i (wt —kx))u, donne naissance a une onde réfléchie

~

ER = Egg exp (i (wt +kgx)) i, et a une onde transmise

E; = Eyyexp (i (wt — kgx)) it (kg est réel alors que Eg, Egr et ky sont a

w 2 2eqw
priori complexes). Onpose d = | — eta = :
g Sy Y Ky

1
= 0 F-om!';py=4rx10"7 Hm™' ; g, =102 ; y=10" Sm~!
m

f=10kHzetc =3 x 103 m.s™!,

1. Montrer que la densité chimique de charges p(M.t) tend tres rapidement vers
0. On considere que p(M,7) = 0 par la suite.

2. Pour quelle gamme de fréquences les courants de déplacement dans le métal
valent moins de un pour cent des courants de conduction ? On travaillera dans
I’ ARQS magnétique par la suite. Etablir la relation de dispersion. Interpréter phy-
siquement la partie réelle et la partie imaginaire de k. Calculer 6.

€0

3. Les champs magnétiques complexes incident, réfléchi et transmis s’écrivent :
B, = a;Eyexp (i (wt — kx)) iy, B, = arEgp exp (i (wt + kgx)) iy et
ET = ar exp (i¢y) Egp exp (i (wt — kyx)) iiy. Exprimer les coefficients a;, ar,
ar et le déphasage ¢+ en fonction de ¢, w et d.

4. Ecrire les relations de passage pour les champs électrique et magnétique dans
le plan x = 0 et trouver deux relations entre Eyp, Eq7, Eo et . Montrer que

a < 1. Exprimer ET(M,I) dans le métal.

Analyse du probleme

On étudie la propagation d’une onde dans un métal de conductivité finie. En écri-
vant les équations de Maxwell, on trouve I’équation de propagation et la relation de
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dispersion. Dans une certaine gamme de fréquences, on simplifie la relation de dis-
persion. On a une onde qui s’ atténue trés rapidement dans le métal. On met en évi-
dence une profondeur de pénétration dans le métal qui correspond a la partie ima-
ginaire du vecteur d’onde.

2& Y s ——
k; ks
2 g_)a:
0 €
air métal
<«
ky

1. Les équations de Maxwell s'écrivent :

divE =2
divB=0 _
> 0B
TotE = ——
ot .
—> = - dE
rotB = pj + peo—

at

@ Attention : la perméabilité vaut . et non py.

La loi d'Ohm locale s'écrit :fz ’w/é.

W -

0
L'équation de conservation de la charge est : div (]) + a—f =
p | . =\ _ 0p 7
Onadonc: — +d (E):— —p=0.
at taviy at + Eop

L'équation différentielle vérifiée par p est :

€0
Ve T= —.
i

—t
La résolution donne : p = p, exp (—) avec 7= 8,8 x 107! s. Au bout
T

de quelques 7 on peut considérer que p = 0. On pourra donc supposer par
la suite que le conducteur métallique est globalement neutre.
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2. Condition pour étre dans 'ARQS magnétique

On cherche la condition pour négliger les courants de déplacement, c'est-a-
dire a se placer dans le cadre de UARQS magnétique (approximation des
régimes quasi stationnaires). On doit avoir :

- BE : =
JD ”50? _ ”EO“‘}E” _eow _ o2mf 1
2 B I IR
La condition pour étre dans 'ARQS magnétique est donc : f < 7 , soit :
20071’80

f<1,8%x 10" Hz
Equation de propagation

La méthode est de calculer le rotationnel du rotationnel du champ élec-
trique.

rot (r_>ot1§) - gr_aﬁ(divé) _ AE

On a donc :

- 9B 3 . ) R
—AE =tot[ —— ) = —— (1%%[3) = —— (,u,'yE)
at t at

On obtient l'équation de propagation :

= oE

On obtient une équation de diffusion. Elle est irréversible parce qu'on a
une dérivée premiéere par rapport au temps. C'est prévisible puisqu'on a une
dissipation d'énergie par effet Joule dans le métal a cause de la conductivi-
té finie.
Remarque : On rencontre plusieurs phénomenes diffusifs en physique : diffusion
thermique, diffusion de particules, diffusion de quantité de mouvement au sein des
fluides visqueux, effet de peau en électromagnétisme...

2 P, Relation de dispersion

La méthode générale pour obtenir la relation de dispersion est de remplacer
E; = Eyp exp (i (wt — kyx)) i, dans Uéquation différentielle précédente
en utilisant la notation complexe.

—

. oE - .
AE = py—= = (—kr) E = piwE
Ona: @2 = —(uyiw) = i’ (uyiw).
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@ 1l faut penser a écrire : que —1 = i pour pouvoir écrire par la suite la racine car-
rée.

On a donc :

%

: 3
k, = Xexp (%) J yw exp (%) = texp (%) V pyw
i37r) /2 A2

Commeexp| — | =——+i—, 0na:
p(4 2 T

|
On a deux solutions : k;y = — + —etky, = 5 5 avec d= [—.

Solution n°1 :

Le champ électrique peut se mettre sous la forme :

Ep; = Egry eXp (i (Wf = (%1 i %) X)) Uz
(B e )

On a une onde amortie qui se propage dans le sens des x < 0.

Remarque : On a bien un amortissement car x diminue quand 1’onde se propage.

Solution n°2 :

¥

Le champ électrique peut se mettre sous la forme :

ETZ = Eyrp exp (i (W’f — (% - %) X)) Uz
= Eyr exp (%x) exp (i (wt - %))

On a une onde amortie qui se propage dans le sens des x > 0.
La seule solution physiquement acceptable est la solution n°2 puisque le
métal est illimité et qu'il ne peut donc pas y avoir d'onde réfléchie dans le
métal. On a donc :
I i
570
La partie réelle correspond au terme de propagation.

La partie imaginaire correspond au terme d’amortissement.
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La vitesse de phase est la vitesse de propagation de cette onde dans le milieu :

PIL B &.
" Re(ky)  Vmv

La vitesse de phase dépend de la pulsation. Les différentes ondes ne se pro-
pagent pas a la méme vitesse. On dit que le milieu est dispersif.
o0 est appelé la profondeur de pénétration dans le métal.
Au bout de quelques 4, le champ électrique a une amplitude négligeable
dans le métal.
Application numérique :

0 =150 ym

3. Dans lair, lindice vaut 1. La relation de dispersion s'écrit pour une onde
plane progressive monochromatique (OPPM) : w =kc. On a : k; = ku, et
kr - _kﬁx. SO'it :

On a des OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut donc utiliser les

-

k

kel = |ki| =

-

opérateurs : r_>0tE =—ikNE et 8_? = iwk.

Il faut bien lire I’énoncé, car il existe deux conventions pour I’écriture en com-
plexes !!!

-5

kAE

Pour une OPPM, on a : E =

. On en déduit les champs magnétiques :
w
- ki AEpexp(i (wt —kx))u, kE .
B, — Xx N Boexp(( ) ¢ — 20 exp (i (wt — kx)) iy

o .

—

w
BR _ —kiiy A Eyp exz(i (wt + kx)) u, _ k%OR exp (G (wt + kx)) i,
E:r = p ihe A By expg (t — krx)) & = —% exp (i (wr — kpx)) idy
Dans le conducteur, on a : ky = L i = L 2 exp (ﬂ) d'ou
- b o0 0 4
kr —V2 —im\ V2 i3m
“E- () =S e (F)
On obtient finalement :
—1 V2 3
di = — ;AR = aT=E;¢T—T
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Dans les exercices, il faut bien lire 1’énoncé et regarder si on utilise le modele du
conducteur réel, pour lequel la distribution de courant est représentée par un vec-

teur densité de courant volumique j non nul (méme s’il ne prend de valeurs signi-
ficatives que dans une petite €paisseur au voisinage de la surface) ou le modele du
conducteur parfait pour lequel la distribution de courant est représentée par un

vecteur densité de courant surfacique jg.
Ici, la conductivité est finie. On utilisera les relations de passage en x = 0 avec

js=0eto=0.

4. On écrit les relations de passage pour le champ électrique et le champ
magnétique en x = 0.

Cote 1:
x = 07. Le champ électrique est : E, = ET
Coté 2 :
x = 07. Le champ électrique est : E, = E, + E,
On a donc :
- - T 5
E,—E,=—nj2=0
— - 80—» -
B, — B, = pgjs Ani»2=0
D'oll
Eo+Egg = Eyr
—Ey E, 1
=0K _ — {-1¢HE
c v e w5( +0) Egy
soit
Eo+ Egg = Egr
¢
—FEy+Eqp=—(—14+0) E
0o+ Egr wd( ) Eyr
c c 1
avec — = etc = ‘
wd ) /Z0lk0
w ——n
HR oYW
c 1
Onadonc: — = (¥ — 2
wod 2s0w o
2e0w
Onaa= 0
Y
r IE .7
TR 174 B G5 B G
D'aprés la question 2) : || == || = — = —— = £ ,
el Fe T

|
c'est-a-dire = g =y
V v 10
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2 | >
On en déduit que o = Ll o —L soita < 1.4 x 1072.
wy - 104/100

Le systeme a deux équations et deux inconnues s'écrit :

Egr + Eo :%ozq )
—Jt
Egp— Ey="———=
LZ0R 0 a Lor
En faisant la différence des deux équations, on a :
(a+1—1)
2Ey = Eyp—m
0= Z=or o
ot Ey 2 20  2a(+4i)
Eob a+1—i 1-i 2
> :
Dot =2 = a2 exp (E)
Ey
0 r I i
navuquek, =—-—-.
=573

® Si v— 00, on a le modéle du conducteur parfait, L'épaisseur de peau
0 — 0 et & — 0. Londe ne pénétre pas dans le métal. On a vu dans le
cours que l'on a alors des courants en surface. Puisque E,; — 0, alors

Eyr = —Ep. Toute l'onde incidente est réfléchie.

e Si~y est finie, on a une onde qui peut pénétrer dans le métal mais elle est

atténuée.
i

Ey; = Epav/2 exp (1) exp (i (wr — kyx)) i,

4
5

kv = —
avec k, 5
On a donc :

Eyr = Eoa/2 exp (%) exp (i (wr — %

Finalement, on a :

Eyr = Egaﬁ exp (%T) exp (_TX) exp (i (

Exercice 25.2 : Plasma

a(l+i)

On étudie la propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma globale-
ment neutre constitué de N électrons libres par unité de volume de masse m et de
N ions positifs par unité de volume de masse M. Une onde électromagnétique

E = Eg exp (i (wt — kz)) ii, se propage dans ce milieu. On pose w

suppose que M > m.

2
p

N2
:—e.On

meo
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€0

~ 367 x 10°

1
Fm';:e=16x10"C;N=1,22x 10" électrons/m?

c=3x108m-s';m=91x10"3"kg

1. Montrer que 1’action du champ magnétique sur un électron est négligeable

devant celle du champ électrique. Exprimer les vecteurs courant de conduction .

et courant de déplacementid en fonction de E , W, wp et gg. Etablir I’équation de

propagation et la relation de dispersion.

2. Montrer que la fréquence de 1’onde doit €tre supérieure a une fréquence de
coupure f. pour avoir propagation. Calculer f.. Dans le cas ou il y a propagation,
représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonction
de la fréquence. Exprimer I'indice dans le plasma en fonction de w et w),.

Analyse du probléme

On étudie la propagation d’une onde dans un plasma. On ne cherche pas comme
dans I’exercice précédent sur I’effet de peau a négliger les courants de déplacement.
Pour obtenir la relation de dispersion, il faut établir 1I’équation de propagation avec
les équations de Maxwell et ensuite remplacer le champ électrique dans 1’équation
de propagation.

Pour que 1’onde puisse se propager, on verra que la pulsation doit étre supérieure a
une pulsation de coupure. On verra I’application dans I’exercice sur la traversée de
I’interface atmosphere - ionosphere.

%

1. On écrit le PFD a un électron de masse m dans le référentiel
(O iy, iy, @i, t) galiléen :

di E +qgv, AB
m— = Ve
ar q q

® Le poids est négligeable devant les autres forces.
® 0On néglige les interactions entre l'électron et les autres particules qui
sont parfois modélisées par une force de frottement fluide.

E
® |'ordre de grandeur du champ magnétique est || B| =~ ——. On a donc
G
Hqﬁe A B v E v
— A %~ ~ T &« 1. 0n peut donc négliger la force magné-
HqE qgcE &

tique devant la force électrique.

On utilise le régime sinusoidal forcé. Il faut faire attention a bien lire ["énon-
cé: E = Egexp(i (wt —kz))iiy et non E = Eg exp (—i (wt — kz)) iiy.
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Remarque : Il n’y pas de constante d’intégration quand on travaille en régime sinu-

Chapitre 25 - Absorption et dispersion

-

. . v . -
Le vecteur vitesse est de la méme forme : d—: = iwv,. On note le complexe

i et non j pour ne pas confondre avec le vecteur densité de courant volu-

mique.

soidal forcé.

¥

-

v - L - —ekE
On adoncmd;: =imwv, = qE = —eE, doll v, =

imw
Le vecteur densité de courant de conduction volumique s'écrit :

ic = Z iy = Z MGy
k k

On a deux types de porteurs de charges mobiles : les ions positifs (notés i)

de charge +e et les électrons de charge —e.
Onadonc:j = N (—ed, +eb;).
ek

iMw

0 |_ 7—N 82 4 62 _N€2 1+1 E‘
naaors: J. = imwe IMw Ciw\m M)~

_Ne* (1] REAY:
iw \m M)
car d'aprés l'énoncé M > m.
On néglige donc l'effet des cations pratiquement immobiles.
- Neé? - _N€2 soé —if:"ow2

Onadonc:j = —FE =—i— —FE = —2"F puisque wf, =
—¢ 1mw meg w w

On peut démontrer comme pour les électrons que : v, =

|t

® Le vecteur densité de courant de conduction volumique vaut donc :

)
Jj =~E avecy= L
c — — w
e |e vecteur densité de courant de déplacement vaut :
- _ WE_ . -
=ecp— =iweggkE.
Iy =07 0E
Le rapport des deux densités de courant vaut :
T
.— = : = 2
Jy [weg w
L'équation de Maxwell-Ampére s'écrit :
= 2 oE e 2
rot B = poj + #0505 = Ho (Jc + Jd)-
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o j dans l'équation de Maxwell-Ampére désigne le courant de conduction,
noté fc dans l'exercice.

—

- OFE
e j; désigne le courant de déplacement. Il est égal a 805.

On en déduit d'aprés la question précédente :

- . —u? B, w? B,
rot B = i (ic +id) = #0(7 + 1)10, = #0(1 - E)WEOE

Soit :

c? ot
Pour trouver la relation de dispersion, il suffit de remplacer Uexpression du
champ électrique dans l'équation de propagation.

rot (ﬁ E) = gr_ac>1 (div I__*f) — AE cardiv E = 0 avec un plasma globale-
ment neutre.
On a alors :

> | w% >
oB - 0 — — 0E
ot — =) = —AE = —— w2 77
ot ot > ot
On en déduit l"équation de propagation :
w? -
1 — 5 0°E
2 02
On remplace E = Egexp (i (wt —kz)) u, dans l'‘équation de propagation
écrite en notation complexe pour en déduire la relation de dispersion :
2 — 1 - w_% 2 -
_ w
ei= 2 (),

AE =

2.

* Si w < w, alors k* < 0. k est imaginaire pur. On a une onde évanescen-
te. Il n'y a pas de propagation.
® Siw=uw,alors k =0. Il n'y a pas de propagation.

* Siw>w, alors k* > 0 et k > 0. On a une propagation.
2

. w w P
Si w > w,, alors k* =~ — etk = —. Tout se passe comme si on était dans
c c

le vide. Le courant de conduction étant nul : v — 0. La pulsation est trop
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grande. « Les électrons ne peuvent plus suivre » et ne se déplacent quasi-
ment plus.

Ne?
La pulsation de coupure est donc w, = w, =,/ ——. On en deéduit la fré-
megy

quence de coupure :
1 [Ne?
2w\ meg

fc':fp

On étudie les pulsations w > w), pour lesquelles il y a propagation d’une

onde électromagnétique. On a un filtre passe-haut.
Application numeérique :
fe = 9,9 MHz

La vitesse de phase vaut :

w w C
Ud,:—: =

k w? w?
J£0-2) J0-2)

c
Lindice est défini vy = —. On en déduit donc :
n

2
w
n=|1-2%
w

dw w? w? 2w
La vitesse de groupe vaut : v, = T Or k* = ( — —p) == 2

2 w? c2 2
2wd
On écrit la différentielle ;: 2kdk = wzw.
c
On a donc : Vv = ¢

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de

w
groupe en fonction de —.

Wp
V

3¢
2, 5¢

2c
1, 5c | o

c

Vg
0, de
0 1 2 3 4 w
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La vitesse de phase correspond a la vitesse de propagation d'une onde qui na
pas de réalité physique. Le champ électrique E = Epexp (i (wt —kz)) u,
est une onde « éternelle » définie entre t = —o0 et t = 400. Il ne faut donc
pas étre surpris de trouver une vitesse de phase plus grande que la vitesse de
la lumiére.

La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis-
persif. Des ondes a des pulsations différentes ne vont pas se propager a la
méme vitesse.

La vitesse de groupe est inférieure a c. C'est tout a fait normal puisqu’elle
correspond a un transport dinformation. Cest la vitesse de la créte du
paquet d'ondes en l'absence de grande déformation du paquet d'ondes.
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Exercice 25.3 : Traversée de l'interface atmosphére — ionosphére

Lionosphere peut étre assimilée a un plasma neutre. On étudie la propagation des
ondes radio a I'interface atmosphere - ionosphere supposée plane. L’ionosphere
est dans la région z > 0 et I’atmosphere dans la région z < 0. Le champ incident

est : E . = Egexp (i (wt — kz)) uy. Lorsque ’onde arrive sur I’interface, une par-
tie est réfléchie et I’autre partie est transmise. L’indice de réfraction de I’iono-

2
w
spheére est n = — w—g. La fréquence plasma vaut f, = 6,9 MHz. On rappelle

les relations de passage : E'g — E] = §ﬁ1%2 el 1_3”2 — §1 = ,uOJ_"S A2,

0
1. Déterminer les coefficients de réflexion r et de transmission ¢ en amplitude
pour le champ électrique. En déduire les coefficients de réflexion R et de trans-
mission 7" en puissance. Quelle est la relation entre R et T ?
2. Quelle est la valeur de R lorsque w < w), ? Dans ce cas, a quoi peut-on assi-
miler I’interface atmosphére-ionosphere ?
3. On se place maintenant dans le cas d’une incidence oblique, et on désigne par
i ’angle d’incidence. A quelles conditions une onde peut-elle étre transmise dans
I’ionosphere ?
4. Un poste émetteur, au niveau de la mer, émet une onde radio de fréquence
12 MHz vers I’ionosphere, dans une direction faisant I’angle i avec la normale a
I’interface. En supposant que 1’onde arrive sur I'interface précédente sous forme
d’onde plane, calculer I’angle i, a partir duquel I’onde incidente ne traversera
plus I'interface.

Analyse du probleme

On a étudi€ dans I’exercice précédent la propagation d’une onde dans un plasma.
On s’intéresse a l’interface atmosphere-ionosphere et montrer quelles sont les
conditions pour avoir réflexion totale.
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1.

Onde incidente :

Le champ électrique incident s'écrit : E;, = Eq exp (i (wf — kz)) iiy.
On en déduit le champ magnétique incident :

5 _ i NE; i AEgexp(i (wt —k2)ii,  Eo

B, = = — exp (i (wt —kz)) Uy
c c c :

Onde réfléchie :
Le champ électrique réfléchi s'écrit : E,, = rEgexp (i (wt +kz)) .
On en déduit le champ magnétique réfléchi :

—u, NE —u, ANrEgexp (i (wt +kz))uy

C c

—rEop : -
= exp (i (wr +kz)) uy

Onde transmise :
Il ne faut pas oublier l'indice n puisqu’on est dans le plasma.

L'équation de Maxwell-Faraday s'écrit : rotE = —ik, AN E = —8—7
. .k AE ¢
= —iwB, dol B = L= avecw = kiv=k—.
w n
. w w%, .
On a vu dans lexercice sur le plasma que k= — /1 ——, soit
c V w
c
w==k =.
w
1=

Le champ électrique transmis s'écrit : E: = 1Epexp (i (wt —kz)) y.
On en déduit le champ magnétique transmis :

u, ANtEgexp (i (wt —kz)) uy
n

C

exp (i (wt — kz)) iy

Relations de passage pour le champ électrique et le champ magnétique
On n‘a pas de densité surfacique de charges et de courants
oc=0 et }S = 6
On écrit les relations de passage en z =0 :

Ey—E = 251%2 =0

- - 80_; -

By — By = pigjs A2 =0
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6té1:z=0"

Le champ électrique est : E; = Ei + Er
Le champ magnétique est : By = B; + B,.
Coté 2:z=0"

Le champ électrique est : Ez = E}.

Le champ magnétique est : l§2 = B,.
On a donc pour z =0 :

S0 |t
Itmltm

|C01Ll'fjl

~

e &
;

On en déduit que :

EO —|—}‘EO = IEQ
Ey rEy n{EO

c € c
Dol
’1+£=£
Il —r=nt
i i l—n
On en déduit que 1—r=n(l—r), soit r= et
l+n
1—n 2
:1—|— = .
l+n l+n

On obtient finalement :

1—n
y =
- 14n
" 2
= 14n

Le coefficient de réflexion en puissance vaut :

R puissance moyenne réfléchie

puissance moyenne incidente

@ Il faut revenir aux notations réelles pour calculer le vecteur de Poynting.
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Onde incidente :
Le vecteur de Poynting de ['onde incidente est :

> E;AB;  Egcos(wt —kz)ii E -
I1;, = P20 ( 2) ux /\—Ocos(wt—kz)uy
Mo Ho ¢
2
Eq

= % cos® (wt — kz) il
HoC€

La moyenne du vecteur de Poynting de ['onde incidente est :

- Eg .
)= i
2p0c

‘s -2 -
On considére une surface dS =dSu..
La puissance moyenne transportée par l'onde incidente est :

- E?
Pmny,i = (Hz) ’ dSL_i,; = 0 ds
2ppc

Onde réfléchie :
On pose r = r exp (i¢) avec r réel positif.
Le vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :

Ho
E 15 k _’x —rE i
=r OCOS(W + Z+¢)u A r OCOS(qu‘+kZ+¢)uY
Ho ¢ |

On a donc :

N _r2E2

I, = —9 cos® (wt + kz + ¢) ii-
Ho€

La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :

22
(ﬁr) r EO_,

=— u
2‘!,606'

-
<

—_ — .
On considére une surface dS = —dS u«, car l'onde se propage dans le sens

(—iiz).

La puissance moyenne transportée par l'onde réfléchie est :

. E}
Pm()y!r == (Hf‘) . (_dSL_iZ) = 7'2 O dS
2ppc
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Onde transmise :
Dans la suite de l'exercice, ¢ est réel et sera noté r.
Le vecteur de Poynting de l'onde transmise est :

E,AB, tEgcos(wt—kz)ii, ntEg

M, = = A cos (wt + kz) i,
Ho Ho ¢
On a donc :
212
S nt°E -
I, = — cos® (wt — kz) u,
Ho¢

La moyenne du vecteur de Poynting de 'onde transmise est :

- t’E}
(Hf) =n U
210C

rd

. -, -
On considéere une surface dS =dSu..
La puissance moyenne transportée par l'onde transmise est :

o R (*E};
Proy.t = (nf) -dSii, = n—24s
2ppc
Le coefficient de réflexion en puissance est :
2
R — Pmoy,r =i’2= ’£‘2 =‘] —n
Pmoy,i I+n

Le coefficient de réflexion en amplitude peut étre complexe (voir question
2). Il faut calculer le module de r pour calculer R.
Le coefficient de transmission en puissance est :

On calcule la somme R+ T :

1—n)2+ 4n 1—|—nz—2n—|—4ﬂ_('l—l—n)z_1
(1+n)? (1 +n)?  (+n)?

R+T=( =
l+n
On a bien R 4+ T = 1. Cette relation traduit la conservation de la puissan-
ce : toute la puissance de l'onde incidente se retrouve dans l'onde réfléchie
et londe transmise.
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2

W

2.0navuquen =,/1——. Lindice est donc complexe.
w
2 2 |2
w, w W
n’ = ——‘2=i2 —g—l). On a donc n = =i —g—]:ﬂ:iX en
w w w
W2
posant X = —g—l.
w
1—n> 1+Xx2
Le coefficient R vaut : R = = =1.0nadonc:
l1+n 1+ X2
R=1

Linterface ionosphére-atmosphére peut étre assimilée a une surface parfai-
tement réfléchissante (miroir plan).

3.
ionosphere

atmosphere

Terre

Premier cas : [ < [,

On a vu quil y a toujours réflexion totale.

Deuxieme cas : f > f.

On applique les lois de Descartes au point d’incidence 7 : sini = nsinr,

Lo sin i . _sini
d'ol sin r = ——. On a réflexion totale si —— > 1.
n n

On pose A = Arcsin (n).
Sii > A, on a une réflexion totale.
Si i < A, une onde de fréquence f peut traverser linterface.

Remarque : I’indice n dépend de la fréquence de ’onde. On a dispersion de la

lumieére.

%

2
4. Application numérique : A = Arcsin (n) = Arcsin 1— f_p2 = 55°
Si langle d'incidence est supérieur a 55°, ['onde incidente ne traversera plus
l'interface et on aura réflexion totale.

295



Partie 6 - Ondes

Exercice 25.4 : Polarisation des ondes

On étudie le montage de la figure suivante. Un analyseur est placé dans le plan
z = 0. On appelle u le vecteur unitaire donnant la direction de transmission pri-
vilégiée de I’analyseur. On pose o = (i, Ut).

xr
N

onde

v

lumineuse 7

analyseur

1. On considere une onde polarisée rectilignement dont le champ électrique se

met sous la forme : E = Eg cos (wt — koz) u,. Déterminer 1’éclairement de 1’ on-
de lumineuse en sortie de I’analyseur en fonction de «v et Ey. Comment est appe-
1ée cette lo1 ?

2. On considere une onde polarisée elliptiquement dont le champ é€lectrique se
met sous la forme : E = Ep, cos (wt — koz) il + Eoy sin (wf — koz) uy. Déter-
miner I’éclairement de I’onde lumineuse en sortie de 1’analyseur en fonction de
a, Egp et E Oy-

Analyse du probleme

Dans ce probleme, on étudie I’influence d’un analyseur et d’une lame quart d’onde
sur une onde lumineuse incidente.

1. Le champ électrique a l'entrée de l'analyseur en z = 0 est :

%

Eentréc = EO COS (Wt) ax

Y

N

=)

o E

> >

xr

Le champ électrique a la sortie de 'analyseur en z = 0 est :

Esortie = (Eentrée - L_i) U= Eq cos (Wf) cos it
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On obtient une onde polarisée rectilignement suivant u. L'éclairement de
'onde en sortie est :
2

2
= (Eq cos (wt) cos a)2

-

E sortie

On a alors :

E sortie

—

E sortie

2 1
On en déduit la moyenne temporelle : ( > =3 (Eo cos a)?.

'éclairement de 'onde en sortie est donc :

K > 2
SIEEOCOS = €0 COS (v

Cette loi est appelée loi de Malus.
2. Le champ électrique a l'entrée de 'analyseur en z = 0 est :

Ecnuse = Eox cos (wt) ity + Egy sin (wt) i

Y
N

~_| 7

Le champ électrique a la sortie de 'analyseur en z = 0 est :

v

-

Esoric = (Eenuée - 1) - i = (Eqy cos (wt) cos o+ Egy sin (wt) sin ) it

On obtient une onde polarisée rectilignement suivant .
Léclairement de l'onde en sortie est :

2>
On a alors :

€=K<
2

= (Egy cos (wt) cos o) + (Egy sin (wr) sin a)?

-

E sortie

-

E sortie

+ 2E, cos (wt) cos aEyy sin (wt) sin «
On en déduit la moyenne temporelle :

|

L'éclairement de l'onde en sortie est donc :

-

E sortie

2 1 9 1 . 2
=3 (Eox cos ) + 5 (Eoy sin @)

K .
e== (Eg, cos’a + Ej sin’c)
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Exercice 26.1 : Réflexion sur un conducteur parfait

Une onde plane monochromatique se propage dans le vide. Le champ électrique
de l'onde incidente est de la forme : E . = Egexp (i (wt — kz)) iy. On note ¢ la
vitesse de la lumiere dans le vide. On rappelle les relations de passage :
Ey—E1 = %ﬁl—ﬂ s By — B1 = pigjs A2 et pgjs = i A (Bz = Bl) ;
1. L'onde rencontre en z = 0 un plan métallique parfait et I'espace z > 0 est occu-
pé par un métal parfait. Montrer qu'il y a une onde réfléchie. On note
E, = E,yexp (i (wt 4 kz)) i, le champ réfléchi. Etablir I'expression de E .

2. Déterminer le champ magnétique dans la région z < 0. De quel type d'ondes
s'agit-il ?

3. On place en z = —¢ un second plan métallique identique au premier. En intro-
duisant un entier N préciser les fréquences des ondes stationnaires qui peuvent
s'établir entre les deux plans. Qu'implique les relations de passage en z = 0 et
z = —{ concernant le champ magnétique ?

4. Quelle est la densité moyenne d'énergie volumique ? Quelle est 'expression de
I'énergie électromagnétique moyenne localisée dans un cylindre de section § de
longueur £ de génératrices paralleles a Oz ?

Analyse du probléeme

Il s'agit d'un exercice avec la réflexion d'une onde sur un conducteur parfait. On
écrit la relation de passage du champ électrique pour montrer qu'il existe nécessai-
rement une onde réfléchie et en déduire ses caractéristiques. On obtient des ondes

stationnaires.
w 1. On remarque que le champ électrique est nul pour z = 0. La composante
tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour z = 0.

On doit donc avoir pour tout instant ¢ :

Epexp(i (wt)) =0
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Cette condition n'est pas réalisée si Ey =* 0. On a donc nécessairement une
onde réfléchie. Elle se met sous la forme la plus générale
E, = E,gexp (i (Wt +Kz))iis.

La composante tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour z = 0.
On doit donc avoir pour tout instant 7 :

Eqexp (i (w1)) + E,exp (iw't) =0

Pour que cette relation soit vérifiée pour tout instant 7, on a nécessairement

w = ' et comme la relation de dispersion est w = kc, alors k' = k.
L'amplitude de l'onde réfléchie doit vérifier la relation :

ErO = —Eo

Le champ électrique de l'onde réfléchie est :

-

E, = —Epexp (i (wt + kz)) u,

2.

Onde incidente :

On a une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se propage
dans le vide. La champ magnétique est donné par la relation :

B ki /\E,— _ ku; /\Ei _ i, A Egexp (i (wt —kz)) i,
- w w c
Soit :
- Ey . -
B, = ?exp (i (wt —kz))uy

Onde réfléchie :
On peut utiliser le méme formalisme pour l'onde réfléchie.

ke NE, _ (<iiz) A (—Egexp (i (i +k2)) ii,)
W c

B =

T

Soit :

T

- Ey . .
B, = — exp (i (wt + kz)) u,
c

Calcul du champ électrique résultant :

E =FEpexp (i (wt —kz)) — Egexp (i (wt + kz))
= Epexp (iwt) [exp (—ikz) — exp (ikz)]
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D'ol
E = —2iEyexp (iwt)sin (kz) = 2Ej exp (i (wt — 7—;)) sin (kz)

On peut mettre le champ électrique complexe sous la forme :
E = —2iFEy(cos(wt)+ i sin(wt))sin (kz)
En notation réelle, on a :
E = 2E, sin (wt) sin (kz) i,

Calcul du champ magnétique résultant :

Ey : Ey :
B = - exp (i (wt —kz)) + - exp (i (wt + kz))

Ey . : -
= — exp (iwr) [exp (—ikz) + exp (lkZ)]

D'oli :
2E .
B = — exp (iwt) cos (kz)
c
En notation réelle, on a :
- 2E -
B = — cos (wt) cos (kz) ity
c

On obtient une onde stationnaire. Elle ne se propage pas car elle est de la
forme f (z) g (¢).

3. On doit avoir en z = —£ un champ électrique nul pour vérifier les condi-
tions de passage pour le champ électrique :

E (=) = 0 = 2E, sin (wt) sin (—k£) ii,,

soit k£ = N avec N entier.
k est le module du vecteur d'onde, appelé module d'onde. On a :

ki = 2;5=Nﬂ'
D'oll :
2
Y

A

La fréquence est notée f ou v. Elle est reliée a la longueur d'onde A par la
relation :
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2¢
A=cT ===
v N

La fréquence de l'onde doit vérifier la relation :

C
v=N—
20

avec N entier positif.

Relation de passage pour z =0 :

On appelle coté 1 la région z = 0 et coté 2 la région z =0~

Le champ magnétique dans la région 1 est nul : B, =0.

Le champ magnétique dans la région 2 a été calculé précédemment.

- 2F -

Pour z =0, ona: By = — cos (wr) uy.
c
La relation de passage s'écrit :
By — By = pigjs A2 = pgjs A (—idz)
On peut également ['écrire sous la forme :
fojs = (=iz) A (32 - Bl)

On obtient finalement :

2FE

js = 70 cos (wt) i,
Ho¢
Relation de passage pour z = —¢ :
z = —£ : On appelle coté 1 la région z = —¢~ et cHté 2 la région z = —£T.

Le champ magnétique dans la région 1 est nul : E}] —0.
Le champ magnétique dans la région 2 a été calculé précédemment.

- 2E, -
Pour z = —¢, ona: By = —cos (wf) cos (—kL) uy.
- .

La relation de passage s'écrit :
pgjs = (iiz) A (E’z - 5’1) :

D'ou :

> 2E —

Lojs =tz A 270 cos (wt) cos (—kb)u, = 0 cos (wt) cos (NT) iy
. .

On obtient finalement :
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—_ —_

js = 0 cos (wt) cos (NTT) idx
Ho€

Interprétation physique

On obtient des courants surfaciques pour z =0 et z = —¢£.

L'onde incidente qui arrive sur le métal met en mouvement les électrons qui
sont a l'origine d'un champ réfléchi de méme pulsation puisque les équations
de Maxwell sont linéaires.

Comme le conducteur est parfait, les courants sont surfaciques.

Il faut utiliser les notations réelles car on a le produit de grandeurs
sinusoidales.

4. La densité volumique d'énergie électromagnétique est :

e0E? B?
Uem = A =
2 241
_ 4o ES sin® (wt) sin? (kz) 4 4E8 cos? (wt) cos? (kz)
N 2 2002

soit :
Uem = 260 E sin? (wr) sin® (kz) + 260 E5 cos® (wt) cos® (kz)
La moyenne de la densité volumique d'énergie électromagnétique est :
(Uem) = 2€0 E%% sin® (kz) 4 2¢0 Eé% cos” (kz)
Finalement, on obtient :
(Uem) = €0E]

L'énergie électromagnétique moyenne localisée dans le cylindre de section §
et de longueur £ est :
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pertes cuivre 211 des moments 70, 74, 82

premier principe de la thermodynamique

du moment cinétique 214, 218
pour un systeme ouvert 105

principe de la thermodynamique a un Vv
systeme ouvert 77 vecteur de Poynting 255, 259, 264, 271,
puissance 293

moyenne 182, 183, 186, 223, 227 ventre

thermique 38, 46, 48, 54 de surpression 249

R de vibration 239
o . vitesse

régime permanent d’écoulement 89 de groupe 272
relation de phase 272

de dispersion 263, 281, 288

de passage 291, 301
résistance thermique 43, 44, 49, 52, 55
résonance 239
rotor 217



