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ALI-Oscillateurs 

Exercice 1.1 : Montages fondamentaux avec des amplificateurs 
Linéaires intégrés (ALI) 

On considère quatre montages avec des amplificateurs linéaires intégrés idéaux. 
R3 

On pose /3 = ---
R3 + R4 

1. Déterminer la fonction de transfert pour les figures 1 et 2. 
2. Déterminer la relation entre VE(t) et vs(t) par deux méthodes pour la figure 3. 
À t = 0, on applique une tension continue v E = - Vo < 0 au dispositif et le 
condensateur est déchargé. Déterminer la tension de sortie vs(t) pour t > 0. 
3. Pour quelle valeur de v E la tension de sortie de la figure 4 passe-t-elle de la 
valeur vs = Vsat à vs = - Vsat ? Tracer le graphe représentant vs en fonction de 
VE. Comment appelle-t-on ce montage ? 

figure 1 R2 figure 2 R2 

R 1 R 1 
I> I> 

A • A • + ls VEÎ + ls VEÎ 

figure 3 c figure 4 
R A I> 

E ~ 

VEÎ 
I> 

ls vl + • ls + 
A 

R4 

Analyse du problème 

Cet exercice reprend quelques montages fondamentaux avec des amplificateurs 
linéaires intégrés en régime linéaire ou en régime de saturation. On va voir plusieurs 
méthodes permettant d' obtenir l'équation différentielle. 

3 
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Partie 1 ·Électronique 

Cours : La méthode générale pour la mise en équation dans les montages avec des amplifi­
cateurs linéaires intégrés est d'écrire 

• le théorème de Millman ou la loi des noeuds en termes de potentiels à tous les noeuds sauf 
à la masse et à la sortie, 

• l 'équation de fonctionnement de l' amplificateur linéaire intégré : saturation positive ou 
saturation négative ou régime linéaire ( E = 0 pour un amplificateur linéaire intégré idéal). 

Figure 1 : On suppose l'amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéai­
re puisqu'on a une rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseuse. Aucun 
courant ne rentre dans les entrées ( +) et (-) et c = 0 - V A = 0. 
On a deux inconnues : V A et vs. Il faut deux équations : 

• théorème de Millman en A : 

VA (-1 + _1 ) = VS 

Ri R2 R2 

• amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire : 

c =VE - V A = 0 

Comme VA = V E , on a : 

vs R2 
- =1+ ­
VE R1 

C'est un montage non-inverseur. 

Figure 2 : On suppose l'amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéai­
re puisqu'on a une rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseuse. Aucun 
courant ne rentre dans les entrées ( +) et (-) et c = 0 - VA = 0. 
On a deux inconnues : VA et vs. Il faut deux équations : 
• théorème de Millman en A : 

• amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire : 

c = 0- VA= 0 

Comme VA = 0, on a : 

C'est un montage inverseur. 

Figure 3 : 

Première méthode 
On cherche à obtenir directement l'équation différentielle. 
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Chapitre 1 • ALI-Oscillateurs 

On suppose l'amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire puisqu'on 
a une rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseuse. Aucun courant ne 
rentre dans les entrées(+) et(-) et E = 0 - VA =O. 

c 
'/, q 

R A 
t> s 

VE l E • + 

lvs 
M 

On a deux inconnues : VA et vs. Il faut donc deux équations : 

• loi des noeuds en termes de potentiels en A : 

Ve . 
- -l =Û 
R 

Il faut relier l'intensité i à la tension de sortie vs. Soit q la charge du 
dq 

condensateur. On a i = - et q = C (vA - vs). 
dt 

• amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire : 

é = Û = Û- VA 

Soit: 
Ve dvs 
-+C- =0 
R dt 

On obtient finalement : 
t 

vs (t) - vs (0) = --
1
- f Ve (t) dt 

RC 
0 

On a donc un montage intégrateur. Lamplificateur linéaire intégré doit res­
ter en régime linéaire pour fonctionner en intégrateur. 

Deuxième méthode 
On se place en régime sinusoïdal forcé pour calculer la fonction de transfert. 
On pourra en déduire directement l'équation différentielle. 
Les deux équations sont : 
• théorème de Millman en A : 

( 
1 ) VE VA - + jCw = = + Vs jCw 

- R R -

• amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire : 

~ = 0 = 0 - VA 

5 
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Partie 1 ·Électronique 

Cours 

On a alors : 

Soit: 

VE 
V -- -

s - jRCw 

VE 
j wVs = --= 

- RC 

On en déduit l'équation différentielle : 

dvs 

dt RC 

On retrouve bien le même résultat qu'avec la méthode 1. 
À t = 0, vs= 0 et VE= -Va. On intègre de O à t: 

Vo 
vs (t) - 0 = RC t 

Ce résultat est valable uniquement jusqu 'à 15 V où on a une saturation de l'am­
plificateur linéaire intégré. 

vs(t ) 

0 t 

Figure 4 : 
On n'a pas de rétroaction de la sortie sur l'entrée inverseuse. Le régime 
linéaire ne peut pas être stable. On a donc uniquement un régime de satu­
ration positive ou négative. On définit : 

On a plusieurs modes de fonctionnement possible de l' amplificateur linéaire intégré. Pour 
analyser un tel montage, on fait des hypothèses de fonctionnement et on vérifie les hypo­
thèses à la fin des calculs . 

1 re hypothèse : 
Supposons l'amplificateur linéaire intégré en régime de saturation positive. 
Les deux équations sont : 
• théorème de Millman en A : 

VA (-1 + _l ) = Vs 
R3 R4 R4 
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Chapitre 1 • ALI-Oscillateurs 

Soit: 
R3 

VA= Vs= f3vs 
R3 + R4 

• amplificateur linéaire intégré en régime de saturation positive : 

Vs=+ Vsat 

Remarque : On aurait pu appliquer la formule du diviseur de tension pour calculer 
VA puisque i+ =O. 

Vérification des hypothèses: Il faut que E > O. Comme VA = f3 Vsat, on doit 
av01r : 

VE < /3 Vsat 

2e hypothèse : 
Supposons l'amplificateur linéaire intégré en régime de saturation négative. 
Les deux équations sont : 

• théorème de Millman en A C'est la même équation d'avec la première 
hypothèse. On a : 

• amplificateur linéaire intégré en régime de saturation négative : 

Vs = - Vsat 

Vérification des hypothèses : Il faut que E < O. Comme VA = -/3 Vsat, on 
doit avoir : 

VE > -/3 Vsat 

Conclusion : On a la caractéristique suivante : 

vs 

Vsat 

-/3Vsat /3Vsat 

- Vsat 

Explication du sens de parcours du cycle : 

• On augmente la tension VE à partir d'une valeur inférieure à - f3Vsat· La 
tension de sortie vaut Vsat· vs vaut Vsat tant que VE est inférieure à f3Vsat · 

7 
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Partie 1 ·Électronique 

On a un basculement de la tension de sortie de Vsat à - Vsat quand VE vaut 
,BVsat· Au delà, vs vaut -Vsat puisque VE est comparée à - ,BVsat· 

• On diminue la tension VE à partir d'une valeur supérieure à ,BVsat· La ten­
sion de sortie vaut -Vsat· vs vaut -Vsat tant que VE est supérieure à 
-,BVsat· On a un basculement de la tension de sortie de -Vsat à Vsat quand 
VE vaut -,BVsat· Au delà, vs vaut Vsat puisque VE est comparée à ,BVsat· 

Une fois le basculement effectué, le seuil de comparaison change. Ce mon­
tage permet d'éviter des rebonds successifs. Le cycle est appelé cycle à hys­
térésis. 

Exercice 1.2 : Oscillateur de relaxation 

On considère le montage suivant reprenant les figures décrites dans l'exercice 
précédent. À l'instant t = 0, la tension de sortie vs est égale à 
vs = Vsat = 14, 7 V et le condensateur est déchargé. On donne : R1 = 10 kQ 
R2 = 4 ,7 kQ ;R = lOkQ ;C = lOnF ;R3 = 4,7 kQ ; R4 = lOkQ . 

1. Étudier l'évolution ultérieure des tensions vs(t), v1 (t) et v2(t). 

2. Tracer les graphes de ces trois tensions et calculer la fréquence des signaux 
obtenus. 

c 

I> I> I> 
ID ID ID 

+ + + 

vs 

8 Analyse du problème 
N 

@ Dans l ' exercice précédent, on a analysé en détail le fonctionnement de chaque mon-...., 
"§i tage à amplificateur linéaire intégré. On travaille en régime transitoire. Il faut donc 
-~ étudier le montage en partant de t = 0 avec une saturation positive d'après l'énon-a. 
8 cé. On reste en saturation positive tant que v2 est inférieure à ,BVsat· On calcule le 

8 

temps t1 correspondant au premier basculement puis le temps t2 correspondant au 
deuxième basculement. 

Il ne faut pas utiliser les notations complexes pour analyser le montage globalement 
car le circuit n'est pas linéaire. Par contre, on peut utiliser les complexes pour déter­
miner l'équation différentielle reliant v 1 et v2. 
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Chapitre 1 • ALI-Oscillateurs 

1. Régime de saturation positive entre t = 0 et t = t1 : 

La tension de sortie vaut : vs = 14, 7 V. 

On en déduit que : v1 = - R
2 

Vsat = -6,9 V. 
Ri 

dv2 -v1 1 R2 
On a vu que - = -- = --Vsat· 

dt RC RC Ri 
On a donc : 

1 R2 
V2 (t) - V2 (0) = --Vsat t = 69000t 

RC Ri 

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de façon dis­
continue. Le condensateur est déchargé à t = 0, donc : 

v2 (t) = 69000 t 

Vérification des hypothèses : Il faut que v2 < /JVsat· 

Pour t = ti, v2 atteint ,8Vsat = 4, 7 V. Il y a basculement de la tension de 
sortie de Vsat à - Ysat. 

Pour t = t1, on a : 69000t1 = /JVsat· D'où : 

ti = 6,81 X 10- S S 

Régime de saturation négative entre t = t1 et t = t2 : 

La tension de sortie vaut : vs = -14, 7 V. 

On en déduit que : V1 = R
2 

Vsat = 6, 9 V. 
Ri 

dv2 -vi 1 R2 
On a vu que - = -- =---V. t· 

dt RC RC Ri sa 

On a donc: 

1 R2 
V2 (t) - V2 (t1) = ---Vsat(f - t1) = -69000(t - t1) 

RC Ri 

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de façon 
discontinue. La tension aux bornes du condensateur vaut 4, 7 V à t = t 1, 

donc: 

V2 (t) = 4 , 7 - 69000(t - t1) 

Vérification des hypothèses : il faut que v2 > - /JVsat 

Pour t = t2, v2 atteint -/JVsat = - 4 , 7 V. Il y a basculement de la tension 

de sortie de - Vsat à Vsat· 

Pour t = t2, on a : v2 (t2) = - 4, 7 = 4, 7 - 69000 (t2 - t1). D'où : 

t2 - t1 = 1,36 X 10- 4 S 

9 
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Partie 1 • Électronique 

Attention au montage intégrateur avec les conditions initiales. Il est inutile de 
remplacer t1 par une expression qui peut être compliquée. Il est préférable de gar­
der des termes en t - t1. 

2. Régime de saturation positive entre t = t2 et t = t3 : 
La tension de sortie vaut : vs = 14, 7 V. 

On en déduit que : V1 = - R
2 

Vsat = - 6,9 V. 
Ri 

dv2 - v1 1 R1 
On a vu que - = -- = --Vsat· 

dt RC RC R1 
On a donc: 

1 R2 
V2 (t) - V2 (t2) = - -Vsat t = 69000 t 

RC R1 

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de façon 
discontinue. La tension aux bornes du condensateur vaut -4, 7 V à t = t2, donc : 

V2 (t) = -4, 7 + 69000(t - t2) 

Vérification des hypothèses : Il faut que v2 < ,8Vsat. 

Pour t = t3, v2 atteint ,8Vsat = 4,7 V. Il y a basculement de la tension de 
sortie de Ysat à - Ysat. 

VS 

14,7 

6,9 

4,7 

0 

-4,7 1 1 ---.-------- -------.---

-6,9 

Vs 
-14,7 -

Oscillations périodiques : 
On a des signaux périodiques de période T = t3 - t1• 

D'après l'étude précédente, on a t3 - t2 = t2 - t1. La période des oscilla­
tions est : 

T = 2 (t2 - t1) 

La fréquence des signaux est donc : 

1 
f = - = 3670Hz 

T 
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Chapitre 1 • ALI-Oscillateurs 

Exercice 1.3 : Oscillateur à pont de Wien* 

L'amplificateur linéaire intégré est idéal et fonctionne en régime linéaire. La ten-
1 w 

sion VE est une tension sinusoïdale, de pulsation w. On pose w0 = -, x = -
RC wo 

1 
et X= x - -. 

X 

1. Déterminer K = Vs. Exprimer U en fonction de VE et Vs. Montrer que l'on u - -
1 

Peut écrire : U = T VE + Vs . 
- - - 3+jX-

2. Exprimer Vs en fonction de K, X et VE. 

3. Déterminer la valeur du couple (K, w) pour laquelle on a des oscillations sinu­
soïdales avec une tension d 'entrée nulle. 

R2 

A 
[> 
• + 

B 

R1 u R c Vs 

c 

Analyse du problème 

Après avoir déterminé la fonction de transfert, on va en déduire la condition pour 
avoir des oscillations sinusoïdales avec une tension d 'entrée nulle. 

1. On applique le théorème de Millman en A et comme l'amplificateur linéai­
re intégré est idéal en régime linéaire : c = O. On a donc : 

11 
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Partie 1 • Électronique 

On en déduit : 

K = Vs = _R_1 +_R_2 
U Ri 

On applique Le théorème de Millman en B : 

( 
l 1 ) Vs ( 1 ) Vs - + }Cw + 1 = - 1 +VE - + }Cw 
R R + jCW R + jCW R 

Pour bien mener à terme les calculs, il ne faut pas multiplier par l'expression 
conjuguée. Il est préférable de faire intervenir le plus vite possible des termes en 
jx = jRCw. 

D'où: 

Vs(l + jRCw + 
1 

1 ) = ~1 +VE (1 + jRCw) 
1 + j RCW 1 + j RCW 

CommeV8 =U,ona: 

u(I+jx+ 1 ;J_)=]~_J_ +VE(l+jx) 
) X ) X 

1 
On multiplie par 1 + -. : 

]X 

U ((! + jx) (l+ j~) + 1) =Vs+ VE(!+ jx) (l+ j~) 
D'où: 

On obtient finalement : 

2 + j (x - _!_) 
x Vs 

V=VE ( 1)+ (- l) 
3+} x-~ 3+} x-~ 

soit : 

avec 
2+ ·x 

T = J 
3+}X 

1 
U = TVE + V - - - 3+}X-S 
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Chapitre 1 • ALI-Oscillateurs 

2. D'après la question 1 : U = ~. On a donc : 

Vs 

K 
_2 _+_J_X Ve+ 1 V 
3+JX - 3+JX-S 

Soit : Vs - - = Ve. On obtient finalement : (
1 1 ) 2+JX 

- K 3+JX 3+JX-

Vs - K (2 + j X) Ve 
- 3 - K+JX -

3. Obtention de l'équation différentielle 

On fait le produit en croix : 

Vs (3- K + j (x-D) = K (1+ j (x -D) V, 

On multiplie par j x : 

Vs ((3 - K) jx + (jx) 2 + 1) = K (2Jx + (jx) 2 + 1) Ve 

Pour en déduire l'équation différentielle reliant vs(t) et VE(t), il faut remplacer 
jw 1 d 

formellementjx = - par --, Ve par VE(t) et Vs par vs(t). 
wo wo dt- -

On en déduit directement l'équation différentielle reliant vs(t) et vE(t) 

1 dvs 1 d2 vs ( 1 dvE 1 d2vE ) 
(3-K)---+---+vs=K 2--- + --- +vE 

wo dt w6 dt2 wo dt w6 dt 2 

Pour VE= 0, on a l'équation d'un oscillateur harmonique si K = 3. On a 
alors : 

On a donc des oscillations sinusoïdales de pulsation w = wo. 

Remarque 

On va étudier dans l'exercice suivant la naissance des oscillations. Le terme 
(3 - K) ne peut pas être rigoureusement nul en pratique. Il doit être négatif pour 
observer la naissance des oscillations. 

13 
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Partie 1 • Électronique 

Exercice 1.4 : Oscillateur à résistance négative 

L'amplificateur linéaire intégré est idéal. On note Vsat et - Vsat les tensions de 
saturation positive et négative. 

1. On considère le montage de la figure 1. Donner la relation entre v et i en régi­
me linéaire et en régime de saturation. Quelle est la condition sur i pour être en 
régime linéaire ? Construire le graphe v = f (i). Dans quelle partie le montage 
est-il équivalent à une résistance négative ? Donner une interprétation physique. 

R R 
figure 1 figure 2 

i A i 
t> s t> 
• • 

B + + 

R R 
V 

R R c 

2. Pour le montage de la figure 2, établir l'équation différentielle régissant 1' évo­
lution de i (t) en régime linéaire et en régime de saturation. 

3. Quelle est la condition sur R pour avoir des oscillations sinusoïdales ? 

4. Interpréter l'enregistrement suivant avec des conditions initiales quasi nulles. 
Pourquoi doit-on avoir r < R pour avoir des oscillations quasi sinusoïdales ? 

i(t) 

t 
V V V V 

~ 

Analyse du problème 

La connaissance de la caractéristique du dipôle de la figure 1 permettant de simpli­
fier 1' étude du montage de la figure 2. 
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Chapitre 1 • ALI-Oscillateurs 

On va étudier la naissance des oscillations avec une phase initiale d'amplification 
où l'amplificateur linéaire intégré est en régime linéaire. 

1. Régime Linéaire : 
Bilan des inconnues : vs, v et v8 • On cherche à Les exprimer en fonction 
de i. 
IL faut donc écrire 3 équations : 

On a donc: 

théorème de Millman en B 
loi des noeuds en termes de potentiels en A 
amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire 

VB (_!_ + _!_) = Vs 
R R R 

. (vs - v) 
l + = 0 

R 
é = VB - V= Ü 

D'où : vs = R ( ~ + ~) v = 2v. 

On en déduit que : 

v = - Ri (en convention récepteur) 

IL ne faut pas oublier de vérifier Les hypothèses. Les calculs précédents 
sont valables à condition d'être en régime Linéaire. IL faut donc que 
lvs l :( V sat· 

Les relations précédentes donnent : vs = -2Ri. 
On appelle io La valeur de i pour Laquelle vs vaut -Vsat : 

. Vsat 
lO = --

2R 

Pour être en régime Linéaire, on doit donc avoir : 

lil :( io 

Régime de saturation positive ou négative : 

Les trois équations s'écrivent : 

VB (_!_ + _!_) = Vs 
R R R 

. (vs - v) 
l + = 0 

R 
Vs= ±Vsat 

On a alors : 
v = Ri + Vs 

15 
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Partie 1 • Électronique 

Caractéristique : 

On en déduit la caractéristique donnant v en fonction de i : 

V 

/ Vsat 
/ 

/ / Résistance 

i 

- Vsat / 
/ 

Pour i E [- i0 ,i0 ], le montage est équivalent à une résistance négative. 
C'est en fait un générateur de tension proportionnelle à l'intensité. L'énergie 
vient de l'alimentation de l'amplificateur linéaire intégré qui n'est pas repré­
sentée sur le schéma mais qu'il ne faut pas oublier en TP ! 

2. On a étudié dans la question précédente le dipole représenté en pointillés. 

Régime Linéaire : 

L'équation différentielle s'écrit : 

V 

di q . . 
v=-L-+--rz=-Rz 

dt c 

i 

r + 

1 

c i 
1 

R 

R 

[> ., 

D'après les orientations de i et q, 
. dq 
l =--

dt 

De très nombreuses erreurs de signe sont commises lors de la mise en équation : 
loi d ' Ohm, relation entre i et q, relation entre q et la tension aux bornes du 

condensateur. 
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Chapitre 1 • ALI-Oscillateurs 

En dérivant L'équation précédente par rapport au temps, on obtient : 

d2i (r - R) di i 
dt2 + L dt + LC = O 

Le système est donc divergent si R > r. Ce régime reste valable tant que La 
tension vs n'atteint pas La saturation de L'amplificateur opérationnel. On n'a 
plus La même équation différentielle une fois La saturation atteinte. 

Régime de saturation positive ou négative : 
L'équation différentielle s'écrit : 

di q . . 
v=-L-+--n =Ri+vs 

dt c 
On est en régime de saturation avec vs = ± Vsat· En dérivant L'équation pré­
cédente par rapport au temps, on obtient : 

d2 i (r + R) di i 
dt2 + L dt + LC = O 

On a donc un régime convergent. 

3. Pour r = R, on retrouve L'équation différentielle d'un oscillateur harmo­
mque: 

d2i i 
dt2 + LC = O 

On peut donc avoir des oscillations sinusoïdales. 

Remarque : Dans 1 'exercice précédent, on a utilisé une deuxième méthode qui utili­
se la fonction de transfert permettant de trouver une condition pour avoir des oscil­
lations sinusoïdales. 

~ 4. Analyse de La courbe : 

• À t = 0, Les conditions initiales sont quasi nulles. L'amplificateur Linéaire 
intégré est en régime Linéaire. On a une phase d'amplification. L'énergie 
reçue vient de L'alimentation de L'amplificateur Linéaire intégré. On obser­
ve sur La courbe un régime pseudo-périodique divergent. 

• IL y a ensuite une saturation de L'amplificateur Linéaire intégré. On n'a plus 
La même équation différentielle et on observe une phase d'amortissement. 

• On a ensuite une alternance des phases d'amplification et d'amortissement. 
Un équilibre peut se créer et on obtient d'après La figure des solutions quasi 
sin usoïda Les. 

Conclusion : 

• r > R : Le système ne peut pas démarrer. On a toujours une phase d'amor­
tissement et on ne peut pas observer La naissance des oscillations. 

• r = R est un cas théorique puisqu'en pratique, on n'a pas L'égalité parfaite. 
• r < R : on peut observer La naissance des oscillations. 

17 
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--EL e ctro nique 
-- . numer1que 

Exercice 2.1 Condition de Shannon 

On souhaite réaliser l'échantillonnage d 'un signal s(t) . Les paramètres de 
l'échantillonnage sont: N nombre de points, etfe fréquence d'échantillonnage. 

1. Que vaut la période d'échantillonnage et l'intervalle minimum entre deux raies 
pour N = 1000 etfe = 20 kHz. Comment s'applique le théorème de Shannon dans 
ces conditions ? Comment diminuer l'intervalle minimum entre deux raies ? 
Comment échantillonner un signal de fréquence plus élevée ? 

2. Le nombre de points d'échantillonnage est imposé pour un oscilloscope. 
Proposer une valeur de tobs pour visualiser deux signaux sinusoïdaux de fré­
quence 4000 et 4020 Hz avec N = 4096. 

3. On souhaite visualiser le spectre de Fourier d'un signal créneau d'amplitude 
5 V et de fréquence 1 OO Hz. 
Le programme suivant permet de visualiser un signal et le spectre de Fourier. Cet 
algorithme sera utilisé dans l'exercice suivant. Proposer une valeur de N et de la 
fréquence d' échantillonnage. 

clear 
N= ... //nombre de points au total 
Fe= .. . , Te= 1/ Fe, amp = 5, F = 100,T = 1/ F, Nbperiode = round(N x T e/ T) , 
Nbptssignal = round(T / Te) 
t = [O: Te: (N - 1) x Te] 
for i = 1 : N 
j = modulo(i , Nbptssignal) 
if (j < (Nbptssignal / 2)) then 
s(i) = amp 
else s(i) = -amp 
end; 
end; 
//spectre de Fourier 
pasf = Fe/N //pas en fréquence 
f = pasf x [0: N - 1) 
sfft=fft(s, -1) 
xset("window",1) //fenêtre numéro 1 
clf 
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Chapitre 2 • Électronique numérique 

xset("font size" ,0.5) 
subplot(2, 1, 1 ); 
plot2d(t, s) 
xtitle("Signal en fonction du temps") 
subplot(2, 1,2); 
plot2d3(f (1 : N / 2) , 1/ N x 2 x abs(sf ft(l : N / 2))) //spectre corrigé en divisant par 
N et *2 car fonction paire de la TF. 
xtitle("Spectre de Fourier") //plot2d3 permet d'afficher les raies 

4. On observe le spectre de Fourier d'un signal créneau avec le = 900 Hz. 
Interpréter. 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 

amplitude 

-+-r-~~.,....,...--..~~-r-..-+~~~__,......r-r-r~~.,......,.~f 
100 200 300 400 450 

Analyse du problème 

Il faut bien définir les paramètres de l'échantillonnage pour pouvoir appliquer le 
théorème de Shannon. Si le théorème de Shannon n'est pas vérifié, on observe un 
repliement du spectre. 

~ 
1. a) L'échantillonnage permet de prélever un ensemble de N valeurs prises 
à des instants discrets séparés de Te que l'on appelle la période d'échan­
tillonnage. 
Le premier point correspond à t = 0, le deuxième à t = Te, le ,-ème point à 
t = (i - 1) Te et le N ème point à t = (N - 1) Te . 
La durée d'observation du signal est donc égale à t obs = (N - 1) Te. Si N 
est très grand, alors on fait souvent l'approximation que fobs ~ NTe. 

1 
La période d'échantillonnage vaut : Te = - = 50 µs. 

l e 
L'intervalle minimal entre deux raies dans le domaine spectral est : 

1 1 f e 
ô.l = - = - = - = 20 Hz 

f obs NTe N 

19 
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Partie 1 ·Électronique 

D'après le théorème de Shannon, la fréquence la plus haute du signal s (t) 
doit être inférieure à la demi-fréquence d'échantillonnage : 

Je 
J max du s ignal < 2 

On doit donc avoir : f max du signal < 10 kHz 

) Je Je 
b On a vu que !:if= - etf max du s ignal < -. 

N 2 
• Si on veut augmenter la précision en fréquences dans le domaine spec­

tral, on peut augmenter le nombre de points d'échantillonnage (ce qui 
revient à augmenter la durée d'observation) ou diminuer la fréquence 
d'échantillonnage. 

• Si on veut augmenter la fréquence maximale du signal à étudier, il vaut 
augmenter la fréquence d'échantillonnage pour vérifier le théorème de 
Shannon. 

2. On peut modifier la durée d'observation en modifiant la base de temps. 
N 1 

On a alors : f e = - et !:if = - . 
tobs tobs 

Si tobs diminue, alors f e augmente et !:if augmente. Il faut donc trouver un 
compromis entre f e et !:if. 
la durée d'observation doit vérifier deux conditions : 

• f e ~ 10 kHz, soit : 

N 
tobs ~ - ~ 0,4s 

Je 
• !:if ~ 10 Hz, il faut avoir : 

1 
tobs ~ - = 0, 1 S 

!:if 

On choisit une durée d'observation d'environ 0,4 s. 

3. Le signal créneau contient un grand nombre d'harmoniques impairs. La 
décroissance est en l / n. Si on souhaite visualiser l'harmonique 30, il faut 
Une fréquence d'échantillonnage supérieure à 2j max du signal ~ 2 X 30 X f 
= 6000Hz . 
On choisit par exemple j~ = 6000 Hz et N = 4000. On a souvent intérêt à 

prendre un nombre de points multiples de 2k afin de réduire les temps de 
calcul puisqu'on peut appliquer un algorithme rapide de FFT. On prend donc 
N = 4096. 
L'intervalle minimal entre deux raies dans le domaine spectral est : 

Je 10000 
!:if = - = = 2 4 Hz 

N 4096 ' 
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Chapitre 2 • Électronique numérique 

amplitude 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 f 

-+-t--.....,...,.........,....,....,....,....,..............+-............. t--.-+-.-+-r-+-r+-...+-r-+....-t-..-+-r--+-r-+-.-+-r-+-r-+....-+-r-+-r-+-. 

0 1000 2000 3000 4000 5000 

4. Le théorème de Shannon n'est pas vérifié. La demi-fréquence d'échan­
tillonnage est 450 Hz. L'amplitude des harmoniques n'est pas une fonction 
décroissante. On observe un repliement du spectre : 

• La fréquence à 500 Hz est 50 Hz au dessus de f e. Elle apparaît sur Le 
2 

spectre 50 Hz au dessous de 450 Hz, soit à 400 Hz. 

• La fréquence à 700 Hz est 250 Hz au dessus de ~. Elle apparaît sur Le 

spectre 250 Hz au dessous de 450 Hz, soit à 200 Hz. 

On peut donc observer à cause de L'échantillonnage un repliement des fré­
quences élevées parmi Les fréquences basses. 
Au cinéma, La fréquence d'échantillonnage est de 24 images par seconde. 
C'est Le même phénomène qui fait tourner Les roues des voitures à L'envers. 

Exercice 2.2 Filtrage numérique avec Scilab 

On souhaite réaliser un filtrage numérique avec un passe-bas du premier ordre. 

1. Déterminer l'équation différentielle reliant l'entrée VE et la sortie Vs aux 
bornes du condensateur pour un circuit RC série. Définir Wc la pulsation de cou­
pure à-3 dB. 

2. Le signal d'entrée est échantillonné avec une période d'échantillonnage Te tel 
1 

que VE[k] = Vs(kTe) avec Te= - et k variant de 1 à N. On veut construire la 
Je 

suite Vs[k] = Vs(kTe). Intégrer l'équation différentielle entre les points de 
mesures kTe et (k + 1) Te. On utilise la méthode des trapèzes 
(Vs (k + 1) Te+ Vs (kTe)) 

2 
Te pour évaluer l'intégrale de Vs dt entre kTe et 

(k + l)Te. On part de Vs [l] = 0, montrer que la relation de récurrence peut se 
mettre sous la forme: Vs[k + 1] = A Vs[k] + B (VE [k + 1] + VE [k]). Exprimer 
A et B en fonction de Te, et Wc. 

21 
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Partie 1 • Électronique 

3. En s'aidant de l'énoncé de l' exercice précédent, réaliser un programme Scilab 
permettant de créer un signal d 'entrée constitué de 1024 points et une fréquence 
d'échantillonnage de 1200 Hz, le signal de sortie après passage dans le filtre et la 
visualisation du signal et du spectre des signaux d' entrée et de sortie. 
Quel est le spectre de Fourier des signaux d'entrée et de sortie ? 

Analyse du problème 
Le théorème de Shannon doit être vérifié quand on fait du traitement numérique du 
signal. Comme pour le traitement analogique du signal, le traitement numérique du 
signal permet de transformer les signaux. 

1. 

R 

c 

L:'équation différentielle entre l'entrée et la sortie s'écrit : 

dvs 
VE = vs+ RC-

dt 

En notation complexe, on a : VE = Vs+ j RCwVs . On en déduit la fane-
- - -

tian de transfert : 

Vs 1 
_H (j w) - VE - -1 _+_j _R_C_w 

C'est un filtre passe-bas du premier ordre. La pulsation de coupure à -3 dB 
1 . 

est : Wc = -. On obt1ent alors : 
R C 

2. On sépare les variables: dvs = - wcvs (t) dt + WcVE (t) dt. 
On intègre entre les points de mesure k Te et (k + 1) Te : 

(Vs (k + 1) Te+ Vs (kTe)) 
Vs ((k + 1) Te) - Vs (kTe) = -Wc Te+ .. . 

2 
(VE (k + 1) Te + VE (kTe)) ... + Wc 

2 
Te 
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Chapitre 2 • Électronique numérique 

On a alors : 

( 
Wc Te ) ( WcTe) Vs ( (k + 1) Te) 1 + -

2
- = Vs (k Te) 1 - -

2
- + ... 

(VE (k + 1) Te + VE (kTe)) 
... + wc Te 

2 

On en déduit finalement : 

J W cTe (V (k + J) T + V (kT. )) 
Vs ((k + 1) Te) = Vs (kTe) - --:;;, + Wc Te E e E e 

1 + T 2 ( 1 + W2Te ) 

On pose alors : A = 
1 Wc'fe T - - 2- Wc e 

w T et B = ( ) . 1 + 2 e 2 1 + W2Te 

3. Le programme suivant permet de visualiser le signal d'entrée et de sortie. 
clear 
N = 1024, Fe = 1000, T e = 1/ Fe, je = 150, om egae = 2 x 7f x je 
t = [0: T e: (N - l ) x T e] 
amp = 5, ve = amp x sin(2 x +amp x sin(2 x 7f x 460 x t ) 

//signal de sortie 
vs(l ) = 0, A = (1 - omegae x T e/ 2) / (1 + omegae x T e/ 2), 
B = omegae x T e/ (2 x (1 + omegae x T e/ 2)) 
for i = 1 : N - 1 
vs(i + 1) =A x vs(i) + B x (ve(i + 1) + ve(i )) 
end; 
//spectre de Fourier 
pasj = Fe/ N , j = pasj x [0 : N -1] 
s fft=fft (vs, -1), efft=fft(ve ,- 1) 
xset("window", 1) //fenêtre numéro 1 
clf, subplot(2, 1, 1); 
plot2d(t , ve) 
xset("font size",0.5) 
xtitle("Signal en fonction du temps") 
subplot(2, 1,2); 
plot2d3(f (l : N / 2) , l / N x 2 x abs(ej j t (l : N / 2))) 
//spectre corrigé en divisant par N et *2 car fonction paire de La TF. 
xtitle("Spectre de Fourier") //plot2d3 permet d'afficher Les raies 
xset("window" ,2) //fenêtre numéro 2 
clf 
subplot(2,1 ,1); 
plot2d(t, vs) 
xset("font size",0.5) 
xtitle("Signal en fonction du temps") 
subplot(2, 1,2); 
plot2d3(f( I : N/ 2), 1/ N x 2 x abs (sjj t ( L : N/ 2))) 
//spectre corrigé en divisant par N et *2 car fon ction paire de La TF. 
xti tle("Spectre de Fourier") //plot2d3 permet d'afficher Les raies 
On observe bien une très fo rte atténuation de La sinusoïde à 500 Hz. 
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Modulation -
Démodulation 
Exercice 3.1 Modulation d'amplitude 

Pour transmettre un signal qui contient de l'information (par exemple une onde 
sonore de fréquence fi), on module l'amplitude d'une porteuse de fréquence !2 
très supérieure à f 1. Le signal modulant qui contient l'information est 
ui = Uo + Uim cos (w1t) . En sortie d'un multiplieur, on a le signal vs= ku1u2 . 
La porteuse haute fréquence est u2 = U2m cos (w2t). 

1. Montrer que le signal modulé s'écrit : 

vs= Amod cos (w2t) où Amod =A (1 + m cos (w1t)) est l'amplitude modulée. 

Exprimer A en fonction de k, U0 et Utm · Exprimer le taux de modulation men 
fonction de Uo et Uim· Représenter le spectre de Fourier du signal modulé. 

2. Construire la courbe vs(t) avec Uo = 1 V; Uim = 0,5 V ;f1 = 1 000 Hz; U2m 
= 1 V ; !2 = 10 000 Hz et k = 1. Construire la courbe avec U1m = 1,5 V, les 
autres paramètres demeurant inchangés. Interpréter? Dans quel cas est-on en sur­
modulation ? 

Analyse du problème 

La modulation d 'amplitude permet de transmettre à grande distance un signal sono­
re occupant la bande de fréquence 20 Hz - 20 kHz. Pour obtenir le spectre de 
Fourier, il faut linéariser le produit de fonctions sinusoïdales. L'allure des courbes 
obtenues dépend du taux de modulation 

~ 1. Le signal de sortie est : 

vs= ku1u2 = kU2m (Uo + U1mcos (w1t)) cos (w2t) . 

Il suffit de mettre U0 en facteur pour obtenir la forme souhaitée : 

( 
Uim ) vs = ku1u2 = kU2m Uo 1 + Uo cos (w1t) cos (w2t) 

On a bien vs = Amod cos (w2t) avec Amod = A (1 + m cos (w1t)) 
U1m 

A= kU2mUo et m = --. 
Uo 

Pour obtenir le spectre de Fourier, il faut linéariser le produit de deux cosinus : 

vs= A (1 + m cos (w1t)) cos (w2t) 

= A cos (w2t) + Am cos (w2t) cos (w1t) 

25 
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Partie 1 ·Électronique 

Soit: 

Am 
vs =A cos (w2t) + T (cos ((w2 + w1) t) +cos ((w2 - w1) t)) 

On a le spectre de Fourier : 
amplitude 
'\ 

A 

Am Am 
2 2 

0 f 

2. Première courbe : m = Ui m = 0,5 < 1 
Uo 

Il faut bien identifier le terme lent u 1 et le terme rapide u2. On va multi­
plier u1 par un terme rapide qui varie entre - 1 et 1. 

On représente d'abord le terme lent u1 

1, 4 

1 

0,6 

0,2 

0 0,5 1 

On représente ensuite le terme lent -u 1 : 

1 

0,5 

0 

- 0,5 

- 1 

-1, 5 

t en ms 

1,5 2 

t en ms 
~--'-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

0 0,5 1 1,5 2 
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Chapitre 3 • Modulation - Démodulation 

Il reste à multiplier par le terme rapide qui varie entre - 1 et 1 avec une fré­
quence 10 fois plus grande que le terme lent : 

1, 5 
1 

0, 5 

0 
- 0, 5 

-1 

- 1, 5 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

0 0, 5 1 

Deuxième courbe : m = Uim = 1,5 > 1 
Uo 

1, 5 

On a un chevauchement des courbes u l et -u l · 

1 

0 

- 1 

- 2 

0 0,5 1 1, 5 

On en déduit la courbe représentant u en fonction du temps : 

U 1 

2 

1 

0 

-1 

- 2 - u1 

0 0, 5 1 1, 5 

On est en surmodulation. 

2 

t en ms 

2 

t en ms 

2 

27 
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Partie 1 • Électronique 

Exercice 3.2 Démodulation d'amplitude 
Cet exercice est la suite de l'exercice précédent où on a réalisé une modulation 
d'amplitude. Pour récupérer l'information contenue dans un signal modulé en 
amplitude, on réalise une démodulation synchrone à l'aide d'un multiplieur. La 
tension de sortie du multiplieur est : Vm = kve vd. 

Filtre h 

On place, sur la première entrée, le signal à démoduler, réceptionné par voie hert­
zienne, dont l'équation est Ve (t) = Vo (1 + m cos (w1t)) cos (w2t) et on impose, 
sur la seconde entrée, la tension vd (t) = Vd cos (w2t). 

1. Représenter le spectre du signal de sortie du multiplieur. 

2. Proposer un filtre permettant de récupérer en sortie le signal contenant l'infor­
mation. Déterminer alors la tension de sortie du filtre. 

Analyse du problème 

La démodulation d'amplitude permet de récupérer le signal contenant l'information. 
On va étudier dans cet exercice le principe de la démodulation synchrone avec un 
multiplieur et un filtre passe-bas pour récupérer uniquement certaines composantes 
spectrales du signal. 

1. En sortie du multiplieur on a : 

vm(t) = kVo Vd (1 + m cos(w1t)) cos2(w2t) 

( 
1 + cos(2w2t)) 

= kVo Vd (1 + m cos(w1t)) 
2 

Soit : 

kVoVd 
Vm(t) = (1 + m cos(w1t) + cos(2w2t) + m cos(w1t) cos(2w2t) 

2 

On en déduit : 

Vm(t) = 

kVoVd ( m m ) 
2 

1 + m cos(w1t) + cos(2w2t) + 2 cos(2w2 + w1)t + 2 cos(2w2 - w1)t 

kVoVd 
On pose o: = 

2 
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Chapitre 3 • Modulation - Démodulation 

On en déduit le spectre de la tension Vm (t ) 

amplitude 

am -+---.--­

m 
a- - ----- ------------- ------ ----- -

2 f 

0 2f2 - fi 2f2 2f2+ fi 

• Fréquence nulle : amplitude a 

• Fréquence fi : amplitude a m 

• Fréquence 2h : amplitude a 

. m 
• Fréquence 2h - fi : amplitude a2 

m 
• Fréquence 2h + fi : amplitude a -

2 

2. Le signal contenant l'information est la partie du spectre : 

• Fréquence nulle : amplitude a 

• Fréquence fi : amplitude a m 

Il faut supprimer les composantes spectrales 2f2 , 2h - f 1 et 2f2 + f 1• On 
peut utiliser un filtre passe-bas de fréquence de coupure supérieure àf 1 pour 
filtrer les composantes spectrales supérieures à f i. On obtient alors le 
spectre suivant : 

amplituae 

Filtre -----, a 
a \ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

am \ 
\ 
\ m m 
\a- a -
\ 2 2 
\ 

f \ 

0 fi 2f2-fi 2f2 2h+fi 

29 
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Partie 1 ·Électronique 

On peut utiliser un circuit RC pour réaliser un filtre passe-bas : 

i R 

c 

On reconnaît un diviseur de tension : 

V _1_ 

H ( . ) _§_ jCW 
- JW = - = l 

Ve jCW + R 

On peut identifier à la forme canonique : 

H (. ) Ho 
- JW = 1 + ·.!:!:d._ 

J Wo 

1 

1 

1 + jRCw 

l'identification donne : wo = - et Ho = 1. La fréquence de coupure à 
RC 

-3 dB: 

La tension de sortie est : 

Wo 
fc=fo=-

27r 

kVoVd 
Vs(t) = 

2 
(1 + m cos(wt)) 

On récupère bien une tension avec les fréquences et les amplitudes propor­
tionnelles à celles du signal contenant l'information. 
Ce montage fonctionne même si on est en surmodulation (m > 1). 
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Transport de charge 

Exercice 4.1 : Modèle de Drude 

On considère un fil de cuivre d ' axe 0 z, de longueur L et de section S et parcou­
ru par un courant d'intensité /. On modélise le cuivre par un réseau cristallin 
constitué d'ions positifs fixes dans lequel des électrons de conduction se dépla­
cent librement. On admet qu'un atome de cuivre libère en moyenne un électron 
de conduction. On appelle n le nombre d'atomes de cuivre par unité de volume 
et v la vitesse moyenne des électrons. On modélise l'agitation thermique des 
électrons et les collisions sur les ions du réseau et entre eux par une force de frot-

m 
tement égale à - - v. Le champ électrique extérieur appliqué au cuivre est 

7 

constant et vaut Ê = EÛz. 
Données pour le cuivre : conductivité = 'Y = 5,9 x 107 S.m- 1 ; masse volu­
mique = µ = 8,96 x 103 kg.m- 3 ; masse molaire = M = 63,5 g.mo1- 1 ; 

NA= 6,02 x 1023 mo1- 1. 

Données pour un électron : m = 9, 1 x 10- 31 kg; q = -e = -1,6 x 10- 19 C. 
1. Déterminer en régime permanent la conductivité 'Y du cuivre en fonction de 
e, m, net 7. 

2. Calculer n et la constante de temps 7 . 

3. Déterminer la résistance du fil du cuivre en fonction de "(, L et S. 

4. Déterminer la densité volumique de puissance cédée par le champ électrique 
au métal. Quelle est la puissance cédée par le champ électrique au fil de cuivre ? 
Comment appelle-t-on cette puissance ? 

Analyse du problème 

On utilise la mécanique modèle classique pour étudier la conduction dans les 
métaux. On écrit le principe fondamental de la dynamique à un électron. En régime 
permanent, on en déduit la vitesse d 'un électron ce qui permet d 'en déduire la 
conductivité du métal. 

1. On suppose pour simplifier que chaque électron se déplace à la vitesse v . 
Système : électron de masse m et de charge q = -e. 
Référentiel : terrestre galiléen. 
Bilan des forces : 

.... .... 
• force électrique : q E = - e E 

33 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

(5) 

m .... 
• force de frottement: - - v 

T 

• On néglige Le poids devant ces forces. 

Principe fondamental de La dynamique : 

On en déduit : 

dv .... m .... 
m - = -eE - -v 

dt T 

dv 1.... e .... 
- +-v = --E 
dt T m 

Comme Le champ électrique est constant, La solution est : 

.... eT.... .... ( t) 
v = - m E + A exp --;.-

.... 
avec A un vecteur d'intégration qui peut être calculé par Les conditions ini-
tiales. 
Le deuxième terme correspond au régime Libre qui tend vers 0 au bout de 
quelques T. 

On suppose que L'on se place en régime permanent. Le vecteur vitesse 
s'écrit : 

.... eT .... 
v= - - E 

m 
On en déduit Le vecteur densité volumique de courant : 

.... ( eT .... ) ne
2
T .... 

j = nqv = n (-e) - m E = ---;;;-E 

Le conducteur ainsi modélisé vérifie La Loi d'Ohm Locale : 

La conductivité du cuivre est : 

ne2T 
"( = ­

m 

. M , , µNA 28 -3 2. La masse volumique est : µ = - n, d ou n = -- = 8,4 x 10 m . 
NA M 

Il faut utiliser les unités du système international en physique pour effectuer les 
applications numériques. Il faut donc exprimer la masse molaire en kg.mo1- 1

• 

m "( 
La constante de temps est T = -

2 
= 2,5 x 10- 14 s. 

ne 
Cette valeur est très fai ble ce qui justifie L'hypothèse faite précédemment du 
régime permanent. 
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Chapitre 4 ·Transport de charge 

Remarque : La constante de temps a le même ordre de grandeur pour tous les 
métaux. 

3. On pose E = E Uz et J = j u2 • 

On considère un déplacement di = dz Û2 colinéaire au champ électrique E 
du point 1 au point 2. 

;f Ê) f 2 
Û z ) 

--
~ 

E c ) 

... . . 
On a : d V = - E · di = _ !_ · di = _ !_ dz. 

'Y 'Y 

1
2 'f, 

On intègre entre le point 1 et 2 : dV = V2 - V1 = _ !_. 
1 'Y 

--+ 
Le conducteur est orienté vers la droite. On a donc dS = dS Ûz. 

1'· • - d ' l · / dq JJ : --*ds ·s L rntens1te u courant e ectnque est : = dt = J · = J · 

I f, 
On a donc : V = V1 - V2 = - - . s 'Y 

s 

On en déduit la résistance du fil de cuivre définie par la loi d'Ohm en 
convention récepteur : V = RI. 
La résistance du fil de cuivre de longueur f, et de section S est : 

f, 
R = -

ryS 

4. Pour faire un bilan de puissance, on multiplie scalai rement le pri ncipe 
fondamental de la dynamique en régime permanent par v : 

~ ..... m ..... ....., 
O= qE·v--v·v 

T 

Le premier terme est la puissance algébriquement reçue du champ électri­
que: 

Pélec = q E · V > 0 

Le deuxième terme est la puissance algébriquement reçue de la force de frot­
tement: 

m 2 
Pfrott = --v < 0 

T 

35 



Partie 2 • Phénomènes de transport 

1 

L'électron reçoit donc effectivement de la puissance du champ électrique 
qu'il perd aussitôt pour fournir de la puissance au métal. 
Le champ électrique fournit donc effectivement de la puissance au métal : 
c'est l'effet Joule. 

Remarque : L'effet Joule se manifeste souvent par un échauffement de la matière 
mais pas nécessairement. 

On considère maintenant un volume dr qui contient n dr charges mobiles. 
m 2 -+ 

Une charge fournit au métal une puissance : - v = q E · v. 
T 

L'ensemble des charges contenu dans le volume dr fournit donc à la matiè-

re une puissance : dP = ( q Ë · v) (n dr). Comme J = nqv. On a donc : 
.... -+ 

dP = j · Edr. 
La densité volumique de puissance cédée par le champ électrique au métal 
est: 

dP .... .... 2 -=j·E = ~E 
dr 

C'est la forme locale de la loi de Joule. 
La puissance cédée par le champ électrique au fil de cuivre est : 

P= !!! ] -ËdT=j: (Sf ) 

V 

Comme I = j S, on peut exprimer P en fonction de I: 

12 f, 2 2 
P = - (Sf ) = - / = RI 

s2~ ~s 

Cette puissance est appelée également puissance dissipée par effet Joule. 

"'O g Remarque : On retrouve la formule vue dans le cours d' électrocinétique en pre-
c5 mière année. 
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Transfert thermique 
par conduction 

Exercice 5.1 : Ailette de refroidissement 
On considère une barre de cuivre cylindrique de rayon a= 5 mm, de longueur L. 
En x = 0, la barre de cuivre est en contact avec un milieu à la température 
To = 330 K. Tout le reste de la tige est en contact avec 1' air ambiant de tempéra-

ture uniforme Te = 300 K. On appelle À= 400 W.m-1.K-1 la conductivité ther­

mique du cuivre et h = 12 W.m- 2 .K- 1 le coefficient de transfert conducto­
convectif entre la barre de cuivre et l'air. On se place en régime stationnaire. On 

Ma 
pose ô =y -v; · 
1. On considère que la longueur de la tige est quasi-infinie. Déterminer numéri­
quement le profil de température T (x) en tout point de la barre de cuivre. 

2. On remplace la tige précédente par une tige de longueur L = 20 cm. 
Déterminer numériquement T (x). Calculer T ( L). 

Analyse du problème 

Cet exercice traite d 'une ailette de refroissement utilisée par exemple pour refroidir 
un microprocesseur. Il faut être capable d'effectuer un bilan thermique sur une 
tranche d 'épaisseur dx pour obtenir l'équation différentieIIe en T(x). On utilisera 
la continuité de la température ou du flux thermique pour déterminer les constantes 
d'intégration. 

1. 

0 L 
X 

Comme a << L (le rayon du tube est très petit devant la longueur), on peut 
considérer que la température ne dépend que de x . 

37 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

Cours : Premier principe de la thermodynamique 

Il faut prendre l'initiative d 'effectuer un bilan thermique sur un volume élémentaire de sec­

tion S = 7ra2 compris entre x et x + dx pendant une durée dt. 
La transformation est isobare puisque le système est en contact avec 1 ' air qui maintient une 
pression constante. Le premier principe de la thermodynamique s'écrit: 

dH = bW' + bQ 

• dH est la variation d 'enthalpie du système entre t et t +dt. Dans l ' exercice, elle est nulle 
puisqu'on est en régime stationnaire (on dit aussi régime permanent). 

• bW' est le travail reçu autre que celui des forces de pression. Ici : bW' = 0 

• bQ est le transfert thermique algébriquement reçu pendant dt. 

On divise souvent le premier principe de la thermodynamique par dt pour faire apparaître 
des puissances thermiques. 

Puissance thermique par conduction traversant une surface L: 

Soit une surface L: orientée suivant Üx. 

Le transfert thermique b Q qui traverse la surface L: pendant dt est : 

8Q = <t>dt 

<t> est la puissance thermique par conduction qui traverse L:. On l'appelle également flux 
thermique. Le terme puissance thermique est préférable puisqu' il fait référence à l 'unité du 
flux thermique (le Watt). 

-On peut l' écrire avec le vecteur densité de courant thermique j th· On a alors : 

bQ = <t>dr = j j Ah. ëiSdr 

M E'E 

On projette sur Üx. Le transfert thermique qui traverse S pendant dt dans le sens Üx est : 

Loi de Fourier 

La loi de Fourier s'écrit : 

bQ = f f j thdSdt 

M E'E 

- -----+ 
jth = ->. grad T 

À est la conductivité thermique du milieu (en W.m- 1.K- 1). Elle est toujours positive. Le 
signe - vient du fait que le transfert thermique se fait spontanément des zones les plus 
chaudes vers les zones les plus froides. 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

Conditions aux limites 

On n'a pas de discontinuité de la température à l'interface solide-solide ou solide-fluide 
immobile car le transfert thermique est de même nature (transfert thermique conductif). Le 
contact est supposé parfait. 
On utilise très souvent la continuité du flux thermique au niveau des interfaces. Les inter­
faces ne peuvent pas accumuler d'énergie car l'épaisseur est infiniment petite. 
On a une discontinuité de la température à l'interface solide-fluide en mouvement. On note 
Tp la température de la paroi solide et TF la température de fluide en mouvement. On utili­
se souvent la loi de Newton : 

ôQ = hS(Tp - TF)dt 

Il faut faire très attention aux signes. Comme le transfert thermique se fait du corps 
le plus chaud vers le corps le plus froid. ô Q est donc orienté algébriquement de la 
paroi vers le fluide. 

Cours : h est appelé coefficient de transfert conducto-convectif ou coefficient d'échange 
entre le solide et le fluide (en W.m- 2 .K- 1 ). Tout se passe comme si on avait une disconti­
nuité de la température au niveau de la paroi. On fait l'approximation qu'une petite épais­
seur d'air est quasiment au repos sur une très faible épaisseur appelée couche limite ther­
rmque. 

l~I On fait un bilan thermique sur une tranche comprise entre x et x + d.x : 

h2nadx [T(x)-Te] 

fu 
~ 

<I>(x) 

<M/[' 

' 
/ 

=11=~~ <I>(x + dx) 

x x+dx 

<l> (x) est La puissance thermique qui rentre en x . 
<l> (x + dx) est la puissance thermique qui sort en x + d.x. 
h2Jrad.x [T (x) - Te] est La puissance thermique qui sort à travers La surfa­
ce latérale 2Jrad.x 

Si T (x) > Te, le transfert thermique est positif et effectivement dirigé vers l' exté­
rieur. C'est bien une puissance thermique effectivement perdue. 

La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique 
sur une tranche s'écrit en régime stationnaire : 

dH = 0 = ôQ = <l>(x)dt - <l>(x + dx)dt - h27rad.x [T(x) - Te ] dt 

On a donc : 
<l>(x) - <l>(x + dx) - h27rad.x [T(x) - Te] = 0 

39 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

... -----+ dT .... 
La loi de Fourier est : }th = -À grad T = -À-ux. 

dx 
La puissance thermique <f>(x) qui traverse la surface 7ra2 orientée suivant 
Ûx est: 

On en déduit que : 

d<f> d2T 
--dx - h27radx [T(x) - Te]= À7ra2

-
2 

dx - h27radx [T(x) - Te] 
dx dx 

=Ü 

l'équation différentielle s'écrit : 

d2T 2h 2h 
- - - T = --Te 
dx2 Àa Àa 

Ma 
On pose ô =V 2h. Soit: 

• Solution générale de l'équation homogène. 
1 1 

l'équation caractéristique est: r 2 
- 62 = 0, soit r = ±8. 

La solution générale est donc : TsG = A exp ( ~) + B exp ( - ~) . 
• Solution particulière de l'équation différentielle avec second membre : 

Ts p =Te 

La solution de l'équation différentielle est : 

T (x) = Te + A exp ( ~) + B exp ( - ~) 

Il faut deux conditions aux limites pour déterminer A et B : 

• Le contact est parfait en x = 0, donc T (0) = To = Te + A + B. 

• La température doit rester finie six ---+ oo. On a donc A =O . 

La constante d'intégration B est: B = To - Te. On obtient: 

T(x) =Te + (To - Te) exp(-~) 

Numériquement, on a : 

T(x) = 300 + 30 exp ( - 0,~89) 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

2. On a toujours : 

T (x) = Te + A exp ( ~) + B exp ( - ~) 

La distance caractéristique vaut ô = 28,9 cm. La longueur de la tige vaut 
20 cm. On ne peut plus considérer comme dans la question précédente que la 
longueur est très grande devant la distance caractéristique. On n'a donc plus 
les mêmes conditions aux limites. 
Le contact est parfait en x = 0, donc T (0) = To = Te + A + B. 

La deuxième condition aux limites est plus délicate à trouver. On a une discontinui­
té de la température à cause du flux conducto convectif en x = L. 

Il faut raisonner sur la continuité du flux thermique en x = L. 

La continuité du flux thermique en x = L permet d'obtenir la deuxième équa­
tion : 

jth(L)7ra2 = h7ra2 [T(L) - Te] 

En utilisant la loi de Fourier, on a : 

-À (dT) = h [T(L) - Te] 
dx x=L 

dT A (x) B ( x) Comme - = - exp - - - exp - - on a · 
<lx o o o o' · 

-~A exp (~) + À: exp ( - ~) = h (A exp ( ~) + B exp ( - ~)) 
On a un système à deux équations et deux inconnues : 

To =Te + A+ B 

- ~A exp ( ~) + À: exp ( - D = h (A exp e) + B exp ( - ~)) 
La résolution numérique donne: A= 5,92 et B = 24,08 . 
On a donc: 

T(x) = 300 + 5,92 exp ( x ) + 24,08 exp ( - x ) 
0,289 0 ,289 

Pour x = L, la température est égale à 324 K . 

Remarque : Si la longueur de la tige est supérieure à 3, alors on peut considérer que 
la tige est de longueur quasi-infinie. On retrouve alors la résolution plus simple de la 
question 1. 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

Exercice 5.2 : Simple et double vitrage 

On considère une pièce à la température 1'ï = 20°C. La température extérieure est 
Te = 5°C. On étudie les transferts thermiques avec l'extérieur à travers une vitre 

en verre de conductivité thermique >. = 1,15 W.m- 1.K- 1, de largeur 60 cm, de 
hauteur 60 cm et d' épaisseur 3 mm. On suppose qu ' il n'y a pas de flux sortant à 
travers les autres parois de la pièce. On se place en régime stationnaire. 

1. Définir et calculer la résistance thermique de la vitre. En déduire le flux ther­
mique sortant à travers le simple vitrage. 

2. On remplace le simple vitrage par un double vitrage constitué d'une vitre 
de 3 mm d'épaisseur, d'une couche d ' air de conductivité thermique 

Àair = 0,025 W.m- 1.K- 1, d'épaisseur 10 mm et d'une autre vitre identique à la 
première. Donner le schéma thermique équivalent. Calculer le flux thermique 
sortant à travers le double vitrage et les différentes températures dans le double 
vitrage. Interpréter. 

Analyse du problème 

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique en l'absence de produc­
tion de chaleur. On pourra alors utiliser la notion de résistance thermique et tra­
vailler sur un schéma thermique équivalent. En appliquant le diviseur de tension, on 
pourra déterminer les différentes températures. 

L'énoncé ne donne pas le coefficient de transfert conducto-convectif entre la vitre 
et l'air. On néglige donc la discontinuité de température aux interfaces vitre-air. 

1. On appelle S la surface de la vitre. Le transfert thermique se fait suivant 
l'axe Ox dirigé de l'intérieur vers l'extérieur. 

= <l>(x) __L 
0 X 

+ <l>(x+ dx) 

x+ dx e 

extérieur 

Te 

Cours : La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique s'écrit 
sur une tranche en régime stationnaire : 

dH = 0 = oQ = <P (x) dt - <P (x + dx) dt 

On a donc conservation du flux thermique : 

<P(x) = <P(x +dx) = cte 

On note <P le flux à travers les différentes sections de la vitre. 
La loi d'Ohm s' écrit en convention récepteur: V1 - V2 = R !1--+2 . R est toujours positif. 

I = Ji__, 2 . ) R 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

La résistance thermique est définie par analogie : T 1 - T2 = m1h cf> 1 ~ 2. 

cl> = cl>l-+ 2 
) 

Interprétation physique: Si T1 > T2, le transfert thermique se fait des zones les plus chaudes 
vers les zones les plus froides d'après le deuxième principe de la thermodynamique. 
Analogie avec )'électrocinétique: 

T---+V 
D'ith ---+ R 

cf> = P111 ---+ l 

Le flux à travers une surface S à l'abscisse x est : 

dT 
cf> = jS = -À- S 

dx 

On sépare les variables et on intègre entre x = 0 et x = e. 
cf> cf> 

dT = - ÀSdx, d'où T2 - Ti = - )..Se. 

. e 
On obtient : T1 - T2 = )..S cf>. 

La résistance thermique est : 

" e ~hth = -
)..S 

Remarque : On peut la retrouver par analogie avec l 'électricité. La résistance d'un fil 
conducteur de conductivité '"'( , de section S et de longueur L est : 

L 
R= ­

'"'fS 

Dans de nombreux exercices, on fera le schéma thermique équivalent. 

~ 
On est en régime stationnaire. IL n'y a pas de création de chaleur dans la 
vitre. On a donc conservation du flux thermique. 

) 3tth 

La résistance thermique est définie par analogie avec l'électricité 
T1 - T2 = m1h<f>1~2 . 
En coordonnées cartésiennes, la résistance thermique est : 

e 
9lth = - = 7,25 x 10- 3K.w- 1 

ÀS 

La surface S vaut : S = 0,6 x 0,6 = 0,36 m2 • 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

On en déduit le flux thermique sortant pour le simple vitrage : 
T - T 

<f> = 1 
e = 2070 W 

Sîth 

2. On se place toujours en régime stationnaire. Il n'y a pas de terme de créa­
tion. On a conservation du flux thermique à travers les différentes sections 
du double vitrage. 
On peut donc utiliser le schéma électrique suivant avec des résistances ther­
miques en série. 

~thl ~th2 ~th3 

• ) • • • 
T2 Te 

Ti Ti T2 Te .....---1 -.---1 -----1----. 
( ) 

e=3 mm L = lO mm e=3 mm 

Les résistances thermiques sont : 

e 
mth 1 = - = 7,25 x 10- 3 K.w- 1 

ÀS 
L 

Dlth2 = -- = 1, 11 K.w- 1 

ÀairS 

mth3 = _!!__ = 7,25 x 10- 3 K.w- 1 

).S 

La résistance thermique équivalente est : 

ffltheq = ~lth I + fflth2 + fü1h3 = 1, 13 K.w- 1 

On en déduit le flux thermique sortant : 

T - T 
<f>2 = 

1 
e = 13,3 W 

fflth l + fflth2 + fflth3 

On a un flux thermique sortant 155 fois plus faible que dans la question 1. 
D'où l'intérêt du double vitrage pour l'isolation thermique. 
On peut calculer les différentes températures en utilisant le diviseur de ten­
s10n : 

Il ne faut pas écrire T1 au lieu de T1 - Tj . Il faut considérer une tension et non un 
potentiel pour appliquer le diviseur de tension. 
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De même, on a : 

Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

T _ T.· = ~nth1 + mrh2 (T. _ T;) 
2 l \)'\ e I 

;Jltheq 

L'application numérique donne : T1= 19,9°( et T2 = 5,1°C. 

Exercice 5.3 : Fil parcouru par un courant 

On considère un fil cylindrique de conductivité électrique -y, de conductivité 
thermique À, de rayon a et de longueur L. On suppose que T(O) = T(L) = To . 
Le fil est parcouru par un courant électrique d'intensité constante / . On néglige 
les pertes thermiques à travers la surface latérale. On se place en régime station­
mure. 

1. Déterminer la température T(x) dans le fil. 

2. Pour quelle abscisse la température passe-t-elle par un maximum ? 

3. Ce résultat était-il prévisible par une analyse physique ? 

Analyse du problème 

En régime stationnaire, on n' a pas continuité du flux thermique car le fil reçoit de 
la puissance du circuit électrique. Il faut faire attention aux signes lors de 1 'écriture 
du premier principe de la thermodynamique. 

Une analyse des symétrie du problème permet de prévoir qualitativement où la tem­
pérature est maximale dans le fil. 

1. On considère une tranche de section S = Jra 2 comprise entre x et x + dx 
dx 

pendant dt. La résistance de Longueur dx et de section S est : dR = - . 
-yS 

<P(x)dt + f <P(x+dx)dt 

x x+ dx 

Pour une transformation isobare, Le premier principe de La thermodynamique 
s'écrit : 

dH = 8W' +8Q 

• En régime stationnaire, dH = H (t +dt) - H (t) = 0 
• 8W' est Le travail reçu autre que celui des forces de pression. Ici Le sys­

tème reçoit un travail électrique. En convention récepteur, Le travail reçu 
2 dx 2 est: 8 Wélec = dR/ dt = - / dt. 

-yS 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

1 

• 8Q est le transfert algébriquement reçu. Il vaut : 

d<P 
<P(x)dt - <P(x + dx)dt = --dxdt 

dx 

Attention aux erreurs de signe pour le travail électrique reçu. Il faut bien mettre un 
signe+ devant dR I 2dt car c 'est bien une énergie reçue par le système de la part 
du circuit électrique. Cette énergie reçue est également appelée énergie dissipée 
par effet Joule. 

La loi de Fourier est : 
- ----+ }th = -À grad T 

Le flux thermique ou la puissance thermique à travers la section S d'abscis­
se x est : 

. dT 2 <P = JthS = - >. -1ra 
dx 

On obtient donc pour le premier principe : 

d<P dx 2 2 d2T dx 2 --dx dt + - /dt= 0 = Àna -dxdt +--/dt 
dx "fS dx2 "(7ra2 

L:'équation différentielle s'écrit : 

d2 T 
ctx2 

On intègre une première fois : 

dT 

dx 

Une deuxième intégration permet d'écrire : 

12 x2 
T = - -+Ax+B 

À"(7r2a 4 2 

On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d'inté­
gration A et B : 

On a donc: 

T (0) = To = B 
12 L2 

T (L) = To = - 2 4 - + AL + B 
À"f'Tr a 2 

On obtient finalement : 
12 

T (x) = 2 4 (-x 2 +Lx) + To 
2À"f1r a 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

2. On calcule la dérivée de T par rapport à x pour déterminer où la tempé­
rature passe par un maximum : 

dT 12 

-= (- 2x+L) 
dx 2À')'7r2a4 

L 
La dérivée est nulle pour x = -. 

2 
La température est donc maximale au milieu du fil. 

3. Chaque élément de longueur dx du fil reçoit la même énergie électrique. 
L 

Les températures sont égales aux deux extrémités. Le plan x = 2 est un 

plan de symétrie pour la température. La température est donc croissante 
L L 

entre x = 0 et x = 2 puis décroissante entre x = 2 et L. 

On peut donc prévoir qualitativement que la température est maximale au 
milieu du fil. 

Exercice 5.4 : Résistance thermique entre deux sphères 

On considère un matériau conducteur compris entre deux sphères de centre 0, de 
rayons R l et R2 ( R 1 < R2), de conductivité thermique À. Les parois sphériques 
de ce matériau sont maintenues constantes à la température T1 pour r = R 1 et à 
la température T2 pour r = R2. On se place en régime stationnaire. 

1. Montrer que l'on a conservation du flux thermique. En déduire la résistance 
thermique de ce matériau en fonction de À, R1 et R2 . Étudier le cas particulier où 
R 1 et R2 sont très proches. 

2. En utilisant la résistance thermique entre une sphère de rayon r et une sphère 
de rayon r + dr, proposer une deuxième méthode permettant de déterminer la 
résistance thermique entre les deux sphères. 

3. Déterminer l'équation différentielle vérifiée par la température T (r). Exprimer 
la température T (r) en tout point du matériau. En déduire une troisième métho­
de permettant de déterminer la résistance thermique entre les deux sphères. 

Analyse du problème 

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique (ou de la puissance ther­
mique) car il n'y a pas de terme de création. On peut donc définir une résistance 
thermique. On va voir trois méthodes pour déterminer la résistance thermique entre 
deux sphères. 

1. On a une invariance du problème par rotation d'angle e et </J . La tempé­
rature ne dépend donc que de r en régime stationnaire. Le vecteur densité 
de courant thermique est : 

--+ -----+ 
}th = - À grad T 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

Comme T ne dépend que de r, alors ~h = ÎthÛ,.. Les surfaces isothermes 
sont des sphères de rayon r. 

On appelle µ la masse volumique du matériau et Cp la capacité thermique 
massique du matériau. On suppose la transformation isobare. On applique le 
premier principe de la thermodynamique à un volume compris entre les 
sphères de rayon r et r + dr pendant une durée dt : 

aT 
47rr2drµc p (T (t +dt) - T (t)) = 47rr 2drµcp-dt at 

= <l> (r) dt - <l> (r + dr) dt 

En régime stationnaire ( ~~ = 0), on a donc : 

<l> (r) =<l> (r + dr) = cte = <l> 

On note <l> le flux thermique (ou la puissance thermique) à travers une sphè­
re de rayon r ( r compris entre R1 et R2)· 

On a alors : 

<l> = f f ~h · dS = ÎttA7rr
2 = -À~: 47rr

2 

s 

On sépare les variables : 

On intègre entre R1 et R2 : 

<l> dr 
dT=---

47rÀ r 2 

T2 - Ti = __!__ ( -
1 

. - -
1 

) 
47rÀ R2 R1 

D'où : 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

La résistance thermique est définie par : 

Ti - T2 = ffith <l> i ~2 

On en déduit finalement la résistance thermique entre les deux sphères : 

ffith = -
1
- (__!__ - __!__) 

47rÀ Ri R2 

Si R2 et Ri sont proches. On pose R2 = Ri + e. On fait un développement 
limité à l'ordre 1 : 

1 ( 1 1 ) R2 - Ri e e 
ffith = 47rÀ /?; - R2 = 47rÀRiR2 = 47rÀR1R2 :::= 41rÀRf 

On retrouve la formule démontrée en coordonnées cartésiennes : 

e 
ffith = ÀS 

avec e = R2 - R l et S = 47r Rf. 

Remarque : On pourra faire cette approximation dans les exercices si l'épaisseur 
est petite devant Ri. 

2. La résistance thermique comprise entre une sphère de rayon r et une 
sphère de rayon r + dr est d'après la question précédente : 

dr 
dffith = À47rr2 

Les résistances sont en série puisque le flux est le même à travers les diffé­
rentes sphères de rayon r. Il reste à intégrer entre R1 et R2 pour obtenir la 
résistance thermique entre les deux sphères : 

ffith= _1_ (-1 - _1 ) 
41rÀ Ri R2 

3. On a vu dans la question 1 que : 

a (-À ar 47rr 2) 
a<l> ar 

0 = --drdt = - drdt 
ar ar 

Après simplification, on a : 

0 = ~ (r2 ar) 
ar ar 

Comme T ne dépend que de r, on a : 

2dT 
r - = A 

dr 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

Adr 
D'où : dT = -

2
- . l'intégration donne : 

r 

A 
T = - - + B 

r 

On calcule A et B en utilisant les conditions aux limites : 

A 
Ti=- - + B 

R1 
A 

T2 = -- + B 
R2 

D, , A T2 - Ti t B T + A 
ou : = 1 1 e = ' R1. 

R1 R2 
Le flux de 1 vers 2 est : 

Ri R2 

Finalement, on retrouve bien : T1 - T2 = ffi: th<PJ -+ 2 avec: 

mrh = -
1
- (-

1 
- __!__) 

47rÀ Ri R2 

Exercice 5.5 : Résistance thermique entre deux cylindres coaxiaux 

On considère un matériau conducteur compris entre deux cylindres coaxiaux, de 
rayons Ri et R2 (Ri < R2), de conductivité thermique À. Les parois cylindriques 
de ce matériau sont maintenues constantes à la température T1 pour r = R 1 et à 
la température T2 pour r = R2. On se place en régime stationnaire. On néglige 
les effets de bord. 

1. Montrer que 1 'on a conservation du flux thermique. En déduire la résistance 
thermique entre deux cylindres de hauteur H en fonction de À, R1 , R2 et H. Étu­
dier le cas particulier où Ri et R2 sont très proches. 

2. En utilisant la résistance thermique entre un cylindre de rayon r et un cylindre 
de rayon r + dr , proposer une deuxième méthode permettant de déterminer la 
résistance thermique entre les deux cylindres de hauteur H. 

3. Déterminer l'équation différentielle vérifiée par la température T (r). Exprimer 
la température T (r) en tout point du matériau. En déduire une troisième métho­
de permettant de déterminer la résistance thermique entre les deux cylindres de 
hauteur H. 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

Analyse du problème 

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique (ou de la puissance ther­
mique) car il n'y a pas de terme de création. On peut donc définir une résistance 
thermique. On va voir trois méthodes pour déterminer la résistance thermique entre 
deux cylindres. 

1. On a une invariance du problème par rotation d'angle e et translation 
d'axe 0 z. La température ne dépend donc que de r en régime stationnaire. 
Le vecteur densité de courant thermique est : 

... -----+ 
}th = -À grad T 

Comme T ne dépend que de r, alors ]th = }thur. Les surfaces isothermes 
sont des cylindres de rayon r. 

0 

H 

On appelle µ la masse volumique du matériau et cp la capacité thermique 
massique du matériau. On suppose la transformation isobare. On applique le 
premier principe de la thermodynamique à un volume compris entre les 
cylindres de rayon r et r+d r, de hauteur H pendant une durée dt : 

ar 
27rr Hdrµ cp (T (t +dt) - T (t)) = 27rr Hdrµ cp -dt at 

= <I> (r) dt - <I> (r + dr) dt 

En régime stationnaire, on a donc : 

<I> (r ) =<I> (r + dr) = cte = <I> 

On note <I> le flux thermique (ou la puissance thermique) à travers un 
cylindre de rayon r ( r compris entre R 1 et R2) et de hauteur H . 

On a alors : 

!! .... ---+ dT 
<I> = }th · dS = }th27rr H = - À dr 27rr H 

s 

On sépare les variables : 

<I> dr 
dT= - -

À27rH r 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

On intègre entre R1 et R1 : 

T2 - T1 = - ln -<f> (R2) 
À27rH R1 

D'où: 

T1 - T2 = <f> ln (R
2

) 
À27rH R1 

La résistance thermique est définie par : 

Ti - T2 = ffirh<Pi ~2 

On en déduit finalement la résistance thermique entre les deux cylindres : 

ffith = l ln ( R
2

) 
À27rH R1 

Si R2 et Ri sont proches. On pose R2 = Ri + e. On fait un développement 
li mité à l'ordre 1 : 

mth = 1 ln (Ri + e) = 1 ln (i + _e ) = __ e __ 
À27rH Ri >.27rH Ri >.27rR1H 

On retrouve la formule démontrée en coordonnées cartésiennes : 

e 
mrh = >.s 

avec e = R1 - R1 et S = 27rR1H. 

Remarque : On pourra faire cette approximation dans les exercices si l'épaisseur 
est petite devant R1. 

2. La résistance thermique comprise entre un cylindre de rayon r (hauteur 
H) et un cylindre de rayon r+dr (hauteur H) est d'après la question précé­
dente : 

dr 
dffith = ---

À27rrH 

Les résistances sont en série puisque le flux est le même à travers les diffé­
rents cylindres de rayon r. Il reste à intégrer entre R1 et R2 pour obtenir la 
résistance thermique entre les deux cylindres de hauteur H : 

mth = l ln ( R
2
. ) 

>.27rH Ri 

3. On a vu dans la question 1 que : 

a<1> a(->-~~ 21frH) 
0 = --drdt = - drdt ar ar 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

Après simplification, on a : 

o = ~ (raT) ar ar 
Comme T ne dépend que de r, on a : 

Adr 

dT 
r-=A 

dr 

D'où : dT = --. L'intégration donne: 
r 

T =A ln r + B 

On calcule A et B en utilisant les conditions aux limites : 

1 

T1 = A ln Ri + B 
T2 =A ln R2 + B 

T2 - Ti 
D'où: A= R

2 
et B =Ti - A ln Ri. 

ln-
R1 

Le flux de 1 vers 2 est : 

dT A 
<P1~2 = jth27rrH = -À-27rrH = --27rrH = 

dr r 

Finalement, on retrouve bien : T1 - T2 = ffith<Pi~2 avec : 

Exercice 5.6 : Chauffage d'une pièce 

On souhaite maintenir constante la température d'une pièce à Ti = 20° C. La 

résistance thermique des 4 murs et du sol est mthi = 10,0 x 10- 3 K.w- 1• La 

résistance thermique du plafond et des tuiles est mth2 = 2,0 X 10-3 K .w - 1
. La 

température de l'extérieur est Te = 10° C. On se place en régime stationnaire. 
1. Calculer la puissance thermique P à apporter à la pièce pour maintenir 
constante la température . 
2. On améliore l'isolation thermique en rajoutant une plaque de matériau isolant 
entre le plafond et les tuiles. Calculer la résistance thermique de ce matériau afin 
de réaliser une économie de 50% sur la puissance thermique P. 

Analyse du problème 

On étudie la puissance thermique nécessaire pour maintenir constante la températu­
re d'une pièce. Comme on se place en régime stationnaire sans terme de création, on 
pourra utiliser 1' association série et parallèle des résistances thermiques. Il faut faire 
attention aux signes lors de l'orientation des différentes puissances thermiques. 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

1. On suppose la transformation isobare. On applique le premier principe de 
la thermodynamique à la pièce pendant une durée dt. En régime stationnai­
re, on a : 

dH = ôW ' +ôQ 

En régime stationnaire, dH = H (t +dt) - H (t) = O. 

ôW' est le travail reçu autre que celui des forces de pression. Ici ôW ' = O. 

En divisant par dt, on a : 

0 = Ptotaie reçue 

Piotaie reçue est la puissance thermique algébriquement reçue par la pièce. 
Il y a trois puissances thermiques algébriquement reçues par la pièce : 

Ptotaie reçue = P +Pi + P2 

• P est la puissance thermique apportée par le chauffage (par exemple un 
radiateur électrique). 

T. - T: 
• Pi = e 

1 est la puissance thermique reçue de l'extérieur à travers les 
mthi 

4 murs et le sol. 
T. - T.· 

• P2 = e 
1 est la puissance thermique reçue de l'extérieur à travers les 

ffit112 

tuiles et le plafond. 

Dans l'écriture du premier principe, les puissances sont algébriquement reçues par 
T. - T.· 

le système. 11 faut donc écrire Te - 'Fï et non Ti - Te car e 1 est une puissan-
ffith l 

ce algébriquement orientée de l' extérieur vers l' intérieur. 
Ici Te < Ti, donc Pi < 0. C'est donc en fait une puissance effectivement fournie 
à l'extérieur. 

On en déduit que : 

P- - e l+ e t 
(

T. - T.- T. -T:) 
ffithl ffith2 

D'où 
p = 6000 w 

Remarque : Les deux résistances thermiques sont en parallèle. La résistance ther­
mique est définie par : 

1 1 1 
-=-+ ­
~Tth ffit11 i ffi1h2 
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

T. - T 
La puissance algébriquement reçue de l'extérieur est e 

1
• Le premier principe 

ffith 

s'écrit alors : 
T. - T 

O=P+ e t 

mth 
On retrouve le même résultat que précédemment. 

2. On souhaite avoir la même température avec une puissance thermique 
P' = 3000 W. On appelle ül~h2 la résistance thermique de la plaque de maté­
riau isolant que l'on rajoute entre le plafond et les tuiles. En régime sta­
tionnaire, la résistance thermique du plafond, de la plaque de matériau et 
des tuiles est alors : ffith2 + m~2 . 

Remarque : Les deux résistances sont bien en série car on se place en régime sta­
tionnaire sans terme de création. On a conservation du flux thermique (ou de la 
puissance thermique) à travers les différentes sections du plafond, du matériau iso­
lant et des tuiles. 

Le bilan thermique s'écrit alors : 

On a alors : 

D'où: 

1 

p = (T.· - T.) - + ---/ ( 1 1 ) 
t e ffithl ffi th2 + ffith2 

P' 1 
------

P'ffithl - (Ti - Te) 

(Ti - Te) ffithl 

On obtient finalement : 

1 (Ti - Te) ffi thl ci 

mrh2 = - fü.1h2 
P ' ffithl - (Ti - Te) 

Application numérique : m~h2 = 3,0 X 10- 3 K.w- 1• 

Exercice 5. 7 : Effet de cave 

L'atmosphère occupe le demi-espace x < 0 et le sol le demi-espace x > O. La 
température au niveau du sol est : T (0) = T0 + a cos(wt). On utilisera la nota­
tion complexe T(O) = To +a exp(jwt). Pour le sol, on note 

µ = 3,0 x 103 kg.m- 3 la masse volumique, c = 515 J.kg- 1.K- 1 la capacité 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

thermique massique et À= 1,2 W.K- 1.m-1 la conductivité thermique. On pose 

<5= ~-
V~ 

1. On cherche une solution de la forme : T (x, t) = To + f (x) exp (j wt). 

Déterminer f (x). En déduire T (x,t). 

2. Calculer les variations de température à une profondeur de 50 cm pour une 
amplitude de variation journalière de la température T(O) de l5°C autour d'une 
température moyenne de 3 °C en hiver. 

Analyse du problème 

On étudie les répercussions dans le sol des variations de température de 1' atmo­
sphère. Il faut savoir établir 1 'équation de la diffusion à une dimension en écrivant 
le premier principe de la thermodynamique à un système bien choisi. 

1. 
0 

1 atmosphère 

sol 

surface S 

X 

On applique le premier principe de la thermodynamique à un volume de sec­
tion S, compris entre x et x + dx pendant une durée dt : 

ar a~ 
µcSdx-dt = ~(x)dt - ~(x + dx)dt = --dxdt 

at ax 

En utilisant la loi de Fourier, on a : 

aT 
~=jS= -À-S 

ax 
On en déduit l'équation de la chaleur : 

a2T µc aT 
---

ax2 À at 

En notation complexe, on a : 

T (x ,t) = To + f (x) exp (jwt) 

a2T µc aT 
L.:'équation de la chaleur s'écrit alors : ax2 = -:\ at 

a2T a2 f aT 
avec 

2 
= 

2 
exp (jwt) et--== = f (x) j w exp (j wt). 

ax ax at -
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Chapitre 5 ·Transfert thermique par conduction 

Léquation différentielle devient : 

a2 f 
2 

exp (jwt) = ~cf (x) jw exp (jwt) 
ax Â-

En simplifiant, on a : 

a2 f µc. . 
---= - - 1wf (x) = 0 
ax2 À 

a2 f 2 · 
---= - _}_ f (x) = 0 
ax2 J2-

2 · 
Léquation caractéristique est : r 2 - -f = 0, soit : 

J 

2 2} 
r = -

J2 

Il f . . ( . 7r) d !: ( . 7r) 1 + j aut savoir que J =exp J 2 , one v J =exp J 4 = v'2 . 

On en déduit : 

On obtient alors : 

(-(1 + j) x) ((1 + j)x) 
f (x) = A exp J + B exp J 

La température com plexe est : 

T = To + (A exp ( n exp (-~X ) + Bexp G) exp C;)) exp(jwt) 

Il reste à déterminer les deux constantes d'intégration complexes avec les 
conditions aux limites : 

• Le sol a une profondeur infinie. Comme la température doit rester finie, 
on a nécessairement B = O. 

• Pour z = 0, on a : T(O) = T0 +a exp(jwt) . D'où A= a. 

On obtient alors : 

T = To +a exp ( n exp (j ( wt - m 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

On revient aux grandeurs réelles. Soit : 

T (x,t) = To +a exp ( t) cos ( wt - J) 
2. Application numérique : 8 = 14,6 cm. Pour x = 50 cm, on a : 

T (x ,t) = 3 + 0,49 cos ( wt - ~) 

On a donc des variations très faibles de la température à une profondeur de 
50 cm. Le sol n'est plus gelé à cette profondeur. C'est l'effet de cave. 
On retrouve une profondeur caractéristique comme dans l'exercice sur l'effet 
de peau. Au delà de quelques 8, les variations de température sont négli­
geables. 
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Diffusion 
de particules 

Exercice 6.1 : Profil de concentration en régime permanent 

On considère une solution contenant un composé de densité particulaire n dépen­
dant uniquement de la coordonnée spatiale x. Dans la région (a) de longueur ô, 
la densité particulaire est variable avec x, alors que dans la région (b) elle est 
constante de valeur ns. Sur le plan de cote x = 0 est injecté un flux constant de 
l'espèce étudiée. On appelle D le coefficient de diffusion dans la région (a) . 

Injection d'un flux de particules 
(b) 

0 X 

1. Démontrer l'équation aux dérivées partielles vérifiée par la densité particulai­
re n (x, t) en régime variable. 

2. Exprimer en régime stationnaire la densité particulaire n (x) ainsi que le flux 
de particules injecté en fonction de no= n(O), n s, ô, D et S . 

Analyse du problème 

On utilise les coordonnées cartésiennes pour traiter cet exercice de diffusion de par­
ticules. On effectue un bilan de particules pendant dt sur volume Sdx pour obtenir 
l 'équation aux dérivées partielles. 

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule 
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d ' in­
tégration. 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

1. On effectue un bilan de particules pendant dt sur un volume de section 
S compris entre x et x + dx : 

s 

X 

) 

0 x x+ dx 

La variation du nombre de particules pendant dt est égale au nombre de par­
ticules qui rentrent pendant dt - le nombre de particules qui sortent pen­
dant dt + le nombre de particules qui sont produites pendant dt. 

• On appelle d2 N la variation du nombre de particules pendant dt . À l'ins­
tant t, le nombre de particules est n(t)Sdx. À l'instant t +dt, le nombre 
de particules est n(t + dt)Sdx. On a donc : 

an 
d2N = (n (t +dt) - n (t)) Sdx = - dtSdx 

at 
• Ce qui rentre pendant dt à l'abscisse x : jv(x)Sdt. 

• Ce qui sort pendant dt à l'abscisse x + dx : jv(x + dx)Sdt . 

• Il n'y a pas de particules produites dans le volume Sdx. 

Le bilan de particules s'écrit donc : 

an ajv 
-dtSdx = jv (x) Sdt - jv (x + dx) Sdt = --Sdxdt 
at ax 

La loi de Fick s'écrit : 

~ -+ an 
jv = -D gradn = -D-ux 

ax 

On obtient l'équation aux dérivées partielles : 

an a2n 
- = D­
at ax2 

d2n 
2. En régime stationnaire, on a : dx

2 
=O. Une première intégration permet 

dn 
d'écrire : dx = A. Une deuxième intégration donne : 

n (x) = Ax + B 
On utilise les conditions aux limites pour déterminer A et B : 
• Pour x = 0 : n(O) = no = B. 
• Pour x = ô : n(ô) = ns = Aô +B. 
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Chapitre 6 • Diffusion de particules 

n s - no 
On obtient finalement : B = no et A = ô . 

La densité particulaire n(x) est donc : 

ns - no 
n(x) = ô x+no 

Le vecteur densité de flux de particules est : 

; ~ .... ns - no .... 
] D = - D gradn = - Aux = - ô Ux 

Le flux de particules à travers une surface S est : 

!! .... ---+ ns - no 
<I> = j D . dS = j s s = - ô s 

s 

Remarque : En régime stationnaire sans terme de création, on a conserva­
tion du flux de particules à travers les différentes sections du cylindre (a) . 
On vérifie que si ns > no, le flux est bien positif. 

Exercice 6.2 : Diffusion dans un cylindre 
On considère un cylindre d'axe 0 z, de longueur L très grande devant le rayon 
R2 . On creuse dans ce cylindre une cavité cylindrique de même axe, de rayon Ri , 
remplie d' un gaz avec une densité particulaire n 1 maintenue constante. On négli­
ge les effets de bord ce qui revient à considérer la diffusion radiale entre r = Ri 

et r = R2. On note D le coefficient de diffusion. L'opérateur laplacien en coor­
données cylindriques s'écrit : 

1 a ( af ) 1 a2 f a2 f 13.f = - - r - + --- + -r ar ar r2 ari az2 

1. Démontrer l 'équation aux dérivées partielles sur n dans le cas à une dimension 
(variable notée x ) en régime variable. En déduire la généralisation de cette équa­
tion avec l 'opérateur laplacien. 

2. On se place en régime stationnaire. Exprimer la densité particulaire n(r) pour 
r compris entre R 1 et R2 en fonction de n 1 , r, D , R 1 et j D 1 (densité de flux de 
particules pour r = R 1 ) . En déduire le vecteur densité de flux de particules en 
fonction de jD1, R1 et r . 

Analyse du problème 

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule 
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d' in­
tégration : continuité de la densité particulaire et continuité du flux de particules à 
la traversée d 'une surface. 
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Partie 2 • Phénomènes de transport 

1. On effectue un bilan de particules pendant dt sur un volume de section 
S compris entre x et x + dx : 

s 

X 

) 

0 x x+dx 

La variation du nombre de particules pendant dt est égale au nombre de par­
ticules qui rentrent pendant dt - le nombre de particules qui sortent pen­
dant dt + le nombre de particules qui sont produites pendant dt. 

• On appelle d2 N la variation du nombre de particules pendant dt. À l'ins­
tant t, le nombre de particules est n(t)Sdx. À l'instant t +dt, le nombre 
de particules est n(t + dt)Sdx. On a donc : 

2 ân 
d N = (n (t +dt) - n (t)) Sdx = - dtSdx 

ât 
• Ce qui rentre pendant dt à l'abscisse x : j 0 (x)Sdt. 

• Ce qui sort pendant dt à l'abscisse x + dx: jv(x + dx)Sdt . 

• Il n'y a pas de particules produites dans le volume Sdx. 

Le bilan de particules s'écrit donc : 

ân âjv 
-dtSdx = jv (x ) Sdt - jv (x + dx) Sdt = --Sdxdt 
ât âx 

La loi de Fick s'écrit : 

: -----+ ân ... 
]D = - D gradn = - D - ux 

âx 

On obtient l'équation aux dérivées partielles : 

ân â2n 
- = D­
ât âx2 

La généralisation avec le Laplacien s'écrit : 

ân 
- = D!J.n 
ât 

2. On en déduit l'équation aux dérivées partielles avec les coordonnées 
cylindriques : 

ân 1 a (r ~; ) 
- = - D--
ât r ar 
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En régime stationnaire, on a : 

dn 
On a donc : r- = A 

dr 

d (r dn) 
__ d_r_ = 0 

dr 

dr 
On sépare les variables : dn = A-. Soit : 

r 

Chapitre 6 • Diffusion de particules 

n =A lnr + B 

On a deux constantes d'intégration A et B. Il faut donc deux conditions aux 
limites. 
En régime permanent, sans terme de création, on a conservation du flux de 
particules à travers un cylindre de hauteur h et de rayon r (avec r compris 
entre R1 et R1). 
Le flux de particules est : 

<t> = f f JD · dS = jD2rrrh = - D :2rrrh = - D (:) 2rrrh 

s 
= -27rAhD 

Le flux de particules ne dépend pas de r. 
On a deux conditions aux limites : 

• Continuité de la densité particulaire pour r = Ri : 

n1 =A lnR1 + B 

• Continuité du flux de particules pour r = R1 

<P = io127rR1h = -27rAhD 

On a donc: 

On a finalement : 

io1R1 in1R1 in1R1 r 
n = - lnr+n1+ lnR1 = - ln-+n1 

D D D R1 

Le vecteur densité de flux de particules est : 

.... -----* Ri 
in= -D gradn = ini -ur 

r 

Remarque : On vérifie l'homogénéité et la pertinence de de la dernière relation. Si 
j D l > 0 , on a bien un flux de particules dirigé suivant +U.r. 
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Statistique 
des fluides 

Exercice 7 .1 : Pression en fonction de l'altitude pour l'atmosphère 
isotherme 

On assimile l'atmosphère à un gaz parfait de masse molaire M. On suppose l'at­
mosphère isotherme au repos dans le référentiel terrestre galiléen. 
Peut-on considérer la pression uniforme dans l'atmosphère sur une hauteur de 
lOOm? 

Analyse du problème 

Il faut d 'abord étudier la pression en fonction de l'altitude : on étudie une particule 
de fluide (échelle mésoscopique) de volume dr. Il faut rajouter au poids la résul­
tante des forces de pression qui s'exerce sur ce volume. 

L'énoncé ne donne pas de valeurs numériques. Il faut en proposer et supposer le 
champ de pesanteur uniforme. 

a) Système : particule de fluide de volume dr , de masse volumique µ. 

Référentiel: Ut = ( O; ux, Üy, Uz, t) terrestre galiléen. 0 est un point lié 
à la Terre à l'altitude z =O. On définit l'axe Oz verticale ascendante du lieu. 
Les axes Ox et Oy sont définis de façon à avoir la base (ux, Üy, Üz) ortho­
normée directe. 

Bilan des forces : 

• Poids de la particule de fluide : dmg = µgdr . 

• Résultante des forces de pression qui s'exercent sur le volume dr : 

- (gradp) dr 

Principe fondamental de la dynamique à l'équilibre : 

.... (-----* ) .... µ gdr - grad p dr = 0 
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Chapitre 7 ·Statistique des fluides 

On projette le PFD sur la base (ux, uy. Uz) : 

(âp) - 0 
âx y ,z 

-(âp) - 0 
ây x ,z 

-(ap) - µg = o 
âz x,y 

Comme (âp) = 0 et (âp) = 0, p ne dépend pas de x et de y. On 
âx y, z ây x, z 

a alors : (âp) = dp puisque p est fonction d'une seule variable. On a 
âz x,y dz 

alors : dp -- -µg = 0 
dz 

La masse volumique pour un gaz parfait est : 

pM 
µ= RT 

On sépare les variables : 

dp Mg 
-= - -dz 
p RT 

On suppose le champ de pesanteur uniforme. 
On intègre entre z = 0 où la pression vaut Po et l'altitude z où la pression 
vaut p(z) : 

( p) Mg 
ln - = -- (z - 0) 

Po RT 

On en déduit finalement : 

p(z) =Po exp (-~; z) 
b) Application numérique en proposant : 
M = 29 g.mo1- 1 = 29 x 10- 3 kg.mo1- 1 ; R = 8,314 J.K- 1.mo1- 1 ; 

T = 273 K ; g = 9,8 m.s-2 

Au niveau du sol : Po = 1 bar 
Pour une altitude de 100 m, p = 0,988 bar. 

p- Po 
On a une variation relative de 1,2 %. On peut donc considérer la 

Po 
pression uniforme. 
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Bilans d'énergie 

Exercice 8.1 : Machine frigorifique 
On étudie le cycle de l'eau d'une machine frigorifique. La capacité thermique 
massique de l'eau liquide est c. La température critique de l'eau est Ter = 647 K. 
L'eau dans 1 'état D est à la température T1 = 288 K sur la courbe de rosée. L'eau 
subit les transformations réversibles suivantes : 
• DA : condensation isotherme à la température Ti. L'eau dans l'état A est sur la 
courbe d'ébullition. 
• AB : détente adiabatique réversible. L'eau dans 1 'état B est à la température 
To = 268 K. Le titre massique en vapeur au point Best noté x 8 . 

• BC: vaporisation isotherme. Le titre massique en vapeur au point C est noté xe. 
• CD : compression adiabatique réversible. 
Les enthalpies massiques de vaporisation pour les températures To et T1 sont 
notées respectivement la et li . 
La variation d'entropie massique pour un liquide dont la température évolue de 

Ti à T2 est : s2 - s1 = q ln T2
. La variation d'entropie massique au cours d'un 

Ti 
déplacement sur le palier d'équilibre liquide-vapeur à la température To est : 

!::J.h 
!::J.s = - . 

To 

1. Représenter le cycle dans le diagramme de Clapeyron. Déterminer les titres 
massiques en vapeur x 8 et xe en fonction de c, To, T1 , lo et li . 

2. Déterminer les transferts thermiques massiques reçus par 1 'eau au cours des 
transformations B C et DA . Déterminer le travail massique reçu par l'eau au 
cours du cycle . 

3. La machine frigorifique consomme du travail et prélève un transfert thermique 
à la source froide (température To). Calculer l 'efficacité de la machine frigorifique. 

Analyse du problème 

Il faut être très attentif lors de la lecture de l'énoncé : bien identifier les paliers de 
pression et regarder si l'énoncé donne des tables thermodynamiques complètes ou 
incomplètes. On retrouve l'efficacité de Carnot puisqu'on a une machine cyclique 
ditherme constituée de 2 isothermes et 2 adiabatiques réversibles. 
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Cours: 

On représente souvent le diagramme de Clapeyron représentant la pression p en fonction du 
volume massique v du corps pur. 

p 

isotherme critique 
isotherme T 

isotherme T o 

courbe 
d'ébullition 

courbe 
de rosée 

V 

1. Étude thermodynamique avec des tables complètes ou des diagrammes thermody­
namiques 

On connaît les enthalpies, entropies massiques du liquide saturant et de la vapeur saturante 
pour différentes températures. On utilisera très souvent le théorème des moments avec l'en­
tropie massique, l' enthalpie massique ou le volume massique. Si dans une transformation, 
l'entropie joue un rôle important (exemple adiabatique réversible, donc isentropique), on 
utilisera le théorème des moments avec s : 

Xv =---
LV 

On utilisera également une relation qui est dérivée du théorème des moments 
s = XvSv + (l - Xv)Sl. 

h - hl LM V - vl 
De même, on peut écrire : xv = = -- et Xv = ---

hv - hl LV Vv - vl 

2. Étude thermodynamique avec des tables incomplètes 

LM 

LV 

Si l 'énoncé donne des tables thermodynamiques incomplètes, on utilisera des modèles 
approchés. Souvent, on donne c la capacité thermique massique du liquide. On prendra alors 
le modèle du liquide incompressible. On appelle l la chaleur latente massique de vaporisa­
tion (notée parfois dans les exercices lv ou L) à la température T. 

Variation d'enthalpie massique entre A0 et L : 

Pour un liquide incompressible, on a : dh = cdT. On en déduit que : 
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Chapitre 8 • Bilans d'énergie 

Variation d'enthalpie massique entre M 1 et M2 sur le palier: 

p 

L 

courbe 
d'ébullition 

isothermeT 

courbe 
de rosée 

V 

On se déplace sur le palier d'équilibre liquide-vapeur du point M 1 au point M2 • 

En un point M du palier, on a: hM = x vh v + (1 - x v ) hl. 

Au point M1, on a: h1 = Xv1 hv + (1 - Xv1) hL. 

Au point M 2, on a: h 2 = x v2hv + (1 - Xv2 ) h L. 

On a donc: h2 - h1 = Xv2 (h v - hl) - Xv1 (h v - hl). La chaleur latente massique de vapo­
risation est définie par lv = h v - hl. On a donc : 

1. Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (p ,v). 

p 

courbe 
d'ébullition 

La transformation AB est isentropique : 

courbe 
de rosée 

V 

On choisit le chemin AA0 B car l'entropie est une fonction d'état. La varia­
tion d'entropie massique entre A et B ne dépend pas du chemin suivi : 

Ss - SA = (Ss - SAo) + (SAo - SA) 
s 

On considère une masse m d'eau. L:'entropie massique est définie pars = - . 
m 
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On en déduit que : 

SB-SA=Ü=(SB-SAo)+(sAo-sA)=XB-+c1ln - =Ü lo (To) 
To Ti 

Ce qui donne : 

XB = To c1 ln (T
1

) 
Lo To 

La transformation CD est isentropique : 

On choisit le chemin C A0 A D. On a donc : 

SD - se= 0 = (SD - SA)+ (SA - SAO)+ (SAO - se) 

= - xc }!!.._ + c1 ln (Ti ) + !.!._ = O 
To To T1 

On en déduit que : 

xe =-ci ln - + --To (T') To Li 
Lo To Ti Lo 

2. Calcul de q B~e : 

Le premier principe de la thermodynamique pour un système ouvert en régi­
me stationnaire s'écrit : 

~hB~c = qB~c = qo 

Le transfert thermique massique q0 reçu au cours de cette transformation 
est: 

Calcul de q D~ A : 

To 
qo = (xc - XB) lo = - li 

Ti 

La transformation D ---* A est isobare. Le premier principe de la thermody­
namique pour un système ouvert en régime stationnaire s'écrit : 

~hD~ A = qD~ A = q1 

Le transfert thermique massique q1 reçu au cours de cette transformation 
est: 

Calcul de w : 
Pour calculer le travail massique reçu au cours du cycle, il faut écrire le pre­
mier principe de la thermodynamique sur un cycle : 

0 = w + qo + q1 

On a alors : 
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3. L'efficacité est définie par : 

T/ = 
utile qo 

dépense w 

On a donc : 

d'où: 

To 
T/ = 

T1 -To 

Chapitre 8 ·Bilans d'énergie 

To T1 

T1 To - Ti 

On retrouve bien L'efficacité de Carnot puisqu'on a une machine cyclique 
ditherme réversible. 

Remarque : En pratique Le point C doit se trouver sur La courbe de rosée 
pour avoir une compression monophasique. Pour ne pas avoir des gouttes de 
Liquide dans Le compresseur, on réalise même une surchauffe de La vapeur 
avant d'entrer dans Le compresseur. Cette surchauffe se fait à pression 
constante. On arrive à un point C' dans Le domaine de La vapeur sèche. 

Exercice 8.2 : Cycle de Rankine 

Le cycle de Rankine est le cycle de base des centrales nucléaires. La pompe d'ali­
mentation porte l'eau liquide saturante (état 0) de la basse pression Po du conden­
seur à la pression Pl du générateur de vapeur (GV) de façon adiabatique réver­
sible (état 1). L'eau liquide comprimée entre ensuite dans le générateur de vapeur, 
isobare, où elle est chauffée jusqu'à la température T2 du changement d'état (état 
1'), puis totalement vaporisée (état 2). La vapeur saturante sèche produite subit 
ensuite une détente adiabatique réversible (2-3) dans une turbine. Le fluide 
pénètre ensuite dans le condenseur isobare pour y être totalement condensé (état 
0) à la température T1. On appelle Ter la température critique de l'eau. On négli­
gera le travail consommé par la pompe devant les autres termes énergétiques de 
l'installation. On admet que hl = ho . On donne : t1 = 30 °C ; t2 = 300 °C et 
ter = 374 °C . 

La variation d'entropie massique pour un liquide dont la température évolue de 

T1 à T2 est : s2 - s1 = c1 ln T
2

. La variation d'entropie massique au cours d'un 
T1 

déplacement sur le palier d'équilibre liquide-vapeur à la température T1 est : 
~h 

~s=-. 
T1 

Extraits de tables thermodynamiques pour l'eau sur le palier d'équilibre liquide­
vapeur : 
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•liquide saturant à p 1 = 85,9 bar et 300 °C : s = 3,24 kJ.kg- 1 .K- 1 ; 

h = 1345 kJ.kg- 1 

•liquide saturant àp0 = 0,04 bar et 30 °C: s = 0,44 kJ.kg- 1.K- 1 ; h = 126 kJ.kg- 1 

•vapeur saturante sèche à 85,9 bar et 300 °C : s = 5,57 kJ.kg- 1 .K- 1 

h = 2749 kJ.kg- 1 

•vapeur saturante sèche à 0,04 bar et 30 °C : s = 8,46 kJ.kg- 1 .K- 1 

h = 2566 kJ.kg- 1 

1. Représenter l'allure du cycle décrit par le fluide dans le diagramme de 
Clapeyron. 

2. Déterminer le titre massique et l'enthalpie massique de la vapeur à la sortie de 
la turbine. 

- Wturbine 
3. Calculer l'efficacité du cycle T/ = ---

qav 
4. Dans quel état se trouve le fluide à la fin de la détente dans la turbine ? 
Pourquoi est-ce un inconvénient pour les parties mobiles de la machine ? 

Analyse du problème 

Il faut être très attentif lors de la lecture de l'énoncé : bien identifier les paliers de 
pression et regarder si l'énoncé donne des tables thermodynamiques complètes ou 
incomplètes. L'efficacité n'est pas égale à l'efficacité de Carnot puisqu'on n'a pas une 
machine cyclique ditherme réversible. Il faut bien remarquer qu'une transformation 
isobare n'est pas nécessairement réversible. 

1. Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (p, v). 

p 

Po - - - - ---------........ 0 

courbe d 'ébullition courbe de rosée 

V 

2. La transformation 2 ---+ 3 est adiabatique réversible, donc isentropique. 
On a alors : 

S3 = S2 = sv (T2) = 5,57 kJ.kg- 1.K- l 
On utilise le théorème des moments sur le palier d'équilibre liquide-vapeur à 
la température T1• Le titre massique en vapeur au point 3 est : 
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Chapitre 8 ·Bilans d'énergie 

LM s3 - SL (T1) sv (T2) - SL (T1) 
xv = -- = = ------

LV sv (Ti) - SL (Ti) sv (T1) - SL (Ti) 
5,57 - 0,44 

= =0 64 
8,46 - 0,44 ' 

On en déduit l'enthalpie massique au point 3 : 

h3 = xvhv (Ti)+ (1 - xv) hL (Ti)= 1687,6 kJ.kg- i 

3. On applique le premier principe de la thermodynamique pour un système 
ouvert en régime stationnaire. 

Pour la transforma6on 2 ~ 3 : 

h3 - h2 = Wit 

puisque la turbine est calorifugée. Wït est le travail indiqué massique reçu 
par le fluide. Il est toujours négatif pour une turbine. 

Pour la transforma6on 1 ~ 2 : 

h2 - h1 =qa v 

puisqu'il n'y a pas de partie mobile de la machine, c'est à dire pas de travail 
autre que celui des forces de pression. 

Calcul de l'efficaôté : 

-Wturbine - (h3 - h2) - (1687,6 - 2749) 
T/ = = = = 40 5 % 

qav (h2 - hi) 2749 - 126 ' 

4. D'après le diagramme (p , v), la vapeur est saturante à la fin de la déten­
te. Il y a donc des conditions difficiles pour les parties mobiles de la machi­
ne à cause de la corrosion. 

Remarque : Le cycle de Rankine malgré les inconvénients d'un mélange 
humide est utilisé dans la marine : propulsion des sous-marins nucléaires, 
porte-avion Charles de Gaulle. Une contrainte importante est d'avoir une 
chaufferie la plus fiable et la plus compacte possible. Par contre, la turbine 
est très sensible à la corrosion . 

Exercice 8.3 : Turboréacteur 

Un compresseur axial aspire l' air ambiant. Après compression, l'air est chauffé 
dans la chambre de combustion jusqu'à la température (T3 = 1250 K). Après 
détente partielle dans la turbine axiale, l'air est envoyé dans la tuyère où la 
détente s'effectue jusqu'à la pression ambiante (P5 = 1,00 bar). Le compresseur 
est uniquement entraîné par la turbine, qui lui transmet intégralement la puis-
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sance mécanique que lui fournit l'écoulement. On rappelle que P2 = P3. On 
P2 

donne le taux de compression du compresseur : - = 6, 15. 

Compresseur 
(1-2) 

Combustion 
(2-3) 

P1 

Turbine 
(3-4) 

Tuyère 
(4-5) 

L'air est assimilé à un gaz parfait. On donne Cp = 1,00 kJ · kg- i .K- i et 
1 = 1,40 . L'énergie cinétique sera négligée, sauf à la sortie de la tuyère. Le débit 
massique d 'air aspiré par le turboréacteur vaut DM= 50,00 kg.s- i . Le com­
presseur aspire 1' air ambiant défini par sa pression Pi = 1, OO bar et sa tempéra­
ture Ti = 288 K . Les évolutions à l'intérieur des turbomachines (compresseurs 
et turbines) et des tuyères sont supposées adiabatiques, réversibles. On néglige­
ra les pertes de charge de l'air à l'intérieur des chambres de combustion: les évo­
lutions y sont isobares. On définit le rendement thermique du turboréacteur (noté 
7lth) comme étant le rapport entre 1 'énergie cinétique massique reçue par l'air, 
notée ec, et la (ou la somme des) quantité(s) de chaleur massique(s) fournie(s) 
par la (ou les) chambre(s) de combustion, notée qcombustion · 

1. Calculer la température T1 (sortie du compresseur), le travail indiqué massique 
de compression, la température T4, la pression P4 à la sortie de la turbine, la tem­
pérature Ts et la vitesse es à la sortie de la tuyère. 

2. Calculer la quantité de chaleur massique fournie à l'air lors de la combustion, 
notée q1-3 = qcombustion. Calculer 1' énergie cinétique massique de 1' air à la sor­
tie de la tuyère. En déduire le rendement thermique 7lth de ce turboréacteur. 

(? ___ 1_~-~---- -----~-~-~;_,_e _______ ~=-O--~-~-~~ 
Compresseur 

(1-2) 
Combustion Turbine 

(2-3) (3 - 4) 
Combustion Tuyère 

(4-5) (5-6) 

La configuration est identique à la précédente mais on insère une seconde 
chambre de combustion entre la turbine et la tuyère. Lors de cette seconde com­
bustion, l'air est à nouveau chauffé jusqu'à la température de 1930 K 
(Ts = 1930 K) . La détente s'effectue ensuite dans la tuyère jusqu'à la pression 
ambiante (P6 = 1,00 bar) . 
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Chapitre 8 ·Bilans d'énergie 

Comme précédemment la turbine entraîne le compresseur, le taux de compres­
sion est identique et la température de fin de première combustion aussi 
(T3 = 1250 K). On rappelle que P2 = P3 et que P4 = Ps . 

3. Calculer T2 , T4 , P4, T6 à la sortie de la tuyère et la vitesse C6 à la sortie de cette 
tuyère. 

4. Calculer la quantité de chaleur massique fournie à l'air lors de la seconde 
combustion, notée q4- 5· En déduire la quantité de chaleur massique fournie 
globalement à l'air, notée q combustion = q2- 3 + q4- 5 . Calculer l'énergie cinétique 
massique de l'air à la sortie de la tuyère. En déduire le rendement thermique T/th• 

de ce turboréacteur. Comparer les paramètres des deux turboréacteurs étudiés et 
conclure. 

Analyse du problème 

On retrouve les éléments classiques en thermodynamique industrielle : compres­
seur, turbine, chambre de combustion. Pour chaque élément, on applique le premjer 
principe de la thermodynamique en régime permanent pour un système ouvert à une 
entrée et une sortie. Comme le compresseur est entraîné par la turbjne, le travail 
fourni par la turbine est récupéré entièrement par le compresseur. 

1. La compression est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On peut 
donc appliquer les lois de Laplace pour la transformation 1 ~ 2 : 

1-'Y 1-'Y 

T1P1T = T2 P 2T . On a donc: 

On applique au compresseur le premier principe de la thermodynamique à un 
système ouvert en régime permanent : !1h = W ï = Cp (T2 - Ti) . 

q e = 0 car la transformation est adiabatique et !1h = Cp (T2 - Ti) car on 
a un gaz parfait. 
On a donc : 

Le compresseur est entraîné par la turbine. Le travail fourni par la turbine 
est récupéré par le compresseur : l w 34 I = w1 2. 

Comme W34 < 0, on a w12 + W34 = 0 = Cp ( T2 - T1) + Cp ( T4 - T3) , 

d'où: 

La transformation 3 ~ 4 est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On 
1- Î 1- -y 

peut appliquer les lois de Laplace : T3 p3T = T4 p4T , donc : 
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La transformation 4 ---+ 5 est adiabatique, réversible, gaz parfait. On peut 
appliquer les lois de Laplace pour la transformation 4 ---+ 5 

1-/ 1- / 

T4P4T = TsP5T . On a donc: 

On applique à la tuyère le premier principe pour un système ouvert en régime 
1 

permanent : hs - h4 + -c~ = 0 car on néglige toutes les vitesses sauf celle 
2 

en sortie de la tuyère. On a donc : 

es = J2 (h4 - hs) = J2cp (T4 - Ts) = 787 m.s- 1 

2. On applique à la chambre de combustion le premier principe pour un sys­
tème ouvert en régime permanent : 

w i = 0 car il n'y a pas de partie mobile de la machine. On a donc : 

1 2 - 1 ec = - c5 = 310 kJ.kg 
2 

Le rendement thermique vaut : 

. 1 1 2 ut1 e 2c5 
T/th = -A- = - = 40,4 % 

cout q23 

3. On retrouve les mêmes résultats que dans la question 1 : T2 = 484 K ; 
T4 = 1054 K et P4 = 3,39 bar. 
La transformation 5 ---+ 6 est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On 
peut appliquer les lois de Laplace pour la transformation 5 ---+ 6 : 

1- / 1- / 

TsP5T = T6P6T . 

On a donc: 

(
Ps) 

1

~
1 

T6 = Ts p
6 

= 1362 K 

On applique à la tuyère le premier principe pour un système ouvert en régime 
1 

permanent : h6 - hs + -c~ = 0 car on néglige toutes les vitesses sauf celle 
2 
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Chapitre 8 ·Bilans d'énergie 

en sortie de la tuyère. On a donc : 

4. On applique à la chambre de combustion le premier principe pour un sys­
tème ouvert en régime permanent : 

wi = 0 car il n'y a pas de partie mobile de la machine. 
On en déduit que : 

q combustion = q 23 + q45 = 1642 kJ.kg- 1 

L:'énergie cinétique massique est : 

1 2 - 1 
ec = 2c6 = 568 kJ.kg 

Le rendement thermique vaut : 

utile ec 
T/rh = - ... - = = 34,6 % 

cout q combustion 

Le turboréacteur de la 2e partie a un moins bon rendement que celui de la 
1re partie. On récupère moins d'énergie cinétique pour un coût identique. 

Exercice 8.4 : Cycle industriel de réfrigération 

condensateur 4 

R HP CPHP 

2 séparateur 

5 
mélangeur 

RBP CPBP 

évaporateur 
6 7 

Le condenseur et 1 'évaporateur sont des échangeurs permettant respectivement la 
condensation et l'évaporation totale du fluide qui les traverse ; dans les états 1 et 
7, le fluide est respectivement à l'état de liquide saturant et de vapeur saturante 
sèche. Ces échangeurs sont calorifugés. Les évolutions du fluide y sont suppo­
sées réversibles. RHP et Rsp sont des robinets de laminage, respectivement haute 
et basse pression, qui assurent, sans partie mobile, des détentes supposées adia­
batiques : 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

• Le fluide pénètre dans Rttp sous une haute pression égale à P1 (état 1) et en res­
sort sous une pression intermédiaire P2 (état 2). 

•Le fluide pénètre dans R8 p , sous la pression intermédiaire égale à P5 (état 5) et 
en ressort sous une basse pression P6 (état 6). CPHP et CPBP sont des compres­
seurs, respectivement haute et basse pression, qui assurent des compressions éga­
lement supposées adiabatiques et réversibles du fluide à l'état gazeux : 

•Le fluide pénètre dans CPHP sous une pression intermédiaire P3 (état 3) et en 
ressort sous la haute pression P4 (état 4). 

• Le fluide pénètre dans CPBP sous basse pression P7 (état 7) et en ressort sous 
la pression intermédiaire Ps (état 8). 

À la sortie de RttP (état 2), et à la sortie de CPBP (état 8) , le fluide pénètre dans 
le mélangeur-séparateur (MS) et ressort à l' état de vapeur sèche saturante (état 3) 
vers CPHP et à l'état de liquide saturant (état 5) vers RBP· L'échangeur MS est 
parfaitement calorifugé, dépourvu de partie mobile, et les évolutions du fluide y 
sont supposées réversibles. 
Données : P1 = 15 bar, P2 = Ps = 4 ,0 bar, P6 = 1,5 bar. Débit du cycle basse pres­
sion : DBP = 1,50 kg· s- 1 . Débit du cycle haute pression : D BP = 2,43 kg· s- 1 . 

Puissance thermique de réfrigération P = 240 kW (reçue par le fluide au niveau 
de l'évaporateur). 

1. Étude du diagramme des frigoristes : P(h) 

P (en bar) échelle logarithmique 

courbe de saturation 
.... - . r 

liquide ,. " 
,." î 

/ " isotitre ,, 
1 x = cte,," 

vapeur+ 
liquide 

/ 

1 . \ 
isentrope 

k- isotherme 

vapeur sèche 

h (k.T/kg) 

L' abscisse est l' enthalpie massique h du fluide étudié, exprimée en kJ.kg- 1, avec 
une échelle linéaire. L'ordonnée est la pression P, exprimée en bar (1 bar = 
105 Pa), avec une échelle logarithmique. 
Quelle est la forme des isothermes à l' intérieur de la courbe de saturation ? On 
justifiera précisément la réponse fournie. Trouver l'équation d'une isotherme 
d'un gaz parlait dans le diagramme étudié; y a-t-il accord avec les isothermes du 
diagramme réel du fluide Forane 502, représenté en annexe ? 

2. Étude du cycle haute pression (1 ---+ 2 ---+ 3 ---+ 4) 

Le fluide frigorigène étudié ici est le Forane 502. Tracer le cycle 1, 2, 3, 4 sur le 
diagramme fourni en annexe. Présenter, sous forme de tableau, les caractéris­
tiques (h ,P ,T ,x) de chacun des états 1, 2, 3 et 4 par lecture directe sur ce dia-
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Chapitre 8 ·Bilans d'énergie 

gramme ainsi complété. Retrouver le titre massique en vapeur x du fluide dans 
l'état 2. 

3. Étude du cycle basse pression (5 ~ 6 ~ 7 ~ 8) 

Tracer le cycle 5, 6, 7, 8 sur le diagramme fourni en annexe. Déterminer les 
valeurs de P, T,x eth pour les états 5 et 6 du fluide. Faire de même pour le flui­
de dans l'état 7 ; en déduire les valeurs pour l'état 8. Présenter, sous forme de 
tableau, les caractéristiques(h, P, T ,x) de chacun des états 5, 6, 7 et 8. 

4. Bilan énergétique 

Calculer la puissance mécanique échangée dans CPHP et CPBP. Calculer la puis­
sance thermique échangée dans l'évaporateur et dans le condenseur. Calculer le 
COP (coefficient de performance) de l ' installation frigorifique étudiée : 

utile P,h , 
COP = - = t .evaporateur • Calculer le COP du cycle réfrigérant idéal de Carnot 

coût Prnéca CP HP+BP 

ayant mêmes températures de source froide et de source chaude. En déduire le 
COP 

rendement du cycle étudié par rapport au cycle de Carnot : rJ = --­
COPcarnot 

Commenter. 

50.00r----------------~~-=---r-.--r---r-<r-r___,.._~~~-.--,.,.-~ 

40.00 

30.00 

25.00 

20.00 

15.00 

10.( 
~ 9.0:) 
!". 8.00 

~ 7.00 

~ b.00 
o. 

5.00 

4.00 

3.00 

2.50 

2.00 

150 180 210 240 270 300 330 360 390 420 450 

Furane 502 Emhalpy fkJ/kgl 

Figure 1 
Diagramme des frigoristes du forane 502. s en kJ.K- 1 .kg- 1 . 

81 



"'O 
0 
c 
:J 
0 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
> a. 
0 
u 

82 

Partie 3 • Bilans macroscopiques 

Analyse du problème 

Cet exercice utilise le diagramme des frigoristes très utilisé pour des cycles de réfri­
gération. Le théorème des moments permet de donner une relation entre le titre 
massique en vapeur et les enthalpies massiques sur un palier d 'équilibre liquide­
vapeur. 

1. Les isobares sont confondues avec les isothermes à l'intérieur de la cour­
be de saturation et sont représentées par des segments de droite horizon­
taux. 
D'après la deuxième loi de Joule, l'enthalpie d'un gaz parfait n'est fonction 
que de la température donc sur une isotherme h est constante. Les iso­
thermes pour un gaz parfait sont donc des droites verticales dans Le domai­
ne où le fluide est gazeux, ce qui est en désaccord avec la figure fournie. 

2. Tracé du cycle : voir figure à la fin du corrigé. 

1 2 3 4 

h (kJ.kg- 1) 245 245 343 366 

p (bar) 15 4 4 15 

T (°C) 36 -11 -11 44 

X 0 0,36 1 vapeur sèche 

Les grandeurs en gras dans Le tableau ci-dessus sont données par l'énoncé, 
les autres sont lues sur Le diagramme. 
On utilise Le théorème des moments pour calculer le titre massique en 
vapeur : 

LM h2 - hL(-10°C) 
X = ~- = ~~~~~~~~~-

LV hv(-10°C) - hL(-10°C) 

avec h2 = h 1 =245 kJ.kg- 1 hL(-10°C) = 188 kJ.kg- 1 et 

hv (-10°C) = h3 = 343 kJ.kg- 1
. 

245 - 188 
On en déduit que : x = = 0,37. C'est tout à fait cohérent avec 

343 - 188 
la lecture sur le diagramme. 

3 . 5 6 7 8 
- - -

h (kJ.kg- 1) 188 188 328 347 

p (bar) 4 1,5 1,5 4 

T (°C) - 11 - 37 - 37 3 

X 0 0,16 1 vapeur sèche 
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Chapitre 8 ·Bilans d'énergie 

Comme dans Le tableau précédent, Les grandeurs en gras dans Le tableau ci­
dessus sont données par L'énoncé, Les autres sont Lues sur Le diagramme. 

4. Compresseur HP: Pméca CP HP= DHP(h4 - h3) = 55,9 kW. 

Compresseur BP: Pméca CP BP = Dsp(hs - h?) = 28,5 kW. 
On en déduit La puissance mécanique reçue par Les deux compresseurs : 

Pméca CP HP+BP = 84,4 kW 

La puissance thermique algébriquement reçue par L'évaporateur est : 

Pth,évaporateur = Dsp(h7 - h6) = 210 kW 

La puissance thermique algébriquement reçue par Le condenseur est : 

Pth,condenseur = DHp(h1 - h4) = -294 kW 

On a bien une valeur négative puisqu'on a un changement d'état vapeur ---+ 
Liquide. 

COP =utile= 

coût 
Prh,évaporateur = 210 = 2,49 . 

Pméca CP HP+ BP 84,4 
TF 

COPcarnot = = 3,23 
Tc -TF 

avec TF = - 37 + 273 K et Tc = 36 + 273 K. IL faut choisir Les tempéra­
tures de Tc et TF de façon à obtenir Le plus grand COP pour La machine de 

Carnot. Cela revient à prendre TF Le plus grand et Tc Le plus petit. Nous en 
COP 2,49 

déduisons Le rendement du cycle : rJ = = -- = 77% . C'est 
COPcarnot 3,23 

normal d'avoir un rendement inférieur à 1. Le cycle réel n'est pas un cycle 
de Carnot. Le Laminage n'est pas réversible. Le transfert thermique isobare 
(4 ---+ 1' ---+ 1) nécessiterait une infinité de sources de chaleur pour être 
réversible . 

Attention à ne pas confondre les courbes isochores (non utilisées dans l'exercice) 
et les courbes isentropes, de pentes plus importantes. 
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Relation de Bernoulli 

Exercice 9.1 : Tube de Pitot 
On considère un fluide qui s'écoule dans une canalisation horizontale. 
L'écoulement est homogène, permanent, parfait et incompressible. Exprimer la 
vitesse v en fonction de g et de h. 

Cours : Théorèmes de Bernoulli 

11 existe deux versions très importantes des théorèmes de Bernoulli selon la nature de l 'écou­
lement. 

• Ecoulement homogène, parfait, permanent, incompressible, irrotationnel (HPPII), 

p v
2 

· d 1'' 1 - + - + gz = cte en tout pomt e ecou ement. 
µ 2 

p v2 
• Ecoulement homogène, parfait, permanent, incompressible (HPPI), - + - + gz = cte 

µ 2 
sur une ligne de courant. Attention la constante ne prend pas la même valeur sur une autre 
ligne de courant. 

Attention à bien vérifier que l'axe 0 z est bien orienté vers le haut. Dans ce cas, on a + g z 
dans le théorème de Bernoulli. 
Si l' écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on peut appliquer 
la relation fondamentale de la statique des fluides dans la direction verticale. 

~ 
1. 

zî §! atmosphère 
Po 

B2 

hi 
Bi h2 

-4 Ai • A2 • 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

Ai ~A2 

L'écoulement est homogène, parfait, permanent et incompressible (HPPI). 
On peut donc appliquer le théorème de Bernoulli sur la ligne de courant hori­
zontale A 1 ~ A2 . Le point A2 est un point d'arrêt. La vitesse est donc nulle 
en ce point. Le théorème de Bernoulli s'écrit : 

PAi 1 2 PA2 1 2 µ + 2VA 1 + gZA1 = µ + 2VA2 + gZA2 

Le vecteur vitesse au point A1 est v. On a donc : 

1 2 
PA2 - PA1 = 2µv (eq.1) 

Ai~ B1 

L'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales. On peut 
donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-

, . "bl PAl PBl L . B genes et mcompress1 es : - + gZA 1 = - + gZA2· a pomt 1 est en 
µ µ 

contact avec l'air. On a donc ps1 = PO· Soit : 

PA1 =Po+ µgh1 (eq.2) 

Ai~ Bi 

La vitesse est nulle au point A2 et la pression au point B2 vaut p0 puisque 
le fluide est en contact avec l'atmosphère. Le fluide est immobile. On peut 
donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo­
gènes et incompressibles : 

PA2 =Po+ µgh2 (eq.3) 

On fait la différence (eq.3) - (eq.1). On obtient: 

PA2 - PA 1 = µg (h2 - hi) = µgh 

1 
En utilisant l'équation 1 : PA2 - PAi = 

2
µv 2, on en déduit: 

V = f2ih 
Cette relation permet de mesurer la vitesse d'écoulement d'un fluide à partir 
de la hauteur h . 

Exercice 9.2 : Débitmètre 
On considère un fluide qui s'écoule dans une canalisation horizontale. 
L'écoulement est homogène, permanent, parfait et incompressible. 

1. Exprimer le débit volumique en fonction de S1 ,S2 ,g eth. 

2. Si S2 < S 1, comparer les pressions à l'entrée et à la sortie de la canalisation. 
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Chapitre 9 • Relation de Bernoulli 

Analyse du problème 

Avant d' appliquer le théorème de Bernoulli, il faut bien regarder si toutes les hypo­
thèses sont bien vérifiées. Si l'écoulement est parfait et les lignes de courant sont 
horizontales, alors on peut appliquer la relation de la statique des fluides dans la 
direction verticale. 

Comme 1' écoulement est incompressible, on utilisera la conservation du débit 
volumique. 

~ 
1. 

zî §l atmosphère 

Po Po 

B1~ ~ 
V1 Ai. A2. V2 

8 1 
) 

"52 

Ai ~A2 
L'écoulement est homogène, parfait, permanent et incompressible (HPPI). 
On peut appliquer Le théorème de Bernoulli sur La Ligne de courant 
Ai ~ A2, soit: 

On en déduit : 

Conservation du débit volumique 

L:'écoulement est incompressible. On a donc La conservation du débit volu­
mique : 

Ai ~ Bi et A2 ~ B2 

L'écoulement est parfait et Les Lignes de courant sont horizontales, alors on 
peut appliquer La relation fondamentale de La statique des fluides homo­
gènes et incompressibles dans La direction verticale, donc : 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

On peut appliquer la même relation pour A1 ---+ B2, soit 

Les points B1 et B2 sont en contact avec l'atmosphère, donc 
PB1 = PB2 =PO· On en déduit que: 

P A1 - P A 2 = µgh (eq.3) 

Des équations {1) et (3), on en déduit : 

1 ( 2 2) µgh = l µ V2 - VI 

En utilisant l'équation (2), on a : 

Soit: 

V J = 

Le débit volumique est : 

2gh 

2gh 

Sf- Si 
2. Si S2 < S1, alors v2 > v1 d'après la conservation du débit volumique. 
D'après le théorème de Bernoulli sur la ligne de courant A 1 ---+ A2 , on a 

P A2 < PA 1 

Un rétrécissement du conduit provoque une dépression. 
Cet effet s'appelle l'effet Venturi. Exemple d'application : trompe à eau uti­
lisée en chimie . 
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Bilans dynamiques 
et thermodynamiques 

Exercice 10.1 : Pompe et dénivellation 
On considère un écoulement homogène, parfait, permanent, incompressible. On 
appelle Dm le débit massique. Calculer la puissance à fournir à la pompe pour 
que l'eau franchisse la dénivellation de hauteur H en fonction de Dm,µ, pi ,p2,g 

1 
et H . On rappelle que dh = Tds + -dp. 

µ 
On appelle p 1, v1 la pression et la vitesse de l'eau à l'entrée de la pompe et p2, v2 
la pression et la vitesse de l'eau à la sortie de la pompe. La section St à l'entrée 
de la pompe est égale à la section S2 en sortie. 

c 
D 

B 

Analyse du problème 

Il faut effectuer des bilans pour calculer la puissance. On ne peut pas appliquer le 
théorème de Bernoulli car on ne peut pas définir de ligne de courant à l' intérieur de 
la pompe. Le raisonnement sur les systèmes ouverts est très important et peut s'ap­
pliquer pour le premier principe, le deuxième principe de la thermodynamique, le 
théorème de la quantité de mouvement, le théorème du moment cinétique, le théo­
rème de l 'énergie cinétique ... 

Cours : Méthode pour effectuer des bilans avec des systèmes ouverts 

On considère un régime permanent d 'écoulement avec une entr ée et une sortie. 
Le fluide compris entre AB et CD est un système ouvert. On ne peut pas appliquer le pre­
mier principe de la thermodynamique. Il faut se ramener à un système fermé :E défini de la 
façon suivante : 
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• Système fermé ~ à t : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de contrô­
le + la masse dm 1 qui rentre pendant dt. 

• Système fermé ~ à t +dt : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de 
contrôle+ la masse dm2 qui sort pendant dt. 

partie commune c partie commune 
c 

D 
pompe pompe 

B 

schéma à t schéma à t + dt 

On a bien un système fermé. On note avec un indice les différentes grandeurs de la partie 
commune: énergie interne Upc, énergie mécanique Empc , masse mpc ... 
Comme on est en régime permanent, les différentes grandeurs de la partie commune sont les 
mêmes à t et à t +dt. On a donc: 

Upc(t) = Upc(t +dt) 

Empc(t) = Empc(t +dt) 

Mpc(t) = Mpc(t +dt) 

Conservation de la masse : 

La masse du système fermé est la même à t et à t + dt : 

• Masse du système fermé à t : Mpc (t) + dm L • 

• Masse du système fermé à t +dt: Mpc(t +dt) + dm2. 

Comme Mpc(t) = Mpc (t +dt), on a donc : 

dm1 = dm1 = dm 

On note par la suite dm la masse qui rentre pendant dt et qui est aussi égale à la masse qui 
dm 

sort pendant dt. Le débit massique vaut Dm = - . On a conservation du débit massique 
dt 

puisque l'écoulement est permanent. 

Premier principe de la thermodynamique pour un système ouvert en régime perma­
nent : 

On applique le premier principe de la thermodynamique au système fermé ~ défini précé­
demment pendant dt : 

dU + dEm = JW+JQ 

Calcul de la variation d'énergie interne: 

dU = V L. (t +dt ) - V L. (t) 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

• UL, (t) = Upc (t) +dm u i. L'énergie interne de la masse qui rentre pendant dt s'expri-
me avec l'énergie interne massique u 1 à l'entrée et dm la masse qui rentre pendant dt. 

• U L- ( t + dt) = Upc ( t + dt) + dm u 2 . 

En régime permanent, u i et u2 sont indépendants du temps et Upc(t) = Upc(t +dt). On a 
donc: 

Calcul de la variation d'énergie mécanique : 

dEm = EmL, (t +dt) - EmL, (t) 

1 2 
• EmL- (t) = EmPC (t) + 2dmvi + dmgz1. 

1 2 
• EmL, (t +dt) = EmPC (t +dt)+ 2dmv2 + dmgz2 . 

On a vu qu'en régime permanent Empc(t) = Empc(t +dt), on a donc : 

Calcul du transfert thermique : 

On appelle q le transfert thermique massique algébriquement reçu par le système L: 
pendant dt. On a alors : 

ôQ = qdm 

Calcul du travail : 

Il y a trois termes : travail des forces de pression à l'entrée, travail des forces de pression à 
la sortie et travail autre que celui des forces pression (appelé travail indiqué ou travail utile). 
Dans tous les cas, c ' est un travail algébriquement reçu de l'extérieur. 

• Travail des forces de pression à l'entrée: c'est un travail positif car les forces de pression 
sont motrices. On définit un axe 0 x orienté vers la droite. La force de pression est 

Fi= piSiÜx. Le travail élémentaire vaut: ôWi =Fi· dl i = piSidli. On peut expri­
mer le volume Si dl i de la masse qui rentre pendant dt en fonction de la masse volumique 
µ.On a donc: 

• Travail des forces de pression à la sortie : c 'est un travail négatif car les forces de pres­
sion sont résistantes. On définit un axe 0 x orienté vers la droite. La force de pression est 

F2 = -p2S2Üx. Le travail élémentaire vaut : ôW2 = F2 · dl 2 = -p2S2dl2. On peut 
exprimer le volume S2dl2 de la masse qui sort pendant dt en fonction de la masse volu­
mique µ. On a donc : 

91 



"'O 
0 
c 
:J 
0 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
> a. 
0 
u 

92 

Partie 3 • Bilans macroscopiques 

Le travail indiqué peut s'exprimer en fonction du travail indiqué massique Wi. Wi est le tra­
vail massique fourni aux parties mobiles de la machine. Il est algébriquement reçu par le 
fluide. Wi > 0 pour un compresseur et Wi < 0 pour une turbine. 
On a donc: 

Pl P2 ôW = - dm - - dm+ Widm 
µ, µ2 

Le premier principe s'écrit: 

( 
1 2 1 2 ) ( P l P2 ) dm u2 - u1 + -v2 + gz2 - -v1 - gz1 =dm - - - + Wi + q 
2 2 µl µ2 

Tout se passe comme si une masse dm passait de 1 'état 1 à 1 'état 2. 
On simplifie par dm et on fait apparaître l'enthalpie massique définie par 

Remarque: L'inverse de la masse volumique est le volume massique qui est peu utilisé en 
mécanique des fluides. De plus la notation habituelle en thermodynamique du volume mas­
sique v est utili sée ici pour désigner la vitesse ... 

On a donc: 

C'est une expression que l'on peut appliquer par coeur à condition de bien connaître les 
hypothèses : régime permanent d'écoulement pour un système ouvert à une entrée et une 
sortie. 
Si on multiplie par dm et on divise par dt. On a : 

dmw· 
Pi est la puissance indiquée, c'est à dire Pi = --

1 
et Pth est la puissance thermique algé­

dt 
briquement reçue. 

l'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver­
sible, c'est à dire isentropique. 
Le premier principe de La thermodynamique s'écrit pour La pompe en régime 
permanent : 

Prh = 0 car La transformation est adiabatique. 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

Pi est la puissance à fournir à la pompe, que l'on va noter P. Pour un com­
presseur, on a P > 0 alors que pour une turbine, on a P < O. 
Pour calculer h2 - h 1, on utilise : 

1 
dh = Tds + - dp 

µ 

ds = 0 car la transformation est isentropique. On intègre entre l'état 1 et 
1 

l'état 2, soit: h2 - h1 = - (p2 - p1). 
µ 

On a: 

(
1 1 2 1 2 ) P = Dm - (p2 - Pi)+ - V2 - - V I + g H µ 2 2 . 

l'écoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu­
mique : 

Comme 5 1 = 52, alors v1 = v2 • On en déduit finalement : 

Exercice 10.2 : Force exercée par un Liquide sur un tuyau coudé 
On considère un tuyau coudé horizontal de section S constante. L'écoulement de 
1 'eau est homogène, parfait, permanent, incompressible. On néglige les variations 
d'altitude dans le tuyau. On appelle v1 et v2 respectivement les vitesses à l'entrée 
et à la sortie du tuyau. On appelle pl et p2 les pressions respectivement à l 'entrée 
et à la sortie du tuyau. On suppose que la pression est uniforme à 1 'entrée et à la 
sortie du tuyau. 
1. Montrer que p 1 = p2. 
2. Exprimer la force exercée par le fluide sur le coude dans le plan horizontal en 
fonction de Dv,µ,S, et Pl· 

93 



"'O 
0 
c 
:J 
0 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
> a. 
0 
u 

94 

Partie 3 • Bilans macroscopiques 

c 
) 

D 

A B 

Analyse du problème 

On peut appliquer le théorème de Bernoulli sur une ligne de courant puisque les 
hypothèses HPPI sont vérifiées. Le fluide compris entre AB et CD est un système 
ouvert. Il faut donc se ramener à un système fermé pour appliquer le théorème de la 
quantité de mouvement. 

1. L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit 
volumique : Dv = S1 v1 = S2v2. Comme S1 = S2, on a donc v1 = v2 que 
l'on appellera v dans la deuxième question. 
L'écoulement est homogène, parfait, permanent, incompressible (HPPI). Le 
théorème de Bernoulli s'écrit sur une ligne de courant entre l'entrée et la sor­
tie : 

On néglige les variations d'altitude dans le tuyau, donc z1 = z2 • Comme 
v 1 = v2, on a donc : pi = P2. 

2. Définition du système fermé : 

On ne peut pas appliquer le théorème de la quantité de mouvement à un sys­
tème ouvert. Il faut se ramener à un système fermé b défini de la façon sui­
vante : 

• Système fermé b à t : il est défini par la partie commune (PC) appelé 
volume de contrôle + la masse dm 1 qui rentre pendant dt. 

• Système fermé b à t +dt : il est défini par la partie commune (PC) appe­
lé volume de contrôle + la masse dm 2 qui sort pendant dt. 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

partie commune~-C~-­
~ 

.----'---- V2 
D 

A B 

dm1 

vi Î schéma à t schéma à t + dt 

Régime permanent d'écoulement : 
On est en régime permanent, donc la quantité de mouvement de la partie 
commune à t est la même qu'à t +dt : PPC (t) = PPC (t +dt). 
On a conservation du débit massique, donc dm 1 = dm2 = dm. 

Bilan de quantité de mouvement : 
A t, la quantité de mouvement du système fermé vaut : 

p ( t) = PPC (t) + dm v l 
A t + dt, la quantité de mouvement du système fermé vaut : 

On a donc : 

D'où: 

p (t + dt) = PPC (t + dt) + dm v2 

p (t + dt) - p (t) _, .... 
------=Dm (v2 - v1) 

dt 

Théorème de la quantité de mouvement : 

ïi c t + dt) - -P c t) L: .... ------- = Fext 
dt 

Bilan des actions extérieures : 
• Force de pression à l'entrée : p 1 Sûy. 

• Force de pression à la sortie : - p2 SÛx. 

• Poids du système fermé : mg. 
• Force que le coude exerce sur l'eau. Cette force est l'opposée de la force 

_, 

F que l'eau exerce sur le coude. 

Le théorème de la quantité de mouvement dans le référentiel terrestre gali­
léen s'écrit : 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

p (t + dt) - p ( t) _, _, _, _, _, _, 
-------=Dm (v2 - v1) = p1Su y - p2Sux +mg - F 

dt 

On a donc: 

Le débit massique est Dm = µSv. On en déduit : 

D2 
Le débit volumique est Dv = Sv, on a donc : v2 = S;. Comme p2 = p 1, la 

force F' que le fluide exerce sur le coude dans le plan horizontal est donc : 

Exercice 10.3 : Force subie par un réservoir 

On considère un réservoir muni d'une vidange. On suppose que SB << SA. 
L'écoulement est homogène, parfait et incompressible. 
1. Au bout d 'une durée très courte un régime quasistationnaire est établi. Montrer 
que la vitesse de sortie vaut alors v B = ,J2ifî,. 
2. Exprimer la force que l'eau exerce sur le réservoir. 
3. Quelle est la condition sur le coefficient de frottement f pour que le réservoir 
ne glisse pas ? 

atmosphère §! l Po 
A , X 

SA 

h 
eau 

iss 

sol 

1. Théorème de Bernoulli 

L'écoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu­
mique: Dv = VASA = VBSB. Comme SB << SA, alors VA << VB . 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

atmosphère 

Po 
.9! L

z 

@ X 
y 

eau 

A 
. 
1 
1 
1 
1 

' 1 

: fi 
1 
1 

' ' ' . 
'• '...... B 

·--------------.. 

sol 

Lécoulement est homogène, parfait, quasistationnaire et incompressible 
(HPPI). On peut donc appliquer le théorème de Bernoulli sur la ligne de cou­
rant A ---+ B : 

P A 1 2 PB 1 2 
- + - v +gzA= -+-v +gzs µ 2 A µ 2 B 

Lentrée et la sortie sont en contact avec l'air. On a donc PA = p B = po. De 
plus ZA - zs = H . La vitesse en A est négligeable devant la vitesse en B. 
On a donc : 

2. Définition du système fermé 

I---

partie commune partie commune 

schéma à t schéma à t + dt 

Le fluide compris entre I J et K L est un système ouvert. On ne peut pas 
appliquer le théorème de la quantité de mouvement. Il faut se ramener à un 
système fermé L défini de la façon suivante : 

• Système fermé L à t : il est défini par la partie commune (PC) appelé 
volume de contrôle + la masse dm 1 qui rentre pendant dt . 

• Système fermé L à t +dt : il est défini par la partie commune (PC) appe­
lé volume de contrôle + la masse dm2 qui sort pendant dt. 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

Régime permanent d'écoulement : 

On est en régime permanent, donc La quantité de mouvement de La partie 
commune à t est La même qu'à t + dt : ppc (t) = ppc (t +dt) . 
On a conservation du débit massique, donc dm i = dm 2 = dm . 

Bilan de quantité de mouvement : 

A t, La quantité de mouvement du système fermé vaut : 

p (t) = PPc (t) +dm v1 
A t + dt, La quantité de mouvement du système fermé vaut : 

On a donc: 

D'où: 

p ( t + dt) = PPC (t + dt) + dm v2 

p ( t + dt) - p ( t) = dm ( v2 - v i) 

p ( t + dt) - p (t) _, _, 
------- = Dm (v2 - vi) 

dt 

Théorème de La quantité de mouvement : 

p ( t + dt) - p ( t) " _, 
dt = ~ F ext 

Bilan des actions extérieures : 

• Force de pression à L'entrée: -poSAÛz. 

• Force de pression à la sortie : - poSBÛx. 

• Poids du système fermé : mg. 
• Force que Le réservoir exerce sur l'eau. Cette force est L'opposée de La force 

_, 

Fi que L'eau exerce sur Le réservoir. 

Le théorème de La quantité de mouvement dans Le référentiel terrestre gali­
léen s'écrit : 

p(t+dt)-p(t) _, _, _, _, _, _, 
-------=Dm (v2 - vi) = -poSAUz - poSBUx +mg - Fi 

dt 

On néglige La vitesse à L'entrée. On a donc : 

3. Le système mécanique étudié est Le réservoir. 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

On ne considère pas l'eau à l'intérieur ! 

On suppose que le référentiel terrestre est galiléen. 
Bilan des actions mécaniques extérieures : 

• Poids du réservoir : Mg. 
-+ 

• Force F 1 que l'eau exerce sur le réservoir. Cette force a été déterminée 
dans la question précédente. 

-+ 

• Réaction du support R que l'on peut décomposer en une réaction tan-
-+ -+ 

gentielle T et une réaction normale N. 
-+ 

• Force de pression atmosphérique Fp 

Méthode pour calculer les forces de pression sur le réservoir 
On a souvent besoin en mécanique des fluides de calculer la résultante des forces 

-+ 

de pression Fp qui s'exercent sur une surface qui n'est pas fermée. On utilise sou-
vent la méthode consistant à définir une surface fermée fictive. 

-+ 

On chercher à calculer Fp la résultante des forces de pression de l'air qui s'exercent 
sur le réservoir. Ces forces s'exercent sur la surface b 1 constitué des parties C D , 
E F, FG, H 1 et1 J (traits pleins sur la figure). Elles ne s'appliquent pas sur les par­
ties DE (pas d'air), GH (pas de réservoir) et Cl (pas de réservoir). 

On définit la surface b 2 constituée des parties DE, G H et C J (traits en 
pointillés sur la figure). 

pas de réservoir 

/ c --------- J 

D 

pas de réservoir 

I ,1/ 
_________ y c 
/' E 

pas d'air 

On définit ainsi la surface bi + b 2 fictive et entourée d'air. Elle n'a pas de réalité 
physique mais la résultante des forces de pression de l'air sur cette surface fermée 
fictive b 1 + b 2 est nulle puisque la pression Po est uniforme. On pourra alors en 

-+ 

déduire très facilement Fp . 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

La surface 1:1 + 1:2 est une surface fermée. 

La résultante des forces de pression de l'air sur cette surface fermée 
1:1 + 1:2 est nulle puisque la pression Po est uniforme. 
On peut décomposer cette somme en deux termes : 

.... 
• Résultante des forces de pression de l'air qui s'exercent sur 1:1 : Fp. 

• Résultante des forces de pression de l'air qui s'exercent sur 1:2 
PoSAuz - PoSAuz - PoSsux. 

On a donc: Ô = Fp + poSAuz - poSAuz - poSsux. 
Soit: 

Étude de l'équilibre du réservoir 
On applique le théorème de la quantité de mouvement au réservoir à l'équi­
libre : 

On a vu dans la question précédente que : 

On projette T et N sur ux et Uz. On a donc : 

Ô =Mg+ mg - poSAuz - poSsux - Dmvsux + Tux 
+Nuz + poSsux 

On peut être surpris que le poids de l'eau n'apparaît pas dans l'équation pré­
cédente traduisant l'équilibre du réservoir mais il intervient bien dans la 

.... 
force F1. 

- Dmvs+T=O 
En projection sur ux et Uz, on a: -mg - Mg - poSA + N = O . 

0 
On en déduit que : 

T = DmVB 
N = mg+ Mg+ poSA 
0 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

La condition pour que le réservoir ne glisse pas est que : 

ITI ~ f lNI 

Soit: 

Exercice 10.4 : Fonctionnement d'une hélice 
On considère un écoulement homogène, parfait et incompressible. L'hélice est 
animée d'un mouvement de rotation autour de son axe fixe, à vitesse angulaire 
constante. On néglige son épaisseur ce qui revient à supposer que S 1 = S2• On 
néglige les effets de la pesanteur. Le mouvement du fluide autour de l'hélice est 
supposé stationnaire dans le référentiel terrestre galiléen et à symétrie de révolu­
tion autour de x' x . On considère un tube de courant représenté sur la figure ci­
dessous qui englobe l' hélice. La pression Po est supposée uniforme autour du 
tube de courant. On appelle Dm le débit massique. On rappelle que : 

1 
dh = Tds + -dp 

µ 

1. Exprimer P2 - Pi en fonction de VA , VB etµ. 
2. Exprimer la force exercée par l' hélice sur le fluide de deux façons et en dédui­
re la vitesse v du fluide au niveau de l'hélice en fonction de VA et vs. 
3. Déterminer la puissance de la force exercée par l'hélice sur le fluide en fonc­
tion de Dm , v A et v B par deux méthodes. 

1 
1 
1 
1 

Po : 
1 
1 

' 
VA 

) 

Analyse du problème 

Po 

VB 
1X .... --+) V B + ) 

'!.-----~~~- Po 

Po 

L'écoulement est HPPI. On pourra donc appliquer le théorème de Bernoulli sur une 
ligne de courant. Attention, on ne peut pas l'appliquer directement entre A et B car 
la ligne de courant n'est pas définie au niveau de l'hélice. Il faut donc l'appliquer 
entre A et l puis entre J et B. 

Le fluide compris entre I et J est un système ouvert. Il faut se ramener à un systè­
me fermé pour pouvoir appliquer le bilan de quantité de mouvement, le premier 
principe de la thermodynamique et le théorème de l'énergie cinétique. 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

1. Lécoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit 
volumique. On note v1 la vitesse au point I et v2 la vitesse au point J. On 
a donc : D v = v1 S2 = v2 S2. Comme S1 = S2 alors v .1 = v2 que l'on note­
ra v par la suite. 
Lécoulement est HPPI (homogène, parfait, permanent et incompressible) . 
Le théorème de Bernoulli sur la ligne de courant A ---+ I s'écrit : 

2 2 
PA VA Pl V - + - + gzA = - + - + gz1 
µ 2 µ 2 

Comme ZA = z1 et PA = po , on a donc: 

2 2 
Po + v A = PI + ~ ( eq. l) 
µ 2 µ 2 

Le théorème de Bernoulli sur la ligne de courant J ---+ B s'écrit de même : 

2 2 
Po+ V3 = P2 + ~ (eq.2) 
µ 2 µ 2 

En faisant la différence des équations 1 et 2, on a : 

P2 - Pl 

µ 

v2 - v2 
B A 

2 

Remarque: Si l'hélice est plongée dans un liquide de masse volumique élevée, alors 
la pression PI peut devenir faible et inférieure à la pression de vapeur saturante. Des 
poches de vapeur peuvent se former contre l' hélice. C 'est le phénomène de cavitation 
et l'implosion de ces poches de vapeur conduit à la détérioration de l'hélice. 

2. 
a. Première méthode : système ouvert compris entre 1 et J 
Définition du système fermé : 

Le fluide compris entre l et J est un système ouvert. On se ramène à un sys­
tème fermé b de la façon suivante : 

• Système fermé b à t : partie commune (PC) comprise entre let J +masse 
dm 1 qui rentre pendant dt . 

• Système fermé b à t +dt : partie commune (PC) comprise entre I et J + 
masse dm2 qui sort pendant dt. 

dm 1 

partie commune 
schéma à t schéma à t + dt 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

Bilan de quantité de mouvement : 
A l'instant t, la quantité de mouvement du système fermé I; est : 

P (t) = PPc (t) + dm1v1 

A l'instant t +dt, la quantité de mouvement du système fermé I; est : 

j3 (t +dt)= PPc (t +dt)+ dm2v2 

Comme on est en régime permanent, on a : j3 PC (t) = j3 PC (t +dt). La 
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrôle) est 
la même à l'instant t et à l'instant t + dt. On a conservation du débit mas­
sique, donc : 

dm1 = dm 2 = Dmdt 

Comme v1 = v2 on en déduit : 

p ( t + dt) - p ( t) _ D (.... ..... ) _ 
0 
.... 

------- - m V2 - Vt -
dt 

Bilan des actions extérieures : 
• Forces de pesanteur négligées d'après l'énoncé. 

--+ 

• Force F1 exercée par l'hélice sur le fluide. 

• Forces de pression extérieures : forces de pression s'exerçant sur surface 
S1 : p1S1Üx + forces de pression s'exerçant sur la surface S2 : -p2S2Üx 
+ forces de pression s'exerçant sur la surface latérale 

f f -PodS ext = 0 par symétrie puisque les forces s'annulent deux par 

deux. 

Le théorème de la quantité de mouvement s'écrit donc : 

p(t + dt) - p(t) -+ ..... -+ -+ 

------- = 0 = F1 + p1S1ux - p2S2ux 
dt 

En utilisant le résultat de la question 1, on en déduit que : 

b. Deuxième méthode : système ouvert compris entre A et B 

Déjin;Uon du système fermé : 

Le fluide compris entre A et B est un système ouvert. On se ramène à un 
système fermé 1: de la façon suivante : 

• Système fermé I; à t : partie commune (PC) comprise entre A et B + 
masse dm 1 qui rentre pendant dt. 

• Système fermé 1: à t +dt : partie commune (PC) comprise entre A et B + 
masse dm 2 qui sort pendant dt. 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

partie commune partie commune 

Po Po 

A 
B 

VS 

Po Po 

schéma à t schéma à t + dt 

Bilan de quantité de mouvement : 
A l'instant t, la quantité de mouvement du système fermé L: est : 

p (t) = PPC (t) + dm1 VA 

Vs 

A l'instant t +dt , la quantité de mouvement du système fermé L: est : 

p (t +dt) = PPC (t + dt)+ dm2vs 

Comme on est en régime permanent, on a : ppc (t ) = PPc (t +dt) . La 
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrôle) est 
la même à l'instant t et à l'instant t + dt. On a conservation du débit mas­
sique, donc : 

On en déduit : 

p ( t + dt) - p ( t) _, _, ------- = Dm (VB - VA) 
dt 

Bilan des actions extérieures : 
• Forces de pesanteur négligées d'après l'énoncé. 

_, 

• Force F1 exercée par l'hélice sur le fluide. 

• Forces de pression extérieures : ff-podS ext = - f f f gradpo dT = 6 
V 

car la surface est fermée et la pression est uniforme. 

Le théorème de la quantité de mouvement s'écrit donc : 

p ( t + dt) - p ( t ) _, ... _, 
------- = Dm (VB - VA) = F1 

dt 
... 

c. On a deux expressions de la force F1 exercée par l'hélice sur le fluide : 

_, _, _, µ (V~ - v~) _, 
F1 = Dm (vs - VA) = 

2 
S Ux 

µS (vs - VA) (vs + VA) 
On a donc : µSv(vs - VA) = 

2 
. 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

En simplifiant, on a donc : 

v =---
2 

3. a. Première méthode : Premier principe de La thermodynamique 

On considère le système ouvert compris entre I et J. On se ramène à un sys­
tème fermé 'b de la façon suivante : 

• Système fermé 'b à t : partie commune (PC) comprise entre I et J +masse 
dm 1 qui rentre pendant dt. 

• Système fermé 'b à t +dt : partie commune (PC) comprise entre I et J + 
masse dm 2 qui sort pendant dt . 

partie commune 

schéma à t 

partie commune 

schéma à t + dt 

On a vu dans l'exercice 9.1 l'expression du premier principe de la thermody­
namique pour un système ouvert en régime permanent avec une entrée et 
une sortie : 

L'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver­
sible, c'est-à-dire isentropique. On a donc ôQ =O. 
Wi est le travail indiqué (travai l reçu des parties mobiles de la machine). On 
a Wi = Pdt. 
En divisant par dt, on a : 

P = Dm (h2 - h t) 

Pour calculer h2 - h 1, on utilise : 

1 
dh = Tds + -dp 

µ 

ds = 0 car la transformation est isentropique. On intègre entre l'état 1 et 
1 

l'état 2, soit: h2 - h 1 = - (p2 - P1). 
µ 
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Partie 3 • Bilans macroscopiques 

On a donc: 

P2 - Pl µSv 
P = Dm = - (p2 - pl) 

µ µ 

µ (v2 - v2) 
On a vu dans la question 1 que P2 - Pl = B 

2 
A • 

On en déduit la puissance de la force exercée par l'hélice sur le fluide : 

Interprétation physique 

Si Ss < SA alors vs > VA. L'hélice fournit de la pu1ssance au fluide 
(P > 0). C'est le cas étudié dans cet exercice. 
Si SB > SA alors v B < VA. L'hélice absorbe de la pu1ssance du fluide 
(P < 0). 

Exercice 10.5 : Force exercée sur une plaque 
On considère un jet d'eau qui frappe une plaque immobile dans le référentiel ter­
restre galiléen. L'écoulement de l'eau est homogène, parfait, permanent et 
incompressible. On appelle p0 la pression atmosphérique et on néglige les effets 
de la pesanteur. La vitesse de l'eau dans le jet est v1 = v1Ûz et la vitesse de l'eau 
en un point de la surface de sortie est ii2 = v2Ûr en notant Ûr le vecteur radial des 
coordonnées cylindriques. On représente sur la figure ci-dessous un tube de cou­
rant. On note S l la surface de la section droite du jet incident, S2 la surface de la 
section droite de sortie du jet et Sp la surface de la plaque. 
Calculer la force subie par la plaque de la part de l'eau et de l'air en considérant 
deux systèmes différents. 

jet d 'eau 

) 
z 

plaque 
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Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

Analyse du problème 

On va appliquer le théorème de la quantité de mouvement à deux systèmes diffé­
rents. Le premier système contiendra uniquement le fluide alors que le deuxième 
système contiendra les obstacles. On verra que les calculs sont souvent plus simples 
quand on englobe les obstacles. 

Attention : on a une invariance par rotation autour de l 'axe O z. La figure repré­
sente uniquement une projection pour un angle () donné. 

a. Première méthode : système ouvert compris entre A et IJ 

Définition du système fermé : 

Le fluide compris entre A et I J est un système ouvert. 

masse qui sort pendant dt 

partie commune 

schéma à t schéma à t + dt 

On se ramène à un système fermé b de la façon suivante : 

• Système fermé b à t : partie commune (PC) comprise entre A et I J + 
masse dm 1 qui rentre pendant dt. 

• Système fermé b à t +dt : partie commune (PC) comprise entre A et I J 
+ masse qui sort pendant dt. Attention, cette masse est répartie sur une 
couronne d'axe O z et en chaque point la vitesse est v2ur. 

Bilan de quantité de mouvement : 
A l'instant t, la quantité de mouvement du système fermé b est 
p (t) = PPC (t) + dm 1 V1 
A l'instant t +dt, la quantité de mouvement du système fermé b est 

p (t +dt)= PPc (t + dt)+ O. En effet, la somme des quantités de mou­
vement des petites masses qui sortent pendant dt est nulle car elles s'annu­
lent deux par deux. 
Comme on est en régime permanent, on a : p P C (t) = p P C (t +dt) . La 
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrôle) est 
la même à l'instant t et à l'instant t + dt . On a dm 1 = Dm dt. 
On en déduit que : 

p (t + dt) - p (t) 
------- = - Dmv1 

dt 

107 



"'O 
0 
c 
:J 
0 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
> a. 
0 
u 

108 

Partie 3 • Bilans macroscopiques 

Bilan des actions extérieures : 
• Forces de pesanteur négligées d'après l'énoncé. 

--+ 

• Force F1 exercée par la plaque sur l'eau. 
--+ 

• Forces de pression extérieures : Fp. 

Le calcul des forces de pression extérieure est délicat. On utilise souvent la métho­
de suivante : on se ramène à un système fermé soumis à des forces de pression uni­
forme. 

Méthode pour calculer les forces de pression extérieure sur le fluide 

On chercher à calculer la résultante des forces de pression extérieure qui 
s'exercent sur le fluide. Ces forces s'exercent sur la surface 1:1 représentée 
en traits pleins sur la figure. 
On définit la surface 1:2 représentée en traits pointillés sur la figure. 

La surface 1:1 + 1:2 est une surface fermée. 

f! - podSext = - f f f griapodT = Ô 
1:1 +1:2 V 

La résultante des forces de pression sur cette surface fermée 1:1 + 1:2 est 
nulle puisque la pression Po est uniforme. 
On peut décomposer cette somme en deux termes : 

--+ 

• résultante des forces de pression qui s'exercent sur 1:1 : Fp. 

• résultante des forces de pression qui s'exercent sur 1:2 : -poSpuz. 

On a donc : Ô = Fp - poSpuz. 
Soit: 

Le théorème de la quantité de mouvement s'écrit donc : 



"'O ;a; 
0 "Cl 
c i:: 
::i ::s 
0 ~ 

Ul 

'<j" 
QJ 

QJ 
T"-4 ' QJ 

0 .;!.l 
N ... 

0 

@ ;; 
n:s 

.µ i:: 
..c 0 
Ol i:: 

ï::: i:: 

>- 0 ·.c 
Q. u 
0 ::s 
u "Cl 

0 ... 
o. 
~ 
QJ 

;; 
~ 
-ci 
0 
i:: 
::s 

Cl 
@ 

Chapitre 10 ·Bilans dynamiques et thermodynamiques 

La force que la plaque exerce sur l'eau est donc : 

D'après le principe des actions réciproques, la force que l'eau exerce sur la 

plaque est : -F1 = Dm v1 + poSpÛz. 
La force que l'air ambiant exerce sur la plaque est - poSpÛz. 
On en déduit donc la force subie par la plaque de l'eau et de l'air ambiant 
est 

b. Deuxième méthode : système ouvert compris entre A et IJ en englo­
bant la plaque 
On reprend quasiment le même système que précédemment mais on englobe 
la plaque. On va voir que les calculs vont être beaucoup plus simples. 

Définition du système fermé : 

masse qui sort pendant dt 

pa rtie commune 

schéma à t schéma à t + dt 

On se ramène à un système fermé I: de la façon suivante : 

• Système fermé I: à t : partie commune (PC) comprise entre A et I J 
+ masse dm 1 qui rentre pendant dt + plaque. 

• Système fermé I: à t +dt : partie commune (PC) comprise entre A et I J 
+ masse qui sort pendant dt. 

On a le même bilan de quantité de mouvement puisque la plaque est immo­
bile : 

p (t + dt) - p (t) ------- = - Dmv1 
dt 

Bilan des actions mécanique extérieures : 
• Forces de pesanteur négligées d'après l'énoncé. 

--+ 

• Force Fop exercée par un opérateur pour maintenir la plaque en équilibre. 

109 



"'O 
0 
c 
:J 
0 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
> a. 
0 
u 

110 

Partie 3 • Bilans macroscopiques 

• Forces de pression extérieures. La résultante des forces de pression exté­
rieures est nulle car la pression est uniforme et s'applique sur une surfa-

ce fermée : 1!- podSext = - f f f gradpo dr = Ô 
V 

On a donc: 

Il reste à appliquer le théorème de la quantité de mouvement à la plaque 
.... 

immobile dans le référentiel terrestre galiléen. Elle est soumise à F0 p (force 
--+ 

exercée par un opérateur pour la maintenir en équilibre) et à F2 (force exer-
--+ --+ --+ 

cée par l'eau et l'air ambiant) . On a donc F0 p + F2 = 0 , soit : 

On retrouve bien le résultat établi avec la première méthode. 

On retient qu' il est souvent plus simple d 'englober les obstacles pour calculer la 
force qui s'exerce sur un obstacle. 
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Champ électrique 
en régime stationnaire 

Exercice 11.1 : Champ et potentiel créés par deux fils infinis 

On considère un fil infini d'axe 0 z portant une densité linéique de charges 
constante À. .... 
1. Déterminer le champ électrostatique E. 
2. En déduire le potentiel électrostatique V . 
3. On considère deux fils infinis parallèles à l'axe Oz situés en (x = - a ,y = 0) 
et (x = a,y = 0) portant respectivement des densités linéiques de charges - À et 
+À. Donner l'expression du potentiel en un point de l'espace défini par les dis­
tances r 1 et r2 aux deux fils, en choisissant V = 0 à égale distance des deux fils . 

Analyse du problème 
Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique. Comme la distri­
bution est hautement symétrique, il est plus simple d'utiliser le théorème de Gauss. 
On applique le théorème de superposition pour calculer le potentiel créé par deux 
fils infinis. 

1. 
Calcul du champ électrostatique en trois étapes 

0 

• Les plans P = (M ,ur,ue) et Q = (M ,Ûr,Ûz) sont des plans de symétrie 

des charges (sources du champ), donc E (M) E (P n Q), soit E //Ür. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

• La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle (} et par 
-+ 

translation d'axe Oz, donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas 

de(} et z. Bilan : E = E (r) Ür. 

• On applique le théorème de Gauss à la surface fermée CE) : cylindre de 
hauteur h passant par M et de rayon r : 

J{-+ ---+ Qint !! -+ ---+ !! -+ ---+ fi -+ ---+ Jf E . dS ext = ~ = E . dS + E . dS + E . dS 

L: L: 1 1:2 1:3 

J[ -+ ---+ !! -+ -+ Jf E · dS ext = E (r) Ur · dSur = E (r) 21frh 

L: 1:3 

Les trois surfaces formant CE) sont : CE i) surface supérieure, CE2) sur­
face inférieure et (I;3 ) surface latérale. Le flux à travers la surface supé­
rieure et la surface inférieure est nul car le champ électrostatique est 
orthogonal au vecteur élément de surface. 

On ne peut pas prendre comme surface de Gauss un cylindre infini ! La surface de 
Gauss doit être une surface fermée. Le vecteur élément de surface doit être orien­
té vers 1 'extérieur. 

Le point M est nécessairement à l'extérieur du fil. La charge intérieure est : 
Qint = Àh. 
On en déduit le champ électrostatique : 

-+ À -+ 

E = Ur 
2m~or 

Interprétation physique : 

Le champ électrostatique diverge à partir des charges positives et converge 
vers les charges négatives. 

2. On en déduit directement le potentiel électrostatique à partir de la 
-+ ---+ 

relation dV = - E ·dl. 

On considère un déplacement quelconque dans l'espace : 
~ -+ -+ -+ 

dl = drur + rd(}ue + dzu2 

On a alors : 

dV = -Ë ·dl = -E (r) Ür · (drÜr + rd(}Üe + dzÜ2 ) = - E (r) dr 
Soit: 

dV = - dr 
27rEor 

On intègre la relation précédente : 
À 

V= ---lnr+ cte 
27ré Q 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

La distribution est infinie. On ne peut donc pas choisir : V (oo) =O. 
L'énoncé ne précise pas la constante dans cette question. 

3. 
y 

M 

- a 0 a X 

On applique le théorème de superposition. 

À À I À r1 I 
V= - -- ln r 2 + -- ln r1 + cte = -- ln - + cte 

21rEo 21rEo 27rEo r 2 

D'après l'énoncé, V = 0 si r 1 = r 2 • On a donc : 

À ri 
V= -- ln-

27réo r 2 

Exercice 11.2 : Champ créé par une boule 

On considère une boule de centre C, de rayon R uniformément chargée de den­
sité volumique de charges p. 

1. Exprimer la charge Q de la boule en fonction de p et de R. 

2. Déterminer le champ électrostatique en tout point de l'espace. 

3. Exprimer l' énergie électrostatique de cette sphère en fonction de Q et R. 

Analyse du problème 

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique. Comme la distri­
bution est hautement symétrique, il est plus simple d'utiliser le théorème de Gauss. 

1. La densité volumique de charges est uniforme, la charge totale vaut 
4 

donc: Q = p37rR3
• 

2. Calcul du champ électrostatique en trois étapes : 

• Les plans P = (M, ur, ue) et Q = (M, ur , uq;) sont des plans de symé-
... 

trie pour les charges, sources du champ, donc E (M) E (P n Q), soit 

Ê//ur. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

• La distribution D de charges est invariante par rotations d'angle () et </> , ... 
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de () et </> . Bilan : 

... 
E=E(r)Ûr 

• Théorème de Gauss appliqué à la surface fermée CE) : sphère passant par 
Met de rayon r. 

J[ ..., ---+ Qint J[ ..., ..., 2 Jf E · dSext = --;;-- = Jf E (r) Ur · dSur = E (r) 4nr 

~ ~ 

Il y a deux cas : 

Si M est à l'extérieur de la sphère (r ;;:: R) 

4 3 
dq = pdT, donc Qint = p-nR = Q. On a donc: 

3 

.... pR3 ... Q .... 
E = --Ur= Ur 

3t:or2 4nt:or2 

Si M est à l'intérieur de la sphère (r ~ R) : 

4 3 
Qint = P37rr , donc 

3Q r Q ... pr ..., 47rR3 ..., ... 
E = -Ur = Ur = rur 

3t:o 3t:o 4nt:oR3 

E 

E max 

R r 

Le champ est maximal pour r = R et vaut : E max = Q 
2

• 
4nt:oR 

Interprétation physique : 

Si r > R, le champ est le même que celui créé par une charge ponctuelle 
Q situé au point O . 
Le potentiel et le champ sont continus en tout point de l'espace. C'est nor­
mal car on a une distribution volumique. 
Le champ diverge à partir des charges positives. Il est normal aux surfaces 
équipotentielles et dirigé dans le sens des potentiels décroissants. 
Les surfaces équipotentielles sont des sphères de centre 0 . Les lignes de 
champ sont des droites qui divergent à partir de 0 si Q > O. Les lignes de 
champ sont des droites qui convergent vers 0 si Q < O. 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

1 
3. La densité volumique d'énergie électrostatique est U ef = -E.oE2

• 
2 

Il y a deux cas : 

Si r < R : 

Le champ électrostatique est : Ê = Q 
3 

rÛr = Emax .!:_Ûr. On a alors : 
4KE.oR R 

!!! E.o ( r )2 E.oE~ax 4K !R 4 W1 = l Emax R drrdBr sin Bd</> = 
2 

R2 r dr 

r= O 

E.o E~ax 4K R5 
--

2 R2 5 

D'où: 

2KE.oR
3 

( Q )
2 

Wi=---
5 4KE.oR2 

W2 = Eo~~" 4rr R4 l ~~ E.oE~ax 4 1 2 3 

2 
4KR R = 2KE.oEmax R 

r = R 

D'où: 

. Q
2 

( 1 1) Q
2 6 ' ' Bilan: W = W1 + W2 = -- - + - = ---, dou: 

KE.oR 40 8 KE.oR 40 

Q2 3 
W = ---. 

KE.oR 20 

Exercice 11.3 : Champ dans une cavité cylindrique 

Un cylindre infini d' axe 0 1z possédant une charge volumique uniforme p, pré­
sente une cavité cylindrique infinie (d'axe 02z avec 02 différent de 01) vide de 
charges. 
Montrer que le champ électrostatique est uniforme dans la cavité. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

Analyse du problème 

Il faut penser à utiliser le théorème de superposition. La distribution D ne possède 
pas suffisamment de symétrie pour pouvoir calculer facilement le champ électro­
statique avec le théorème de Gauss. On va d' abord calculer le champ créé par un 
cylindre infini uniformément chargé en volume. 

a) La distribution D est la superposition de la distribution D1 et de la dis­
tribution D2. 

Distribution D : Cylindre infini de densité volumique de charges p avec une 
cavité cylindrique infinie. 

Distribution D 1 : Cylindre illimité d'axe 0 1 z de rayon R1 de densité volu­
mique de charges p. 

Distribution D2 : Cylindre illimité d'axe 0 2z de rayon R2 de densité volu­
mique de charges - p. 

b) Calcul du champ électrostatique créé par un cylindre infini de rayon R 
uniformément chargé en volume. On appelle p la densité volumique de 
charges . 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

Calcul du champ électrostatique en trois étapes : 

• Les plans P = (M, Ûr , Ûe) et Q = (M, Ûr , û,:) sont des plans de symé-
... 

trie pour les charges, sources du champ, donc E (M) E (P n Q), soit 

E//ûr. 

• La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle (} et par 

translation suivant ü2 , donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas 
de (} et z. Bilan : 

E=E(r)Ûr 

• Théorème de Gauss appliqué à la surface fermée (I:) : cylindre de hau­
teur h passant par Met de rayon r . 

Le flux du champ électrostatique à travers I: 1 et I:2 est nul car les vecteurs 
éléments de surface sont orthogonaux au champ électrostatique. 

fj E . dS ext = :~nt = f f E . dS + f f E . dS + f f E . dS 
I; I; 1 I;z I;3 

= f f E (r) Ûr · dSÛr 

I;3 

D'où : fj E · dS ext = E (r) 2nrh 

I; 

D'après l'exercice, le point M se situe à l'intérieur de la cavité. On a donc 

r ~ R, soit Q int = p7rr2h. 
Le champ électrostatique est donc : 

.... pr .... 
E=-Ur 

2Eo 

Pour chaque cylindre, on a une origine différente pour les coordonnées cylin­
driques. 

c) Pour le cylindre de centre 0 1, on définit H1 le projeté orthogonal de M 

l' -* .... d sur axe 01 z. On a: H1M =ri UrJ, one: 

.... pr1 .... p -* 
E 1 = -Urt = -H1M 

2Eo 2Eo 

Pour le cylindre de centre 0 2, on définit de même H2 le projeté orthogonal 
de M sur l'axe 0 2z . Il suffit de remplacer H1 par H2 et p par - p , soit : 

.... p -* 
E2 = - - H2M 

2Eo 
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D'après le théorème de superposition, on en déduit le champ électrostatique 
à l'intérieur de la cavité : 

.... 
Le champ E est uniforme à l'intérieur de la cavité. 

Exercice 11.4 : Champ de gravitation créé par la Terre 

Déterminer le champ de gravitation créé par la Terre en tout point de l'espace en 
supposant que la masse volumique de la Terre est uniforme. 

Analyse du problème 

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ de gravitation. Comme la distri­
bution est hautement symétrique, il est plus simple d'utiliser le théorème de Gauss 
pour la gravitation. 

On appelle MT la masse totale de la Terre et R le rayon de la Terre. 

• Les plans P = (M, Ûr, Ûe) et Q = (M, Ûr, ûq, ) sont des plans de symé-
.... 

trie pour les masses, sources du champ, donc A (M) E (P n Q), soit 

À//ur. 
• La distribution D de masses est invariante par rotations d'angle e et </J , 

.... 
donc A aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de e et </J . Bilan : 

A= A (r) Ûr 

• Théorème de Gauss appliqué à la surface fermée (~) : sphère passant par 
Met de rayon r. 

1! A · dS ext = -47rG Mint = 1! A (r) Ûr · dSÛr = A (r) 47rr2 

L L 

On a alors : -47rG Mi nt = A (r) 47rr2 , soit : 

-GMint 
A(r) = _ r_2_ 

Remarque : On retrouve facilement le théorème de Gauss pour la gravitation à par­
tir du théorème de Gauss de l'électrostatique avec l'analogie suivante : 

1 .... .... 
charge -* masse; -- -* -G; E -* A. 

41rEo 

l ~P'J Il y a deux cas : 
Si M est à l'extérieur de la sphère (r ~ R) : 

4 3 
dm = µdT, donc Mint = µ - JrR = MT. 

3 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

... - G 4 3 ... - GMr ... 
On a donc : A= -

2 
µ-7r R Ur= 

2 
Ur. 

r 3 r 
Si M est à L'intérieur de La sphère (r :::::.; R) : 

4 
La masse intérieure à la surface de Gauss est : Mint = µ 3Kr

3
• 

... -G 4 3 ... 4 ... 
On a donc : A = -

2 
µ-7rr Ur = -Gµ-Jrrur . On en déduit que : 

r 3 3 
... GMrr ... 
A= - Ur R3 

A 

0 R 

r 

Interprétation physique : 
Le champ gravitationnel est bien continu en r = R puisqu'on a une distri­
bution volumique. 
Si r :::::.; R, le champ décroit linéairement dans la Terre et est nul au centre. 
C'est prévisible puisque toutes les contributions des différentes masses au 
champ se compensent deux par deux. 
Si r ~ R, le champ est le même que celui créé par une masse ponctuelle. 
Dans beaucoup d'exercices, on assimile la Terre à un point matériel situé au 
centre d'inertie de la Terre et de masse égale à la masse de la Terre. 

Remarque : Le champ gravitationnel est noté parfois g qui désigne en fait le champ 
de pesanteur terrestre. Il est constitué de deux termes : un terme gravitationnel 

- GMT ... "f 2-*HM . / 1. bl 
2 

Ur et un terme centn uge w qm est neg igea e . 
r 

GMT 
Au mveau du sol : go = R

2 
:::::::: 9,8 m.s- 2 avec M7 = 6 x 1024 kg 

R = 6400 km et G = 6,67 x 10- 11 N.kg- 2 .m2 . 

Exercice 11.5 : Distribution volumique entre deux sphères 
concentriques 

On considère une charge q positive répartie en volume entre deux sphères 
concentriques de rayon R1 et R2. On appelle p (r) la densité volumique de 
charges entre R1 et R2. Le champ électrostatique se met sous la forme : 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

Ë =a (r - Ri) Ûr pour Ri ::::;; r ::::;; R2 avec a une constante. On donne, pour un 

h ' , . h , . d" E- dE r 2 Er E E- ( ) -c amp a symetne sp enque : IV = -- + - avec r = r · Ur. 
dr r 

1. Déterminer p(r) en fonction de a ,r, Ri et so . 

2. Déterminer a en fonction de q, so, R 1 et R2. 

3. Déterminer le champ électrostatique en tout point de l'espace. Représenter 
graphiquement Er en fonction de r. 

Analyse du problème 

L'équation de Maxwell-Gauss permet de calculer directement la densité volumique 
de charges à partir du champ électrostatique. Le théorème de Gauss permet d'en 
déduire le champ en tout point de l'espace. 

1. L'équation de Maxwell-Gauss s'écrit : div Ë = !!_. 
so 

Comme Ë =a (r - Ri) Ûr, alors : 

. - dEr Er 2a (r - Ri) p 
div E = - + 2- = a + = -

dr r r Eo 

( 
2aR1) On en déduit : p = Eo a + 2a - - r - , soit : 

2. On connaît La charge totale q. On peut L'exprimer en fonction de a en uti­
lisant p. 

R2 

q= !!! p dT = f p (r) 47rr2dr = 

distribution 

Remarque : On peut également écrire le petit élément de volume en coordonnées 
sphériques : dT = ( dr) (rdB) (r sin B d<P). 

Il reste à intégrer r entre R1 et R2 , B entre 0 et 7r et <P entre 0 et 27r. On retrouve le 
même résultat. 

On a alors : 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

Finalement, on a : 

3. 

• Les plans P = (M,Ûr,Ûe) et Q = (M,Ûr,û<fJ) sont des plans de symé­

trie des sources du champ, donc Ê (M) E (P n Q), soit Ê //Ûr. 

• La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle e et </> , 
... 

donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de e et </> . Bilan : 

Ê=E(r)Ûr. 

• On applique Le théorème de Gauss à une sphère de centre 0 et de rayon 

r s'écrit: f f E·dSext = f f E(r)Ûr · dSÛr = E(r)47rr
2

= ~~t· 
s s 

- -Si r ~ Ri, Qint = 0, donc E =O. 
Si r ~ R2 , Qint = q. Tout se passe comme si on avait une charge ponc­
tuelle. Le champ vaut alors : 

... q -
E= U r 

47rEor2 

r 

Exercice 11.6 : Distribution volumique entre deux plans 
On considère une distribution volumique D de charges p uniforme, d'extension 

a a 
infinie, comprise entre deux plans z = - l et z = l dans le référentiel 

m = ( O ; Ûx, Ûy, Ûz,t). 

Calculer le champ électrostatique et le potentiel électrostatique par 3 méthodes : 
théorème de Gauss, équation de Maxwell-Gauss, équation de Poisson. On pren­
dra V (0) =O. Étudier le cas particulier où a ---+ O. 
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Analyse du problème 

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique et le potentiel élec­
trostatique. Le théorème de superposition permet de déduire directement le champ 
électrostatique créé par la distribution volumique à partir du champ créé par un plan 
infini. 

Cours : Méthode de calcul du champ électrostatique et du potentiel électrostatique 

Il y a deux stratégies pour calculer le champ électrostatique et le potentiel électrostatique 
créés par une distribution de charges. 

Stratégie n°l : On calcule le champ électrostatique et on en déduit le potentiel électrosta­
tique. 
Pour calculer le champ, on a trois possibilités : 

• Calcul direct du champ. AveE les plans de symétrie et d'antisymétrie, on prévoit la direc­
tion du champ. Le champ dE créé par une charge dq est donné par la loi de Coulomb : 

-----+ 
- dq _ dq KM 

dE = UK -+ M = -----
47rcQ K M2 41rco K M3 

..., 
On projette dE et on intègre les projections pour en déduire le champ créé par la distri-
bution de charges. 

• Utilisation de l 'équation de Maxwell-Gauss : 

div Ë = .f. 
EQ 

• Utilisation du théorème de Gauss pour une surface fermée S : 

JI: E · dSext = Qint 
Jf EQ 

Cette méthode donne des résultats'simples pour des distributions hautement symétriques. 
Elle se fait en 3 étapes : recherche des plans de symétrie ou d'antisymétrie, recherche des 
invariances et application du théorème de Gauss (la surface de Gauss est une surface fer­
mée par exemple un cylindre de hauteur h, une sphère, un parallélépipède). 

On en déduit directement le potentiel en intégrant la relation : 

dV= - Ë·dl 

Stratégie n°2 : On calcule le potentiel électrostatique et on en déduit le champ électrosta­
tique. 
Pour calculer le potentiel, on a deux possibilités : 

• Utilisation de la loi de Coulomb : 

dV = _ d_q_ 
47rcoK M 

avec dq = pdT ou üdS ou ,\dl suivant que la distribution est volumique, surfacique ou 
linéïque. Il reste à intégrer pour en déduire le potentiel V. 

{J) Cette méthode n'est pas valable s' il y a des charges à l' infini . 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

• Utilisation de l'équation de Poisson: il V = _!_. 
co 

Il reste à intégrer 1 'équation différentielle pour déterminer le potentiel V. 

Après avoir calculé le champ électrostatique, on en déduit le champ à partir de la relation : 

.... -----+ 
E = -grad V 

Propriétés importantes en électrostatique 
.... 

• Pour une distribution volumique, V et E sont définis et continus en tout point de l'espace . 
.... 

• Pour une distribution surfacique, E est discontinu à la traversée de la surface de distribu-
.... .... (} 

tion: E2 - E1 = -n 1 ~2 avec 1et2 des points de part et d'autre de la surface de distri­
co 

bution. Le potentiel V est continu en tout point de l'espace. 

• Pour une distribution linéique, V et E ne sont pas définis sur la distribution. 

Il ne faut pas oublier que les distributions surfaciques et linéiques sont des modélisations et 
donc une approximation. Il ne faut pas être surpris d' avoir des résultats qui divergent. 

Choix de la constante pour le potentiel électrostatique 

Pour une distribution finie, on doit choisir V ( oo) = 0 . 
Par contre, pour une distribution infinie, on ne peut pas choisir V ( oo) = 0. 
Dans ce cas, bien lire l 'énoncé qui impose souvent un potentiel de référence. 

Structure du champ et du potentiel 
• Les plans P = (M,ïix,ïi z) et Q = (M ,uy,ïiz) sont des plans de symé­

trie pour Les charges, sources du champ électrostatique, donc 

Ê (M) E (P n Q), soit Ê //u2 • 

• La distribution D de charge est invariante par translation suivant ïix et 

uy, donc Ê et V aussi . Les coordonnées du champ ne dépendent pas de 
x et y . Le potentiel ne dépend pas x et y . Bilan : 
.... 
E = E (z) u2 et V = V (z) . 

Le plan z = 0 est un plan de symétrie. 

z =O pla n de symétrie 

TNI' 
-l- Ë(M') 

Le champ en M' est Le symétrique du champ en M par rapport au plan 
z = 0, d'où : 

E (M') = sym ( E (M)) = - E (z) Uz et V(M') = V(M) 
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Soit un point M appartenant au plan z =O. Les plans (M ,Üx ,Üz), 

(M,Ûy, ûz) et (M,Ûx, ûy) sont des plans de symétrie, donc Ë (M) appar-
.... .... 

tient à leur intersection, donc E = 0 pour z = 0. 

1. Première méthode : Utilisation du théorème de Gauss 
Calcul du champ avec le théorème de Gauss : 

z surface S 

On considère un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est un 
cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théorème de 
Gauss s'écrit : 

Jf.. .... ---* Qint !! .... ---* !! .... ---* !! .... ---* Jf E · dSext = 7o" = E · dS lext+ E · dS 2ext+ E · dS 3ext 

:E :E 1 :E2 :E3 

Le flux à travers la surface latérale ~3 est nul car le champ est orthogonal 
au vecteur élément de surface orienté vers l'extérieur. On a donc : 

f!Ê·dS ext = f f E(z)Û2 ·dSÜ2+ f f (-E(z))Ü2 ·dS(-Ü2 ) 

:E :E 1 :E2 

On a donc: fj Ê · dSext = 2E (z) S. 

s 
Il y a plusieurs cas pour calculer la charge intérieure : 

. a pa 
• S1 z ~ -, Qint = paS, on a donc E = - . 

2 2co 
a pz 

• Si 0 :S.; z :S.; -, Qint = p2zS, on a donc E = -
2 é Q 

On en déduit le champ dans la région z < 0 par symétrie : 
. a pa 

• S1 z ~ - - alors E = - -
~ 2' 2co 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

. a p lzl pz 
• 51 -- ~ z ~ 0, alors E = ---=-

2 co co 

E 

z 

Si l'épaisseur a tend vers 0, on peut considérer la distribution comme sur­
facique. On peut définir une densité surfacique de charges a . 

Pour exprimer p en fonction de a- (c' est-à-dire passer d 'une approximation volu­
mique à une approximation surfacique pour les charges), il faut calculer la charge 
de deux façons. 

• Distribution surfacique : on considère une charge située en z = 0 et de 
surface S . La charge est Q = aS. 

• Distribution volumique : on considère une charge située dans un volume 
de surface S et de hauteur a. La charge est Q = pSa. 

Les deux charges doivent être égales. On a donc : 

a =pa 

On retrouve bien le champ créé par un plan infini avec un discontinuité en 
z = O . 

Calcul du potentiel : 

1 
(]' , _ _ ----1 2Eo 

z 

La distribution est infinie. On ne peut pas choisir: V (oo) =O. On choisit 
d'après l'énoncé V (0) = O. 
Comme la distribution est volumique, le potentiel est continu en tout 
point de L'espace. 
On a vu que le potentiel est une fonction paire de z. Il suffit de le calculer 
dans la région z ;:::: O. 
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--+ ---+ 
On utilise La relation : d V = - E · dl pour calculer Le potentiel. 
On considère un déplacement quelconque du point M : 

On a donc: 

dV = -Ê ·dl= -E (z) uz · (dxiix + dyiiy + dzuz) = -E (z) dz 

S. 0 a L dV pz d 0 · ' V pz
2 

• l ~ z ~ -, a ors = -- z . n mtegre entre 0 et z : = --
2 Eo 2Eo 

a 
puisque V (0) = 0. Le potentiel vaut en z = l : 

V(~)= _pa2 
2 8Eo 

. a pa ., a 
• 51 z ~ -, alors dV = --dz. On mtegre entre - et z : 

2 2~ 2 

V - ( - ; ::) = - ;:
0 

( z - ~) 
D'où : 

V = (- pa2) - pa (z - ~) 
8Eo 2Eo 2 

On en déduit Le graphe représentant V en fonction de z : 

V 
a a 
2 2 

z 

Remarque: On a continuité du potentiel en tout point de l'espace puisqu 'on a une 
distribution volumique. On remarque que la dérivée première de V est continue. 

dV 
C'est prévisible puisque E = - - et que le champ est continu en tout point de 

dz 
l'espace pour une distribution volumique. 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

2. Deuxième méthode : Équation de Maxwell-Gauss 

On a vu que le champ électrique ne dépend que de z. 
L'équation de Maxwell-Gauss est : 

a 
ax Ex 

-+ p -+ -+ a aEz 
div E = - = V · E = Ey --

EQ ay Ez az 
a 
az 

dE 
dz 

. a a . .... dE p pz 
• S1 -- ::;;; z::;;; - : div E = - = -, donc E = - + cte. On a vu que 

2 2 dz Eo Eo 

E = 0 pour z = 0. Soit E = pz. 
Eo 

a ..., dE 
• Si z ;:::: - : div E = - = 0 (localement il n'y a pas de charge), donc 

2 dz 
a 

E = cte. Le champ est continu pour z = 2 puisqu'on a une distribution 

pa 
volumique, donc E = - . 

2Eo 
a ..., dE 

• Si z ~ -- : div E = - = 0 donc E = cte. Le champ est continu 
~ 2 dz ' 

a pa 
pour z = - -, donc E = - - . 

2 2Eo 

On retrouve les mêmes résultats qu'avec la méthode 1. 

3. Troisième méthode : Équation de Poisson 

L'équation de Poisson est : 

Soit: 

a a 
ax a 
ay 
a 

az az 

V 

On a vu que le champ et le potentiel sont nuls pour z = O. Comme le poten­
tiel ne dépend que de z, l'équation de Poisson s'écrit : 

d2 V p 

dz2 Eo 
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a a 
• Si - 2 ~ z ~ 2 dz2 

V = _ _!_ z2 + A z + B. 
2Eo 

p 

Le 

donc 
dV p 
- = -- +A 
dz Eoz 

champ électrostatique 

.... -----+ dV.... dV pz 
E= -gradV = --Uz . On a: E = -- = - -A. 

dz dz Eo 

et 

est 

Or V = 0 et E = 0 pour z = 0. On a donc : A = 0 et B = 0. On obtient 

finalement : E = pz 
é Q 

a d2V 
• Si z ;::: 2 : dz2 =O. On a donc V= A'z + B' et E = - A'. Le champ 

. . a pa 
et Le potentiel sont continus pour z = -. On a donc A' = - - et 

2 2Eo 

Pa
2 (a) pa

2 
pa

2 
pa

2 

-- =A' - + B', d'où B' = -- + - = -. 
8Eo 2 8Eo 4Eo 8Eo 

a d2 V 
• Si z ~ - - : -- = 0. On a donc V = A" z + B" et E = - A" Le 

2 dz2 

. . a pa 
champ et Le potentiel sont continus pour z = - -. On a donc A" = -

2 2Eo 

Pa
2 

( a) pa
2 

pa
2 

pa
2 

et -- = A" -- + B" , d'où B" = -- + - = -. 
8Eo 2 8Eo 4Eo 8Eo 

On retrouve Les mêmes résultats qu'avec La méthode 1. 

Exercice 11. 7 : Champ électrostatique entre deux plaques 

On considère un condensateur plan formé de deux plaques parallèles infinies et 
distantes de d. L'ensemble est placé dans le vide. Les plaques sont maintenues 
respectivement aux potentiels V1 et V2. On néglige les effets de bord. 
1. Rappeler les équations de Poisson et de Laplace pour l'électrostatLque. 
2. Déterminer le potentiel et en déduire le champ électrostatique E qui règne 
entre les armatures de ce condensateur. 
3. Ce condensateur est placé dans un milieu où règne une densité volumique de 
charges p uniforme. Déterminer le potentiel électrostatique et le champ électro­
statique . 

Analyse du problème 

On va utiliser une autre méthode que le théorème de Gauss pour calculer le champ 
électrostatique. Avec l'équation de Poisson, on va calculer le potentiel. On pourra 
alors en déduire directement le champ électrostatique. 
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Chapitre 11 ·Champ électrique en régime stationnaire 

1. L'équation de Poisson en électrostatique s'écrit : 

~V= _p_ 
éQ 

L'équation de Laplace pour l'électrostatique est le cas particulier où la den­
sité volumique de charges est nulle : 

~V =0 

2. 

-- --------- -- - -~ 
X 

0 d 

On néglige les effets de bord (c'est-à-dire que l'épaisseur d est faible devant 
les dimensions des plaques considérées comme infinies) . Dans ces conditions 
la distribution est invariante par translation suivant uy et Uz, donc V aussi. 
On en déduit que : 

V= V (x) 

Dans l'espace entre les plaques qui est vide de charge, le potentiel électro­
statique vérifie l'équation de Laplace : 

~V =0 

d2 V 
En coordonnées cartésiennes, on a ~V = -- = 0. On a donc 

dx2 
V=Ax+B . 

Conditions aux limites 

V = V1 pour x = 0 et V = V2 pour x = d. 

0 d, d . 1 V1 = B . A V2 - V1 
n en e u1t : V

2 
= Ad + B' s01t = d · 

Finalement, on a : 

- (Vi - V2) 
V= d x+Vi 

On en déduit le champ électrostatique : 

Le champ est uniforme entre les armatures du condensateur. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

3. Entre Les armatures, Le potentiel électrostatique vérifie L'équation de 
Poisson : 

d2 V -p 
~V=-=-

dx2 Eo 

U 
., . , . d dV -p C ne prem1ere rntegrat10n onne : - = -x + 1 • 

dx Eo 
px2 

Une deuxième intégration donne: V= -- + Cix + C2. 
Eo 2 

Les conditions aux Limites donnent : 

V2 - Vi pd 
D'où C1 = +-. 

d 2Eo 
On obtient : 

-px
2 

(V2 - Vi pd) V= -- + + - x+Vi 
2Eo d 2Eo 

Le champ électrostatique est : 

-+ -----+ ( px V2 - Vi _ pd ) U-+x E = - grad V = - - ---
Eo d 2Eo 
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Condensateur 

Exercice 12.1 : Condensateur plan 

Un condensateur plan est constitué de deux armatures métalliques très fines de 
surface S séparées d'une distance e. L'isolant entre les deux armatures a une 
permittivité t:o. On néglige les effets de bord. Les densités surfaciques de charges 
portées par les deux armatures sont uniformes et opposées. 
1. Déterminer le champ électrostatique créé par un plan infini de densité surfa­
cique de charges a . 
2. En déduire le champ électrostatique créé par le condensateur en tout point de 
l'espace. 
3. Calculer la différence de potentiel aux bornes du condensateur en fonction de 
la charge d'une armature, Set e. En déduire la capacité du condensateur plan. 

Analyse du problème 

On applique le théorème de superposition pour calculer le champ électrostatique 
créé par le condensateur. 

1. On considère un plan infini z = 0 uniformément chargé en surface. 
On appelle a la densité surfacique de charges. 

z Surface S 

• Les plans P = (M, Üx, Üz) et Q = (M, Üy, Üz) sont des plans de symé­
trie pour les charges, sources du champ électrostatique, donc 

Ê (M) E (P n Q), soit Ê//Üz. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

• La distribution D de charge est invariante par translation suivant Ûx et 

Ûy, donc Ë aussi. Les coordonnées du champ ne dépendent pas de x et 
y. Bilan : 

Ë = E (z) Ûz 

• Le plan z = 0 est un plan de symétrie. 
_, 

ÎM E(M) 

plan de symétrie 

Le champ en M' est le symétrique du champ en M par rapport au plan 
z = 0, d'où : 

Ë (M') = sym ( Ë (M)) = -E (z) Ûz 

• On considère un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est 
un cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théorè­
me de Gauss s'écrit : 

f! E · dSext = ~~nt = f f E · dSt ext+ f f E · dS2ext+ f f E · dS 3ext 

b b1 b 2 b ] 

Le flux à travers la surface latérale "E3 est nul car le champ est orthogonal 
au vecteur élément de surface orienté vers l'extérieur. On a donc : 

f! Ë · dS ext = f f E (z) Ûz · dSû 2+ f f (- E (z)) Ûz · dS (-Ûz) 

b b1 b 2 

J[ _, ---+ 
On a donc: Jf E · dS ext = 2E (z) S. 

s 

Remarque : Il est indispensable de fermer la surface de Gauss par "E2 . On ne peut 
pas fermer par °E4 (disque de surface S situé en z = 0) car le champ n'est pas défi­
ni pour z = O. 

La charge intérieure vaut Qint = a S, d'où : 
_, a _, 
E= - Uz 

2s0 

On en déduit immédiatement le champ dans la région z < 0 : 
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Interprétation physique : 

.... a .... 
E =--u 

2.c:o z 

a 

2co 

E 

a 
2co 

Chapitre 12 ·Condensateur 

z 

Il ne faut pas être surpris d'avoir un champ constant dans la région z > O. 
C'est un modèle fort qui est valable pour une distribution réelle plane de 
grande dimension si on est loin des bords. 
Si a est positif, le champ électrostatique diverge à partir des charges posi­
tives. 
De part et d'autre de la distribution, on a une discontinuité du champ élec-

.... .... a 
trostatique. On vérifie que : E2- E 1 = - ni --+2 · 

é Q 

2. On applique le théorème de superposition pour calculer le champ créé par 
les deux armatures qui sont assimilées à des plans infinis situés en z = 0 et 
z = e. 

Distribution D 1 : armature de charge Q 
et de densité surfacique de charges +a 

Distribution D2 : armature de charge 
- Q et de densité surfacique de charges 
- a. 

Distribution D (condensateur) : armatu­
re n°1 de charge Q, de densité surfacique 
de charges +a située en z = 0 et arma­
ture n ° 2 de charge - Q, de densité sur­
facique de charges - a située en z = e . 

+a 
a .... - u 2êo z 
~ 

a -+ - u 2êo z 
__.,. 

Armature n°1 

- a 

Armature n°2 

+a -a 

--7 
a .... 

U z 
Eo 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

Le champ électrique est nul à l'extérieur du condensateur. 
(J -+ 

Dans le condensateur, le champ vaut -u2 • 

é Q 

On vérifie que le champ diverge à partir des charges positives et converge 
vers les charges négatives. 

3. On calcule la différence de potentiel V2 - Vi en envisageant un dépla­
cement d'un point A 1 de l'armature n°1 vers un point A2 de l'armature n°2. 

-+ ---+ -+ (J -+ 

Entre les deux armatures, on a : dV = -E · dl avec E = -u2 et 
é Q 

--+dl dx -+ d -+ d -+ b . (J = Ux + y Uy + z u2 • On o tient: dV = - -dz. 

Il reste à intégrer entre A1 et A2 : 

(J 

On en déduit : U = V1 - V2 = - e. 
é Q 

La capacité d'un condensateur est définie par : 

en notant Q 1 la charge de l'armature n°1. 

On en déduit : C = Qi 

D'où: 
éoS 

C=­
e 

é Q 
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Champ magnétique 
en régime stationnaire 

Exercice 13.1 : Champ créé par un fil cylindrique 

On considère un cylindre illimité de rayon R parcouru par un courant l réparti 
uniformément en volume. 

1. Déterminer en tout point de l'espace le champ magnétostatique créé par cette 
distribution de courants. Ce modèle est-il utilisable pour un cylindre réel ? 

2. Calculer le champ maximum créé par cette distribution pour l = 1 A et 
R = 1 mm. 

Analyse du problème 

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théorème 
d' Ampère pour calculer le champ magnétostatique en tout point de l'espace. 

fu 

1. On repère Le point M avec Les coordonnées cylindriques. On pose J = j Uz . 

On oriente L'intensité l dans Le sens des z > 0. On en déduit L'intensité qui 
traverse une section orthogonale à L'axe 0 z : 

l = f f J . dS = j 7r R2 

s 

L'orientation du conducteur est arbitraire. Dans 1' exercice, on 1' oriente dans le 
sens des z > O. Le vecteur élément de surface est donc orienté également suivant 

+Üz. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

• Le plan P = (M, u,, u2 ) est un plan de symétrie pour les courants, 

sources du champ, donc B (M) 1-P, c'est-à-dire Ê (M) //ue. 
• La distribution D est invariante par rotation d'angle e et par translation 

suivant uv donc B aussi. Bilan : 

B = B (r) ue 

• On applique le théorème d'Ampère. Le contour d'Ampère r est un cercle 
orienté suivant +ue passant par Met de rayon r : 

1 ~ ---+ 1 ~ ~ j B · dl = j B (r) ue · rdBue = B (r) 27rr = µ o l enlacé 

r r 

Il faut bien vérifier le signe du courant enlacé. Le courant enlacé est compté posi­
tivement si le contour sort par la face Nord du circuit ou si le courant enlacé sort 
par la face+ d ' une surface s'appuyant sur le contour. 

Il y a deux cas : 

Si M est L'extérieur du cylindre (r ~ R) : 

Le courant enlacé est : ! enlacé = l = j 7rR2
• 

On en déduit le champ magnétostatique à l'extérieur : 

l "R2 
B (r) = /!!}__ = _µo_J_ 

27rr 2r 
Si M est L'intérieur du cylindre ( r ~ R) : 
Le courant enlacé est : ! enlacé = j 7rr2 . 

On en déduit le champ magnétostatique à l'intérieur : 

B (r) = µoJr 
2 

On représente le graphe B (r) : 

B 

B max --

R r 

Interprétation physique : 
Les lignes de champ sont des courbes fermées. Elles tourbillonnent autour 
des sources de courant. On peut appliquer la règle du tire-bouchon ou de la 

~ 

main droite pour vérifier le sens du champ B. 
À l'extérieur du cylindre, tout se passe comme si on avait un fil infini. 

~ 

Le champ B est continu en tout point de l'espace. C'est prévisible puisque 
la distribution est volumique. 
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Chapitre 13 • Champ magnétique en régime stationnaire 

--+ -+ 

Si r = 0, B =O. C'est normal puisque tous les plans contenant l'axe Oz 
sont des plans de symétrie. 
Le modèle du cylindre illimité est valable pour un cylindre réel si on est loin 
des bords. 

2. Le champ maximum créé par cette distribution est obtenu pour r = R. 
On obtient : 

Bmax = 2 X 10- 4 T 

Remarque : La composante horizontale du champ magnétique terrestre vaut 
2,5 X 10- S T. 

Exercice 13.2 : Champ créé par un solénoide infini 

Un solénoïde circulaire est constitué de N spires (N >> 1) de même rayon R, de 
même axe 0 z, réparties régulièrement le long du cylindre de longueur f et de 
même intensité/. On définit n le nombre de spires par mètre. On étudie le modè­
le limite d'un solénoïde infini, c'est-à-dire qu'on néglige les effets de bord. On 
admet que le champ magnétostatique est nul à l'extérieur du solénoïde. 

1. Déterminer en tout point de l'espace le champ magnétostatique créé par le 
solénoïde infini en fonction de µ0 , n et/. 

2. Calculer le champ magnétique produit par le solénoïde utilisé au CERN pour 
rechercher le boson de Higgs. Pourquoi la température du solénoïde est égale à 
-267 °C? 
Données du solénoïde : longueur = 13 m ; diamètre = 6 m ; l = 19500 A ; 
µ0 = 47r x 10- 7 H.m- 1 ; N = 2120. 

Analyse du problème 

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théorème 
d' Ampère pour calculer le champ magnétostatique en tout point de l ' espace . 

1. On considère un point M à l'intérieur du solénoïde. On utilise les coor­
données cylindriques. 

( ) 

F E 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

(5) 

~ 

• Le plan P = (M, u, , ue) est un plan de symétrie pour les courants, 

sources du champ, donc B (M) l_P, c'est-à-dire B (M) //uz. 
• La distribution est invariante par rotation d'angle () et par translation sui-... 

vant Uz, donc B aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de () et z. 
Bilan : 

B(M) = B(r)Uz 

• On applique le théorème d'Ampère au contour ï passant par M à l'inté­
rieur du solénoïde : 

D E F C 

f B·dl=!B ·dl+fË·dl+fË·dl+fË·dl 
CDEF C D E F 

= µolenlacé 
E C 

f B · dl = 0 et f B · dl = 0 puisque le champ est orthogonal au dépla-

D F 

cernent élémentaire sur le contour. 
F f B · dl = 0 puisqu'on admet que le champ est nul à l'extérieur du solé­

E 

noïde. 
D zo 

! -+~ f .... .... B · dl = Buz · dzuz = B (zo - zc) = B f 

c zc 
Le contour ï enlace nf spires. Comme chaque spire est parcourue par un 
courant /, le courant enlacé est : 

! enlacé = nf l 

Il faut bien vérifier le signe du courant enlacé. 

On en déduit le champ magnétostatique créé par le solénoïde infini : 

• À l'intérieur du solénoïde, le champ B est uniforme et vaut : 

Bint = µ0nluz 
• À l'extérieur, le champ magnétostatique est nul d'après l'énoncé : 

-+ ... 

B ext = 0 
2. Application numérique : B = 4 T. 
C'est un champ considérable qui est 200 000 fois plus grand que la compo­
sante horizontale du champ magnétique terrestre. 
On utilise des matériaux supraconducteurs refroidis à - 267 °C ce qui permet 
de s'affranchir de l'effet Joule. C'est le plus grand solénoïde en supracon­
ducteurs au monde. 
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Chapitre 13 • Champ magnétique en régime stationnaire 

Exercice 13.3 : Champ créé par une bobine torique 

Une bobine torique est constituée de N spires jointives régulièrement enroulées 
sur un tore (ou un pneu) d'axe O z et parcourues par la même intensité/. On sup­
pose que N >> 1. 
Déterminer en tout point de l'espace le champ magnétostatique créé par la bobi­
ne torique. 

Analyse du problème 

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théorème 
d'Ampère pour calculer le champ magnétostatique en tout point de l'espace. 

On considère un point M repéré par ses coordonnées cylindriques. Sur Le 
schéma, on a représenté N = 18 spires. 

vue de dessus 

• Le plan P = (M, Ûr , Ûz) est un plan de symétrie pour Les courants, 

sources du champ, donc Ê (M) 1-P, c'est-à-dire Ê (M) //Ü8• 

• La distribution est invariante par rotation d'angle e (puisqu'on a un grand 
--+ 

nombre de spires régulièrement enroulées sur Le tore), donc B aussi . Ses 
coordonnées ne dépendent pas de e. Bilan : 

B (M) = B (r, z) Üe 

• Le contour d'Ampère r est un cercle orienté dans Le sens trigonométrique 
d'axe Oz , de rayon r passant par M. Le théorème d'Ampère s'écrit : 

27r f B · dl = f B (r,z) Ûg · rd8Üg = B (r) 27rr = µ 0 Ienlacé 

r e=o 

{t Il faut bien vérifier le signe du courant enlacé. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

IL y a deux cas : 
Si M est à l'intérieur de la bobine torique : 
Sur le schéma ci-dessus, on a représenté un contour r qui enlace N spires. 
Le courant enlacé est donc : ! enlacé = N ! . On en déduit que : 

-+ µ0 N I -+ 
Bint = U () 

27rr 

Si M est à l'extérieur de la bobine torique : 
IL n'y a pas de courant enlacé. On en déduit que : 

-+ -+ 

B ext = Ü 
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Electromagnétisme 
dans L'ARQS 

Exercice 14.1 : Rail de Laplace 

On considère une tige métallique de longueur e = I J pouvant se déplacer sur 
l'axe Ox. Elle glisse sans frottement sur des rails électriques. Le dispositif est 
placé dans un champ magnétique constant B = Bu2 • Le générateur de tension 
délivre une tension constante U. La résistance totale du circuit est notée R et ne 
dépend pas de la position sur les rails. La tige est immobile à t = 0. On néglige 
les phénomènes d'autoinduction. 

1. Déterminer la vitesse de la tige et l'intensité du courant électrique circulant 
dans le circuit en fonction du temps. 

2. Effectuer un bilan de puissance. 

3. Montrer que le couplage électromécanique est parfait. 

I 

J 

Analyse du problème 

Le générateur de tension U crée un courant électrique. La tige métallique est par­
courue par un courant et placée dans un champ magnétique stationnaire. Elle subit 
donc une force de Laplace qui la met en mouvement. On a alors une variation du 
flux magnétique. C'est un phénomène d'induction de Lorentz avec apparition d'une 
fem d'induction. 

La loi de Lenz est une loi de modération : les effets de l'induction s'opposent aux 
causes qui lui ont donné naissance. 

On néglige le champ magnétique induit devant le champ magnétique extérieur. Pour 
en tenir compte, il faudrait rajouter l'inductance propre L du circuit que l'on négli­
ge dans l'exercice. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

Cours 
Un phénomène d'induction apparaît lorsqu'il y a une variation du flux du champ magnétique. 

Loi de Faraday et équations de Maxwell 
Sauf indication contraire, on se placera dans la cadre de l'ARQS magnétique où les effets 
des distributions de courants dominent ceux des distributions de charges. 
Les équations de Maxwell s'écrivent alors : 

Le champ électrique est : 

d<P 

- p div E = -
.... éO 

div B = 0 _, 
- aB 

rotE = --
.... ~t 

rot B = µ0 j 

.... 
.... ---+ a A 
E = -grad V- -ai 

La loi de Faraday e = -- est la forme intégrée de la relation de Maxwell-Faraday 
dt .... .... aB 

rotE = --. at 
Étude des conducteurs filiformes 
Il faut d'abord orienter Je conducteur et rajouter une force électromotrice 
d'induction e en convention générateur. 
On note <P le flux du champ magnétique à travers le conducteur. La force électromotrice se 
calcule avec la loi de Faraday : 

d<P 
e= --

dt 

Interprétation physique 
La loi de Lenz est une loi de modération : Les effets de l'induction s'opposent aux causes 
qui lui ont donné naissance. 

1. Équation électrique : 
On oriente arbitrairement le circuit sur Le schéma ci-dessous. 
Comme on a un phénomène d'induc-
tion, il faut rajouter en série sur Le 
tronçon l J une force électromotrice 
d'induction e en convention généra­
teur. 
On obtient Le schéma électrique : 

R I 

J 



. -:i 
"'O :@ 
0 "O 
c i:: 
::i ;::l 

0 ~ 

Ul 

<;j" 
QJ 

QJ 
T"-l 'QJ 

0 .;!l 
N ... 

0 

@ ;; 
te 

.µ i:: 
..c 0 
Ol i:: 

ï::: i:: 

>- 0 
·.c 

Q. u 
0 ;::l 

u "O 
0 ... o. 
~ 
QJ 

;; 
~ 
-ci 
0 
i:: 
;::l 

Cl 
@ 

Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

L'orientation du circuit sert à l'orientation du vecteur élément de surface pour le 
calcul du flux magnétique et dans l'expression de la force de Laplace. 
11 ne faut pas oublier que e est toujours orienté en convention générateur. 

La Loi des mailles s'écrit : 

U =Ri - e 

La Loi de Faraday s'écrit : 

d<l> 
e=--

dt 

t = O t 

I< >I ) 
X 

Le flux du champ magnétique est défini par : 

---+ 
Le vecteur dS est orienté avec La règle de La main droite dans Le sens de i . 
On a donc : <l> = -BS . 
Sur Le schéma, on a représenté La tige à t = 0 et à un instant t. On appel­
le x Le déplacement de La tige. À un instant t, La surface S vaut f, (ao + x). 
On a donc: 

d<l> dx 
e = -- = Bf - = Bf v 

dt dt 

Équation mécanique : 
Bilan des forces sur La tige : 
• Poids appliqué au barycentre G 
• IL n'y a pas de frottement. La réaction du rail en I et J est donc orthogo­

nale au déplacement, c'est à dire orthogonal à Ûx. 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

• Force de Laplace : 

f, J ---+ f,J F = i dl /\ B = 
1 

idyÛy /\ BÛz = iB [y]f Ûx = -iBiÛx 

On applique le théorème de la quantité de mouvement à la tige dans le réfé­

rentiel galiléen m = ( O ; Ûx,Ûy,Ûz, t). On projette sur Ûx, d'où 

mx = -iiB 

Équations couplées : 
On obtient deux équations différentielles couplées : 

1 

U = Ri - e = Ri - Bvi 
mv = -iiB 

mv 
La deuxième équation donne : i = - - que l'on réinjecte dans la premiè­

i B 
mv 

re équation. On a alors : U = -R- - Bvi soit 
i B ' 

B 2i 2 i B 
v+--v = --U 

mR mR 

On définit la constante de temps du circuit : 

mR 
T= --

B2i2 

Interprétation physique : On a toujours des signes + dans l'équation 
homogène quelque soit le signe de B. C'est tout à fait normal puisque la loi 
de Lenz est une loi de modération. Un terme en B au lieu de B2 serait aber­
rant. 
La solution de l'équation différentielle est : 

(-t) u 
v = A exp -:; - B i 

u 
D'après l'énoncé, v = 0 pour t = 0. On a donc : 0 = A - -

Bi 
On obtient finalement : 

Comme U = Ri - Bvi, on en déduit l'intensité i : 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

1 
i = U + Bvf = U _ Bf .!!_ (i _ exp (-t )) = U exp (-t ) 

R R R R Bf r R r 

Remarque : On peut également en déduire l'intensité à partir de la relation : 

u 

. mv 
l=--

fB 

L'intensité i vaut - à t = 0, ce qui est prévisible puisque la fem d'induc-
R 

tian est nulle à t = 0. L'intensité décroît et tend vers 0 ce qui est confor-
me à la loi de Lenz qui est une loi de modération. La cause de l'induction 
est la tension U qui crée un courant. L'effet de l'induction est de créer une 
fem e qui annule la tension U et on n'a plus de courant dans le circuit. 

2. Pour faire apparaître des termes de puissance, on multiplie la loi des 
mailles par l'intensité i et le théorème de la quantité de mouvement par la 
vitesse v. 
On obtient alors : 

Ui = Ri 2 - ei = Ri 2 - Bvfi 
dv 

m-v = -ifBv 
dt 

D'où en éliminant le terme de couplage : 

Ui = Ri 2 + .!!._ (~mv2) 
dt 2 

La puissance fournie par le générateur sert à dissiper de la puissance dans 
la résistance et à faire varier l'énergie cinétique de la tige. 

3. La puissance de la force de Laplace est : 

Pméca = J · v = -ifBux · VUx = -ifBv 

La puissance de la fem d'induction est : 

P élec = ei = Bvfi 

On en déduit que : 

P méca + P élec = Ü 

Cette relation caractérise le couplage électromécanique parfait que l'on peut 
généraliser dans le cas d'un circuit mobile dans un champ magnétique per­
manent. 
P élec = ei = Bvfi représente algébriquement la puissance fournie par le 
fem d'induction puisqu'on est en convention générateur. Ici P élec est néga-
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

1 

tif. La fem d'induction reçoit donc de L'énergie du circuit électrique. Cette 
puissance reçue du circuit électrique est donc intégralement transmise à La 
force de Laplace. 

Exercice 14.2 : Moteur asynchrone 

Une bobine plate fermée sur elle même, de surface totale S, de résistance R et 
d' inductance L est mobile autour d'un axe ~. Elle est placée dans un champ 
magnétique uniforme, de module constant B, tournant autour du même axe à la 
vitesse angulaire constante wo. La bobine est solidaire d'un volant de grand 
moment d'inertie régularisant sa vitesse angulaire w. On suppose qu'un régime 
permanent est atteint pour lequel la bobine tourne à une vitesse angulaire 
constante avec un retard de phase initial <P sur le champ tournant. On pose 
Q = wo - w. On note ii le vecteur normal de la bobine. On admet que la force 

d<l> 
électromotrice d'induction est: e = - - . 

dt 

y 

-B 

i 

z 
® X 

1. Déterminer le courant i ( t) dans la bobine en régime sinusoïdal forcé en préci­
sant sa valeur efficace et son retard de phase 'l/J sur la force électromotrice d' in­
duction. 
2. Donner les expressions du couple instantané r et du couple moyen C agissant 
sur la bobine. Étudier les variations de C en fonction de w . Calculer sa valeur Co 
pour w = 0, sa valeur maximale Cm et la valeur Wm correspondante. Dans quelles 
conditions a-t-on un fonctionnement moteur? 
3. Dans quelles conditions le fonctionnement moteur est-il stable ? Le moteur 
peut-il démarrer seul ? 

Analyse du problème 

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique dépendant du temps. On a 
un phénomène d' induction avec apparition d'une forme électromotrice d' induction. 
Les effets de l'induction s'opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi de 
Lenz). On utilise la loi de Faraday pour calculer la fem d'induction. 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

1. On suppose que les conditions de l'ARQS magnétique sont vérifiées. 
Langle entre le vecteur normal à la bobine et le champ magnétique vaut : 

( ii, 8) = wot + <P - wt 

On a un phénomène d'induction avec un circuit mobile et un champ magné­
tique dépendant du temps. La force électromotrice d'induction s'écrit : 

d<I> 
e=--

dt 

Le flux du champ magnétique est : 

.... .... 
<I> = B · S = BS cos ((wo - w) t + </>) 

Remarque : La bobine de rayon r est constituée de N spires. La surface totale vaut 
alors : 

S = N7rr 2 

D'où 

e = (wo - w) BS sin ((wo - w) t + </>) = BSQ sin (0.t + </>) 

Léquation électrique s'obtient avec le schéma électrique équivalent en 
rajoutant la fem d'induction en convention générateur. 

R 

La loi des mailles s'écrit : 

L 

di 
e=Ri+L­

dt 

On travaille en régime sinusoïdal forcé. On utilise la notation complexe, ce 
qui revient à remplacer sin () par exp (j ()). 
D'après l'énoncé, on appelle 'ljJ le retard de phase de i sure. On a donc : 

1 

i (t) = lm sin (Qt + </> - 'l/J) 
L = lm exp (j (0.t + </> - 'l/J)) 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

fu 

~ 

En notation complexe, la loi des mailles s'écrit : 

(R + j LQ) f = B SQ exp (j (0.t + </>)) 

D'où: 

BSQ 
z = exp (j (0.t + </>)) 

R+jLQ 

On en déduit que : 

BSQ 
Id = lm = J R2 + L2Q2 

arg (f) = 0.t + </> - 'ljJ = 0.t + </> - arg (R + j LQ) 

soit : 

'ljJ = arg (R + j LQ) 

On a donc: 

BSQ LQ R 
lm = ; tan 'ljJ = - et cos 'ljJ = > 0 

JR2 + L 2Q2 R JR2 + L 2Q2 

7r 
Interprétation physique : L'angle 'ljJ est compris entre 0 et-. i est toujours 

2 
en retard de phase sur e. C'est normal, puisqu'on a un circuit inductif. 

2. Le moment des forces de Laplace est : r = M /\ B. 
f est colinéaire à Üz. On écrit par la suite: f = rüz. 

Il faut utiliser la notation réelle car on a le produit de deux fonctions sinusoïdales. 

r = M B sin ((w0 t + </>) - wt) avec M = iS. 
On a alors : 

r = iSB sin ((wot + </>) - wt) 

BSQ 
= BS sin (0.t + </>) sin (0.t + </> - 'lj;) 

JR2 + L2Q2 

Or sin a sin b = ~ ( - cos (a + b) + cos (a - b)) . On a donc : 

B2S20. 
r = {- cos (20.t + 2</> - 'l/J) + cos ( 'l/J)} 

2JR2 + L 2Q2 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

La valeur moyenne du couple vaut donc : 

B2s2n 
(r) = cos ('l/J) 

2,J R2 + L2Q2 

R , 
On a vu que cos 'ljJ = . D'au : 

,JR2 + L2n2 

On a un couple moteur si 0. > 0, c'est-à-dire w0 > w. 
Pour étudier la courbe de C en fonction de w, il faut calculer la dérivée de 
C par rapport à w. On pose : 

wo-w 
f(w)= ----

l + L 2(wo-w)
2 

R2 

La dérivée de f par rapport à w est nulle si et seulement si : 

( 
L

2 
(wo - w)

2
) (-2L2 

) - 1 + R2 - (wo - w) R2 (wo - w) = 0 

L2(wo-w)2 22L2 2 L2 
{} 1 + = (wo - w) - {} (wo - w) - = 1 

R2 R2 R2 

R 
{} w - wo = ±­

L 

R 
La valeur minimale est obtenue pour w = w0 + - . La valeur maximale est 

L 
R 

obtenue pour w = wo - L. La valeur maximale du couple est : 

8 2s2 R 
C --- L 
m- 2R L2(!!.) 2 

1 + R~ 

D'où: 

B2s2 Ji 
L ---

2R 2 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

On en déduit la courbe représentant f en fonction de w. 

f wo-~ 

40 

20 

0 
200 400 

-20 

- 40 

WQ 

/ 
600 

R wo+ L 

800 1000 1200 

w 

1400 1600 

Remarque : Ne pas tenir compte des échelles du graphe ci-dessus. Il représente sim­
plement l'allure des courbes. 

Interprétation physique : 

On a un fonctionnement moteur si 0 ~ w < w0• 

La vitesse de rotation du rotor (bobine) est inférieure à celle du champ tour­
nant. 
En régime permanent, on a en moyenne : 

soit 0 = C +Cr en appelant Cr le couple moyen résistant avec Cr < 0. 

3. Supposons qu'à cause d'une perturbation, ICrl augmente, la bobine est 
freinée, donc w diminue. 
D'après la courbe : 

R 
• Si wo - - < w < wo, C augmente, ce qui a pour effet d'augmenter la 

L 
vitesse angulaire de la bobine. L'équilibre est donc stable. 

R 
• Si 0 < w < w0 - -, C diminue, ce qui a pour effet de diminuer la vites­

L 
se angulaire de la bobine. L'équilibre est donc instable. 

Le moteur asynchrone peut démarrer seul à condition que le couple de frot­
tement en valeur absolue soit inférieur à Co. Les T.G.V. Eurostar et Thalys 
sont équipés de moteurs asynchrones. 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

Exercice 14.3 : Alternateur d'une éolienne 
Le disque éolien entraîne, par un système de démultiplication, une bobine plate 
en rotation autour de 1' axe 0 z. La bobine a une résistance r, une inductance L et 
elle est fermée sur une résistance R0 . On pose R = r + Ro . Elle comporte N 

spires de surfaces et se déplace dans un champ magnétique constant B = Bux. 

1. L'éolienne tourne à vitesse angulaire constante w. En régime sinusoïdal forcé, 
l'intensité i est de la forme : i (t) = lm cos (wt + </>) . Déterminer lm et </>. 

2. Quelle est la valeur moyenne du moment r' des forces de Laplace subi par la 
bobine? 
3. Le moteur éolien a une puissance moyenne P. Représenter, sur un même dia-

gramme, le moment Il r Il du couple moteur et Il ( r') 11, en fonction de w. 

4. À t = 0 , la vitesse angulaire est nulle et on débloque l'éolienne. Analyser qua­
litativement le régime transitoire. Déterminer la vitesse angulaire wo en régime 
permanent et montrer que P doit rester inférieure à une puissance critique notée 
Pc. Ce régime est-il stable ? 

Analyse du problème 
On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique constant. On a un phéno­
mène d ' induction de Lorentz avec apparition d'une forme électromotrice d' induc­
tion. Les effets de l' induction s'opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi 
de Lenz) . 

1. On suppose que les conditions de l' ARQS magnétique sont vérifiées. 
l'équation électrique s'obtient avec le schéma électrique équivalent en 
rajoutant la fem d'induction en convention générateur . 

R L 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

La loi de Faraday s'écrit : 

d<I> 
e=--

dt 

Le flux du champ magnétique à travers les N spires est : 

<I> = N f f B · dS = NB s cos ( wt + ~) = - NB s sin ( wt) 

s 
---+ 

car la surface est orientée avec la règle de la main droite: dS = dSn. 

La fem vaut donc : 

e = NsBw cos (wt) 

La loi des mailles s'écrit : 

di 
e =Ri+ L­

dt 

1 

i =lm cos (wt + </>) t 1 e = NsBw cos (wt) 
avec f =lm exp(} (wt + </>)) e ~ = NsBw exp(j (wt)) 

En notation complexe, on a : ~ = Rf + j L wf, d'où : 

e 
l = ----

R+}Lw 

N s B w exp (j (wt)) 

R+}Lw 

lil - l - Ns Bw 
On en déduit : - - m - J R2+ L 2w2 

arg (f) = wt + </> = wt - arg (R + j Lw) 

D'où : 

NsBw L w R 
l m = ; tan </> = - - et cos </> = > 0 

JR 2 + L 2w2 R JR2 + L 2w2 

• 7r 
</> est donc compns entre -

2 
et O. 

2. Le moment magnétique de la bobine est M = N l s n. 
Le moment du couple subi par la bobine est: r' = M /\ B = N l s n /\ BÜx 

- sin (wt) 
avec n = cos (wt) en projection sur (üx ,Üy,üz). On a donc : 

0 

- sin (wt) 
f ' = N lsB cos (wt) 

0 

B 
/\ 0 

0 

0 
0 
-N l sB cos (wt ) 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

D'où: 

f ' = -N lms B cos (wt + </>) cos (wt) iiz 

Or cos a cos b = ~(cos (a+ b) + cos (a - b)). 

On a donc: 
.... , NlmsB .... 
f = -

2 
[COS (2wt + </>) + COS </>] Uz 

La moyenne du moment du couple est : 

( 
.... ) NlmsB .... 
f' = -

2 
COS </> Uz 

La projection du moment du couple est négative. C'est normal d'après la loi 
de Lenz qui est une loi de modération. La création d'un courant induit s'op­
pose par ses effets aux causes qui lui donnent naissance. La cause est la 
rotation de la bobine. 

3. Soit P la puissance du couple moteur. On a : P = r w. La puissance est 
constante, donc 

On a vu que: 

p 
f=­

w 

r - - cos - ---1 NlmsB NsB ( NsBw ) ( R ) 
( ) - 2 </> - 2 J R 2 + L 2w2 J R 2 + L 2w2 

D'où 

-N2s2B 2R w 
(r')-----

- 2 R2 + L 2w 2 

Le graphe ci-dessous représente l'allure de r et de l(r')I en fonction de w . 

Le point de fonctionnement est l'intersection des deux courbes. 
1,2 

1 

0,8 r 
0,6 / 
0,4 1(r')1 
0,2 _/ 

0 Wo 2 4 6 8 10 
w 
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Remarque: Ne pas tenir compte des échelles du graphe ci-dessus. Il représente sim­
plement 1' allure des courbes. 

4. À t = 0, on débloque l'éolienne. La vitesse angulaire w augmente car 
dw 
]- = r + r ' > 0, le couple de frottement augmente et le couple moteur 

dt 
diminue. On atteint un régime permanent pour w = w0 • Le théorème du 
moment cinétique s'écrit alors : 

dW I J-=O=r+r 
dt 

On doit avoir: l(r')I = r, soit: 

P N 2s2 B 2R wo 

wo 2 R2 + L2w6 

D'où 2P ( R2 + L 2w6) = N 2s2 B2 RwÔ. On a alors : 

Soit: 

N2s2B2Rw2 
R2 + L2w2 = o 

o 2P 

2 
Wo = N2s 2B2R - L2 

2P 

N 2s2B 2R 
Pour que w0 soit défini, il faut que lP - L 2 > 0 , c'est-à-dire 

N 2s2 B2 R N 2s2 B2 R 
lP > L

2
, soit P < lL2 • On pose: 

On doit donc avoir : 

N 2s2B 2R 
Pc = 

2L2 

p < Pc 

Si la vitesse angulaire augmente légèrement, le couple moteur est inférieur 
au couple résistant en norme. On a donc un ralentissement de la bobine. Le 
régi me est donc stable. 

Exercice 14.4 : Pince ampèremétrique 

Une bobine torique est constituée de N spires jointives enroulées sur un tore, de 
section rectangulaire, de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, de hauteur h. On 
suppose que N >> 1. 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

1. Calculer le flux du champ magnétique créé par la bobine torique à travers les 
N spires. En déduire son inductance propre Li . 
2. Le tore (circuit 1) enlace un fil infini (circuit 2) d'axe O z et est parcouru par 
un courant i2 = hm cos(wt + </>). Calculer le flux du champ magnétique créé par 
le circuit 2 à travers les N spires du tore. En déduire l'inductance mutuelle M 
entre les deux circuits. 
3. On court-circuite le circuit torique et on néglige sa résistance. On se place en 
régime sinusoïdal forcé. Déterminer la valeur efficace du courant i i . Quel est 
l'avantage de la mesure du courant induit ? 

0 

Analyse du problème 

On a un problème d' induction avec deux circuits couplés. On commence par calcu­
ler l'inductance propre et l' inductance mutuelle entre les deux circuits. Le circuit 2 
crée un champ magnétique variable. On a un phénomène d ' induction à cause de la 
variation du flux magnétique à travers le circuit l. Le flux magnétique est la somme 
du flux propre et du flux extérieur. En utilisant la notation complexe, on pourra en 
déduire la valeur efficace du courant i 1 • 

~ 1. Le plan P = (M, Ür, Üz) est un plan de symétrie des sources du champ, 

donc Bi (M) .lP, c'est-à-dire Bi (M) //u8 • 
.... 

La distribution est invariante par rotation d'angle e, donc Bi aussi. Ses 
coordonnées ne dépendent pas de e. 

z 

üz 

i2 ML 
ü Ür 

0 i1E ih 
a 

b 
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D'où: 

On suppose que les conditions de l'ARQS magnétique sont vérifiées : on peut 
appliquer le théorème d'Ampère à un cercle orienté dans le sens trigonomé­
trique d'axe Oz, de rayon r passant par M : 

1 ~ ---+ j Bi · dl = B1 (r) 2nr = µ,olenlacé 

• Si M est à l'intérieur du tore : ! enlacé = Ni 1 en appliquant la règle de la 
main droite. On en déduit : 

• Si M est à l'extérieur du tore : ! enlacé = O. On a donc : 

~ ~ 

B1 ext = Ü 

Le flux à travers une spire est : 

b 

f f ~ ---+ f f ~ ~ µ0 N i 1 f dr 
<f>spire = B1 · dS = B1 · dr dz ue = 

2
7r h r 

spire 

µ0 Ni1h b 
---ln-

27r a 

spire 

La spire est orientée avec la règle de la main droite. 
Le flux à travers les N spires de la bobine torique vaut : 

r=a 

Ce flux est appelé flux propre. On peut l'identifier à cf>p = L1i1 , d'où: 

2. On appelle <f>2-7 1 le flux extérieur, c'est à dire le flux du champ magné-
~ 

tique B2 créé par le circuit 2 à travers le circuit 1 : 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

On va calculer le champ magnétique créé par le circuit 2 : 

• Le plan P = (M, Ûr , Û2 ) est un plan de symétrie pour les courants, 

sources du champ, donc B2 (M) 1-P , c'est-à-dire B2 (M) //Üe . 

• La distribution D est invariante par rotation d'angle e et par translation 
-+ 

d'axe 0 z, donc B2 aussi. On a donc : 

• On applique le théorème d'Ampère. Le contour d'Ampère est un cercle 
orienté suivant Üe passant par Met de rayon r : 

1 .... ---+ 1 -+ -+ j B2 · dl = j B2 (r) U() · rdBuB = B2 (r) 27rr = œµ0 i2 

r r 

On a donc: 

-+ 

Le flux de B2 à travers une spire du tore est : 

!! .... ---+ JJ µ0i2-. .... µ0i2h b 
<f>2~ l ( l spire) = B2 · dS = --U() · dr dz U() = ln-

27rr 27r a 
s s 

-+ 

Le flux de B2 à travers les N spires du tore est : 

µ0 Ni2h b 
<f>2~ 1 = N<f>2~I(l spire) = ln-

On pose <f>2~ 1 = M i2, d'où : 

M = µoNh ln~ 
27r a 

27r a 

Remarque : Si on change le sens de i i ou i2, M change de signe. 

3. ~équation électrique s'obtient avec le schéma électrique équivalent en 
rajoutant la fem d'induction en convention générateur. 

i1 R 
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La force électromotrice d'induction est : 

Le flux du champ magnétique à travers le circuit 1 est : 

Une erreur fréquente est de ne pas tenir compte du flux propre. Ici, le flux propre 

dépend de N 2 alors que le flux extérieur dépend de N. Comme N est très grand, 
il n ' y a aucune raison de le négliger. 

La loi des mailles s'écrit : 

. di l di2 
ei = Rz1 = - Li - - M -

dt dt 

Comme la résistance est négligeable d'après l'énoncé, on a : 

di l di2 
-L1 - - M - =O 

dt dt 

En utilisant la notation complexe, on a : j Lwi1 = - j Mwi2. 
- -

On en déduit une relation faisant intervenir les intensités efficaces : 

Lwf 1eff = M wl2eff . 

L 
Comme - = N, on a : 

M 

M h eff 
li eff = z:heff = N 

Une pince ampèremétrique permet donc de mesurer des courants forts (plu­
sieurs centaines, voire plusieurs milliers d'ampères). 

Exercice 14.5 : Courants de Foucault dans un cylindre 

-~ On place un cylindre conducteur d'axe Oz, de section So = 7rR2 , de longueur L 
8 et de conductivité 'Y dans un champ magnétique extérieur uniforme 

160 

B = Bo cos (wt) Uz. On suppose que le champ magnétique induit est négligeable 
devant le champ magnétique extérieur appliqué. On se place dans le cadre de 
1' ARQS magnétique et on néglige les effets de bord. On donne en coordonnées 
cylindriques : 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

---* .... ( 1 aaz aae) .... ( aar aaz) .... 1 (a (rae) aar) .... rot(a)= ---- ur+ --- ue+- -- u2 • 
r ae az az ar r ar ae 

.... .... .... rwBo sin (wt) .... 
1. On admet E = E (r ,t) ua. Montrer que E (P) = 

2 
ue en utilisant 

deux méthodes. 
2. Déterminer la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans le cylindre. 
3. Que devient la puissance moyenne dissipée par effet Joule si au lieu d'un seul 
conducteur cylindrique, on utilise N conducteurs cylindriques identiques, de 

même longueur L, de section Sb = So sachant que le volume total occupé par les 
N 

N cylindres est le même que précédemment ? Expliquer l'intérêt du feuilletage 
pour la réalisation des transformateurs. 

Analyse du problème 

Le champ magnétique extérieur dépend du temps. Il va donc créer un champ élec­
trique calculé à partir de l ' équation de Maxwell-Faraday. Il va y avoir naissance de 
courants induits dans le cylindre conducteur et donc une puissance dissipée par effet 
Joule. 

.... 
.... a B 

1. L'équation de Maxwell-Faraday rot E = - - permet de calculer le champ 
at 

électrique : 

Méthode 1 : 
On utilise le rotationnel en coordonnées cylindriques : 

~(a (rEe) ) = - aB = Bow sin (wt) 
r ar at 

On se place à un instant t quelconque. On peut écrire à t fixé : 
d (r Ee) 
--- = r Bow sin (wt), soit d (r Ee) = r Bow sin (wt) dr. 

dr 
On intègre : 

r 2 r C 
rEe = -Bow sin (wt) + C1, d'où Ee = -Bow sin (wt) + - 1

• 
2 2 r 

Le champ est défini pour r = 0, donc C1 =O . 

Remarque: On néglige le champ magnétique créé par les courants induits. 

Méthode 2 : 
La deuxième méthode consiste à calculer la circulation du champ électrique 
et d'appliquer le théorème de Stokes pour en déduire directement le champ 
électrique. On utilise le théorème de Stokes dans de nombreux domaines de 
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la physique : théorème d'Ampère, écoulement rotationnel en mécanique des 
fluides (voir exercice sur le cyclone) ... 

~ 

On calcule la circulation de E dans le cylindre sur un cercle de rayon r avec 

0 < r < R car E = E (r) u8 • 

1~ ~ 1 ~ ~ 11~~~ f E ·dl= f E(r)ue ·rd8ue = E(r)2:rrr = rotE. dS 

r r s 

avec S une surface qui s'appuie sur le contour r et orientée par la règle de 
la main droite suivant Uz. 

~ 

!! aB ~ 
On a donc : E (r) 2Jrr = -at · dS = (Bow sin (wt)) Jrr2

, d'où : 

s 
r 

Ee = - B0w sin (wt) 
2 

2. La puissance volumique dissipée par effet Joule est : 

dP1 ~ ~ 2 (r )2 
- = j · E = "(E = 'Y -Bow sin (wt) 
dT 2 

On a donc: 

On intègre sur tout le cylindre : r varie entre 0 et R, z entre 0 et L et e 
entre 0 et 27r. 
On obtient : 

R4 
P1 = "(- (Bow sin (wt ))2 2JrL 

16 

La moyenne temporelle est : 

puisque la moyenne de sin2 (wt) sur une période vaut 4 . 
On a donc: 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

Si au lieu d'un seul conducteur, on utilise N conducteurs cylindriques de sec­
tion Sb, la puissance dissipée par effet Joule est : 

puisque la puissance totale est la somme des puissances moyennes dissipées 
dans chacun des conducteurs. 

, Sa 
Comme S0 = N' on a: 

La puissance est divisée par N, d'où l'intérêt du feuilletage pour la réalisa­
tion des transformateurs. 
On représente sur le schéma ci-contre quelques cylindres de surface Sb. 

z 
" section So 

..... ..... 

L 

ç:- -

Exercice 14.6 : Cylindre, courants induits et ARQS 

On place un cylindre conducteur d'axe O z, de section So = 7rR2 , de longueur L 
(L >> R) et de conductivité 'Y dans un champ magnétique extérieur uniforme 

B = Bo cos (wt) ü2 • On suppose que le champ magnétique induit est négligeable 
devant le champ magnétique extérieur appliqué. On se place dans le cadre de 
l' ARQS et on néglige les effets de bord. On donne en coordonnées cylindriques : 

~ .... (laaz aa(J) ... (aar aaZ)-+ l(a(rao) aar) ... rot(a)= ---- ur+ --- uo+ - -- Uz r ae az az ar r ar ae 
1. Montrer que le champ électrique se met sous la forme Ë = E (r, t) Üo. 

... rwBo sin (wt) .... 
2. On a vu dans l'exercice précédent que E = uo. Calculer par 

2 
deux méthodes le champ magnétique induit. On admet que le champ magnétique 
induit est nul pour r = R. 
3. Donner une condition pour que le champ magnétique induit soit négligeable 
devant Bo. 
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Analyse du problème 

Cet exercice est la suite de l'exercice précédent. L'étude des symétries est assez 
délicate car le dispositif créant le champ extérieur n'est pas précisé dans l'énoncé et 
la cause du champ électrique est un courant dépendant du temps. 

1. Le champ extérieur est B = Bo cos (wt) Ûz. L'énoncé ne précise pas le 
dispositif qui crée le champ magnétique extérieur. Il peut être créé par 
exemple par un solénol"de infini parcouru par un courant I (t) d'axe 0 z. 
Le champ magnétique créé par le soléno1"de est alors : 

On peut l'identifier au champ : 

.... 
B = Bo cos (wt) Ûz 

Comme le champ magnétique dépend du temps, il va créer un champ élec­
trique. 
Le plan P = (M,Ûr,Ûe) est un plan de symétrie du courant l(t) donc 
.... 
E (M) E P. 
Le plan Q = (M,Ür ,Ûz) est un plan d'antisymétrie du courant I (t) donc 
.... 
E (M) 1-Q. 
La distribution de courants circulant dans le solénol"de est invariante par 

rotation d'angle () et par translation d'axe 0 z. Les coordonnées de Ë ne 
dépendent pas de r et de (). 

Bilan : Ë = E (r, t) Üe. 

Remarque: on vérifie que Ê est colinéaire à Ûz puisque Ê (M) 1-P. 

On a vu dans l'exercice précédent comment calculer le champ électrique par deux 
méthodes. 

Cours : Approximation des régimes quasi-stationnaires magnétiques (ARQS) 

L'approximation des régimes quasi-stationnaires magnétiques consiste à négliger les phé­
nomènes de propagation : il faut étudier les phénomènes physiques à des distances des 
sources très inférieures à la longueur d' onde dans la vide. 
On peut montrer que les équations de Maxwell s'écrivent: 

.... p 
divE = -

.... éO 
divB = 0 .... 
---+ .... as 
rotE = --at 
---+ .... .... 
rotB = µ0 } 

On peut donc appliquer le théorème de Gauss et le théorème d' Ampère. 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

On a les mêmes équations qu'en régime indépendant du temps sauf pour le champ 
électrique : 

.... 
---+- 8B 
rotE = - -

8t 
.... 

.... --+ a A 
E = -gradV - -at 

Le champ électrique n 'est pas à circulation conservative contrairement à ce qui se passe en 
régime stationnaire (voir chapitre sur l' induction). 

CD 

~ 

2. On se place dans le cadre de l'ARQS magnétique. Le champ électrique crée 
-+ 

un courant de conduction, noté jinduit : 

h nduit = 1 Ë = 1 E (r) Ûe 

Tout se passe comme si on avait des spires d'axe Oz parcourues par un cou­
rant. 

• Le plan P = (M,Ûr ,Ûe) source du champ magnétique induit Bi est un 

plan de symétrie, donc Bi (M) j_p et Bi (M) //Ûz. 
-+ 

• La distribution de courants source de Bi est invariante par rotation 
d'angle e et par translation d'axe 0 z. 

• Bilan : Bi = Bi (r) Ûz. 
-+ 

Il y a deux méthodes pour calculer le champ magnétique induit Bi : 

Dans le cadre de 1 'ARQS, le calcul du champ magnétique induit se fait à partir de 

l'équation de Maxwell-Ampère: fcii8i = µoJind ui t· 

Méthode 1 : 

Léquation de Maxwell-Ampère s'écrit : rot Bi = µ0h nduit = µ 01 Ë . 

8B;7 Borw 
On a donc : ---· ~ = µ01-- sin (wt) . ar 2 
Comme le champ Bi ne dépend que de r, on peut séparer les variables : 

Borw 
dBi = - µ01-- sin (wt) dr 

2 

B r 2w 
Lintégration donne : Bi = - µ 01 °

4 
sin (wt) + C1• 

On admet que: Bi (r = R) =O. On a donc: 

B R2w 
Bi (r = R ) = 0 = - µ01 ° sin (wt) + C1 

4 
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On en déduit que : 

Bo (r 2 
- R2

) w 
Bi (r) = -µ0Î' 

4 
sin (wt) 

Méthode 2 : 
On applique le théorème d'Ampère à un rectangle de largeur dr et de hau­
teur h. 

z 

r 

r + dr 

Bi (r + dr) h - Bi (r) h = - f f µofinduît · dS = -µoÎ'Edrh 

s 

car dr est un infiniment petit. 
On a donc: 

D'où: 

On retrouve le même calcul qu'avec la méthode 1. 
.... 

3. Pour que le module de Bi reste inférieur à Bo, il faut que 
BoR2 

µ 0Î'w-
4
- << Bo puisque le champ magnétique induit est maximal pour 

r =O . On doit avoir : 

2 
R<<-­

.Jµo Î'w 

On a vu dans l'exercice sur l'effet de peau que l'épaisseur de peau est 

ô=Jµo~· 
On doit donc avoir : 

R<<h8 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

Exercice 14. 7 : Calculs d'inductance propre 

1. On considère un solénoïde long sans effets de bord constitué de N spires de 
même rayon R, de même axe 0 z, réparties régulièrement le long du cylindre de 
longueur f . Déterminer son inductance propre. En déduire l'énergie magnétique 
du solénoïde. 

2. Une bobine torique est constituée de N spires jointives enroulées sur un tore, 
de section rectangulaire, de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, de hauteur h. 
On suppose que N >> 1. Déterminer son inductance propre. 

Analyse du problème 

Il faut calculer le champ magnétostatique créé par la distribution de courant et cal­
culer le flux du champ magnétique à travers les N spires. On en déduit alors l'in­
ductance propre. 

1. D'après le cours, le champ magnétostatique créé par un solénoïde infini 

est nul à l'extérieur et vaut B = µ 0nlÜz à l'intérieur. 
N 

On définit n = e le nombre de spires par mètre. 

\ \ 

\ I 1 \ 

- --{---- - - - ~ - - --- - ---- ~ - -------------------:> 
I 1 1 Z 

Le flux du champ propre à travers une spire est : 

<f>spire = (µon l Üz) · ( nR2 Üz) = µon l 7r R2 

en orientant la spire dans le sens du courant. 
Le flux propre à travers toutes les spires du solénoïde de longueur f est 
donc: 

<f>p = N (µ0nl7rR2
) = nf (µ0nl7rR2

) = (µ0n2f 7rR2
) l 

L'inductance propre est définie par la relation : 

<f>p =LI 

L'inductance propre du solénoïde est donc : 

2 2 2 7rR
2 

L = µ 0n f7rR = µ 0N -f-

L'énergie magnétique du solénoïde est : 

167 



.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
> 
Cl. 
0 
u 

168 

Partie 4 ·Électromagnétisme 

2. 

z 

ilz 

ML-+ Ur 

0 
I 

a 

b 

Le plan P = (M, Ür, Üz) est un plan de symétrie des sources du champ, 

donc Ë (M) 1-P, c'est-à-dire Ë (M) //Üe. 
--+ 

La distribution est invariante par rotation d'angle e, donc B aussi. Ses coor-
données ne dépendent pas de e. 
D'où: 

B (M) = B (r, z) Üz 

On applique le théorème d'Ampère à un cercle orienté dans le sens trigono­
métrique d'axe Oz, de rayon r passant par M: 

f ... ---+ 
B · dl = B (r) 2nr = µolenlacé 

• Si M est à l'intérieur du tore : ! enlacé = NI en appliquant la règle de la 
main droite. On en déduit : 

... µ 0 NI .... 
Bint = ue 

2nr 

• Si M est à l'extérieur du tore : ! enlacé = O. On a donc : 
.... .... 
B ext = 0 

Le flux du champ propre à travers une spire est : 

b 

!! --+ ---+ f f .... .... µ 0 N I J dr 
<l>spire = B · dS = B · drdz ug = 

2
7r h -;: 

spire 

µ0N!h b 
---ln-

27r a 

spire 

en orientant la spire dans le sens du courant. 

r=a 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

Le flux à travers les N spires de la bobine torique vaut : 

µ0N 2 /h b 
<l> P = N <l>spire = ln-

27!" a 

Ce flux est appelé flux propre. On peut l'identifier à <l> p =LI. 
On en déduit l'inductance propre de la bobine torique : 

µ0 N 2h b 
L = ln -

27r a 

Exercice 14.8 : Énergie magnétique du câble coaxial 
On considère un câble coaxial formé d'un conducteur cylindrique plein, de rayon 
Ri, de longueur h, d'axe Oz, entouré d'un conducteur cylindrique creux, de 
rayon intérieur R2 et d'épaisseur e. Le conducteur intérieur est parcouru par un 

courant volumique uniforme ]1 = jiu2 et le conducteur extérieur est parcouru par 

un courant volumique uniforme ]2 = hu2 • On note/ l'intensité du courant élec­
trique permanent dans le conducteur intérieur. On néglige les effets de bord et la 
part de l'énergie magnétique emmagasinée dans l'âme (région r < Ri) et celle 
localisée dans la gaine (région R2 < r < R2 + e) du câble coaxial. 

h 

.... -.. 

I 

I 

R 

I 

1. Déterminer le champ magnétique en tout point M(r,8,z) de l'espace en fonc­
tion de /,Ri ,R2 ,e et r . 
2. Déterminer l'énergie magnétique emmagasinée et en déduire l'inductance 
propre du câble coaxial en fonction de h,R1,R2 et e. 
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Analyse du problème 

On utilise les symétries et invariances pour déterminer la structure du champ 
magnétique. Le théorème d' Ampère permet de calculer le champ magnétique dans 
tout l'espace. Le calcul de l' énergie magnétique permet d 'en déduire l'inductance 
propre du câble coaxial. 

1. 

.. .. -.. 
l 

l 

• Le plan P = (M,ur ,uz) est un plan de symétrie pour la distribution de 
---+ ---+ 

courants qui est la source du champ magnétique, B l_P, donc B 11 ue. 
• La distribution est invariante par rotation d'angle () , et par translation 

suivant u2 (on néglige les effets de bord), donc les coordonnées de B ne 
dépendent pas de () et de z. 

On obtient finalement : 

---+ .... 
B = B (r ) ue 

On a des courants volumiques de densité uniforme. D'après les orientations, 
on a: 

On applique le théorème d'Ampère à un cercle passant par M de rayon r 
orienté suivant ue : 

f B ·dl = f B (r ) ue · r d()ue = B (r) 27rr = µ 0 I enlacé 
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Chapitre 14 ·Électromagnétisme dans l'ARQS 

. R2 
B(r) = µo]l 1 

2r 

• Si R2 < r < R2 + e : B (r) 21rr = µ0 ( f + }27r (r2 - RD) , donc 

µ0 (f + }27r (r 2 
- RD) µ0 f µ0 f (r 2 

- RD 
B(r) = = - - ------

2Jrr 2Jrr 2r7r ( (R2 + e)2 - RD 

• Si r > R2 + e : B (r) 2Jrr = µ0 (! + }27r RD = µ0 (/ - /) = 0, donc 

B (r) = 0 

B 

1 Bmax 

0,8 

0,6 

0, 4 

0,2 
r 

0 R1 R2 R2+e 

On n'observe pas de discontinuité à la traversée des cylindres car on a des 
distributions volumiques de courants. 

2. La densité volumique d'énergie magnétique est : 

B2 
Uem= -

2µ0 

~énergie magnétique Wm emmagasinée par le câble coaxial est : 

Wm = !!! :~dT 
espace 

D'après l'énoncé, on néglige la part de l'énergie magnétique emmagasinée 
dans l'âme et dans la gaine. On a donc : 

µ0
2 2 

- (dr) (rdB) (dz) = - µo ln~ f 2 !!! 2 f 2 1 1 ( h R ) 

47r r 2µ0 2 27r R1 
R1 ;;;,. r ;;;,. R2 
0 ;;;,.8< 271" 
O;;;,.z;;;,.h 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

L:'inductance propre L du câble coaxial est définie par : 

1 2 
Wm = - LI 

2 
On en déduit : 
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Milieux 
ferromagnétiques 

Exercice 15.1 : Cycle d'Hystérésis 
On désire tracer expérimentalement le cycle d'Hystérésis B = f (H) d'un maté­
riau se présentant sous la forme d'un tore sur lequel sont bobinés deux enroule­
ments. L'enroulement primaire contient Ni spires et l'enroulement secondaire 
contient N2 spires. On note a son rayon moyen et S sa section. Dans les 
conditions expérimentales, N2i2 << Ni i i . On ne tiendra pas compte de la résis­
tance des enroulements. H et B sont supposés uniformes dans le tore. On donne 
Ro = l ,OkQ. 

voie Y 

Ro 

voie X 

1. Déterminer la relation entre H et i 1 . Montrer que la tension vx sur la voie X 
peut se mettre sous la forme : vx = Ki H. Déterminer K l · 
2. Proposer un montage avec des amplificateurs linéaires intégrés permettant 
d 'avoir i2 = 0 et de réaliser la fonction intégration. On suppose qu'à t = 0, 
vy = 0 et B = 0. Montrer que la tension vy sur la voie Y peut se mettre sous la 
forme : vy = K2B. Déterminer K2. 
3. On observe sur l'oscilloscope la courbe suivante : 

Vy en V 

vx en V 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

Le point A 1 correspond au champ magnétique à saturation. Interpréter la courbe 
et les deux points A2 et A6. Que représente la surface du cycle ? Les composants 
donnent K1 = 0,03 S.I. et K2 = 5,0 S.I. 
Déterminer les valeurs numériques des points. 
4. Déterminer la puissance moyenne fournie par le circuit primaire au matériau 
ferromagnétique. Interpréter avec l'aire du cycle d'hystérésis. 
5. La ferrite présente un cycle de surface inférieure à celle du fer ainsi qu'un 
champ rémanent plus faible. Quel est parmi ces deux matériaux celui qui est le 
mieux adapté à la réalisation : d'un transformateur? d'un aimant permanent? 

Analyse du problème 

Cet exercice permet de tracer expérimentalement le cycle d' hystérésis d'un maté­
riau magnétique. C'est un exercice d'induction. On travaille donc sur le schéma 
électrique équivalent en rajoutant les forces électromotrices d'induction en conven­
tion générateur. Le bilan énergétique permet d'interpréter les pertes fer. 

1. On utilise les coordonnées cylindriques. 

Orientation du circu it magnétique 

Dans le cas d'un matériau de grande perméabilité, il y a canalisation des 
lignes de champ. On suppose d'après l'énoncé que l'excitation magnétique H 

-+ 

est uniforme dans le tore. H est donc de la forme : 

H =Hue 

On applique le théorème d'Ampère au contour d'Ampère r (cercle orienté 
dans le sens horaire) : 

Attention aux signes pour la circulation de l' excitation magnétique. On applique 
la règle de la main droite pour déterminer le signe du courant enlacé. 
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Chapitre 1 S ·Milieux ferromagnétiques 

l~I D'après l'énoncé, on néglige N1i2 devant N1i 1. On a alors : 

et 
~ 

... Nii1... N1i1 ... 
H ~ --uo ~ --uo 

2nr 2na 

2naRo 
On a donc: vx = Roii = H = K1H avec 

Ni 

2naRo 
K1 = --­

Ni 

2. Schéma électrique équivalent : 

Pour avoir i2 = 0, il faut insérer un montage suiveur entre le circuit secon­
daire et l'intégrateur. On a alors u3 = u2 avec i2 = 0. 

i q c 

R A s 
E -!, 

I> 

1:3 • 
I> + î V5 = V1 

i2 
+ 

e2l 1:2 
M 

11 faut bien orienter la force électromotrice d'induction en convention générateur. 

Force électromotrice d'induction : 

L f , l . d'' d . d <1>2 
a orce e ectromotnce rn uct10n est e1 = - --. 

dt 
Le flux à travers une spire du circuit 2 orienté dans le sens horaire est 

'P2 = f f B. dS = BS. 

Le flux du champ magnétique à travers la bobine 2 est 
<1>2 = N1<p2 = N1B S. On en déduit : 

Étude du montage intégrateur : 
On a deux inconnues : VA et vy. Il faut donc deux équations : 
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• Loi des noeuds en termes de potentiels en A : 

_u3_-_v_A _ i = 0 
R 

Il faut relier l'intensité i à la tension de sortie vy. Soit q la charge du 
dq 

condensateur. On a i = - et q = C (VA - Vy ). 
dt 

• Amplificateur linéaire intégré idéal en régime linéaire. Aucun courant ne 
rentre dans les entrées ( +) et (-) et E = 0 - VA =O. 

On a donc : 

U3 + CdVy = O 
R dt 

On obtient finalement : 
t 

Vy (t) - Vy (0) = - R~ f U3 (t') dt' 

0 

On a donc un montage intégrateur. L.:'AO doit rester en régime linéaire pour 
fonctionner en intégrateur. 

Relation entre vs et Le champ magnétique : 

La tension de sortie est donnée par : 

t 

Vy (t) - Vy (0) = - - N2S - dt = -- (B (t) - B (0)) 1 f dB N2S 
RC dt RC 

0 

Pour t = 0, vy = 0 et B = 0. On a donc : 

N2S 
Vy = --B (t) 

RC 

On a alors : vy = K 2B avec 

On peut donc observer sur l'oscilloscope vy en fonction de vx, c'est-à-dire 
B en fonction de H. 

3. On observe un cycle d'hystérésis : l'aimantation et la désaimantation ne 
sont pas des opérations inverses l'une de l'autre. 
l'excitation coercitive He (point A6 ) est la valeur de H qui annule le champ 
magnétique. 
Quand l'excitation magnétique est nulle (point A2 ), le champ magnétique 
n'est pas nul. On appelle Br le champ magnétique rémanent. 
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Chapitre 1 S ·Milieux ferromagnétiques 

B 

..-=.-----1- B m 

A4 cycle d'hystérésis 

Le point A6 correspond à l'excitation coercitive. Comme vx = 2, 1 V, on a : 

2, 1 - 1 
He = -- = 70A.m 

0,03 

Le point A 2 correspond au champ magnétique rémanent. Comme 
vy = 3,5 V, on a : 

Comme vy = 7,5 V, on a: 

3,5 
Br = - =07T 

5 ' 

7,5 
Bm = S = l ,5T 

l'excitation magnétique à saturation est : 

7 
H = - = 233A.m- 1 

m 0,03 

4. Le schéma équivalent à l'entrée est le suivant : 

La puissance fournie par le circuit primaire au matériau ferromagnétique 
est: P1 = u 1i 1 = - e 1i 1 car La force d'électromotrice d'induction est orien­

dB 
tée en convention générateur. La fem e1 vaut: e 1 = -N1 S-. 

dt 
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Partie 4 ·Électromagnétisme 

dB N1i1 
On a donc : P1 = i 1 N1 S- . On a vu que H = --. On en déduit: 

dt 2na 

2na dB dB 
P1 = -HNiS- = 2naSH-

N1 dt dt 

On appelle V Le volume du matériau ferromagnétique. La puissance moyen­
ne dissipée est donc : 

La puissance moyenne est donc proportionnelle à L'aire du cycle d'hystérésis 
H en fonction de B. Elle est évacuée sous forme de chaleur dans Le matériau. 

T f H dB = f H dB représente L'énergie dissipée par unité de volume pen­

o 
dant un cycle dans Le matériau ferromagnétique. 
Ces pertes sont appelées pertes fer. Elles correspondent à La puissance dis­
sipée par hystérésis et par courants de Foucault (si Le matériau est conduc­
teur). 

5. 
• Pour réaliser un transformateur, il faut avoir une surface de cycle faible 

(pertes par hystérésis faibles et donc pertes fer faibles) et un faible 
champ rémanent. On prendra un matériau ferromagnétique doux, par 
exemple Les ferrites doux. 

Remarque : Pour négliger les pertes par courant de Foucault, on prendra une car­
casse feuilletée (voir exercice « Courants de Foucault dans un cylindre » ). 

~ 
• Pour réaliser un aimant permanent, on souhaite avoir un matériau avec 

une excitation coercitive élevée. L'aimantation rémanente est difficile à 
supprimer. On prendra un matériau ferromagnétique dur, par exemple Le 
fer . 
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Puissance électrique 
en régime sinusoîdal 

Exercice 16.1 : Puissance moyenne consommée par un dipôle 

On considère le montage suivant. La puissance moyenne consommée par le dipô­
le vaut 500 W. 

i 

1 
On donne : R1 = 5,0 Q ; R2 = 4,0 Q ; - = 4,0 Q 

Cw 
1. Calculer la valeur efficace de i. 
2. Calculer la valeur de la puissance moyenne dissipée dans chacune des résis­
tances. 

Analyse du problème 

L'utilisation de l'impédance complexe permet de calculer facilement la puissance 
moyenne consommée par un dipôle. Une bobine et un condensateur ne consomment 
pas de puissance moyenne en régime sinusoïdal forcé . 

1. L'admittance équivalente du dipôle vaut : 

1 1 
y - 5 + 4-4j 

9-4j 

5(4-4j) 

On en déduit que Z = 2,68 - I ,03j. 

La puissance moyenne consommée dans Le dipôle vaut : P = Re ( Z) / 2 en 
notant 1 La valeur efficace de i . 
D'où : 

~ {500 
1 = yRe@ = y2,68 = 13,66A 
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Partie S ·Conversion de puissance 

2. Calcul de Pi : La puissance moyenne consommée dans la résistance Ri 
u2 

est : Pi = R1 Ii2 = - . Or U = Z I. En prenant le module au carré et en 
R1 --

divisant par 2, on en déduit une relation entre les grandeurs efficaces : 

Finalement, on a : 

lzl2 12 
Pi= - = 308W 

R1 

Calcul de P2 : La puissance moyenne consommée dans la résistance R2 se 

calcule de la même façon : P2 = R2{f. 

Pour calculer /2, il faut passer par les amplitudes complexes. On reconnaît 
un diviseur de courant. D'où : 

On en déduit : 

Ri 
fi=!------
- - R1 + R2 + jC~W 

R1 
/2 = l = 6,9 A 

JcR, + Rz)2 + ( c;w )' 
Finalement, on obtient : 

P2 = 192W 

Vérification : 

P1 + P2 =308+192 = 500W. 

Le résultat est cohérent puisque le condensateur ne consomme pas de puis­
sance électrocinétique en moyenne. La puissance moyenne consommée par 
un dipôle linéaire en régime sinusoïdal forcé est la somme des puissances 
moyennes consommées par chacun des éléments constituant le dipôle. 

Exercice 16.2 : Relèvement du facteur de puissance 

On modélise une installation électrique par un dipôle inductif D d'impédance 
Z = R + j Lw. Le dipôle consomme une puissance moyenne P = 4,6 kW. On 
considère le montage suivant : 

i 

D 
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Chapitre 16 ·Puissance électrique en régime sinusoïdal 

i (t) = l ,J2 cos (wt - </>) ; l = 30 A 

u (t) = U v'2 cos (wt) ; U = 220 V ;f = 50 Hz. 

1. Calculer R et L. 

2. Calculer la capacité à placer en parallèle sur l'installation pour relever le fac­
teur de puissance à 1. 

3. Calculer la capacité à placer en parallèle sur l'installation pour relever le fac­
teur de puissance à 0,9. Que vaut alors le courant appelé par l ' installation ? 

Analyse du problème 

Le relèvement du facteur de puissance permet de diminuer les pertes en ligne. 
L'utilisation du diagramme de Fresnel permet d 'en déduire facilement les dépha­
sages et la capacité à rajouter. 

1. La puissance moyenne consommée par le dipôle est : P = Re ( Z) 12 . 

On en déduit que : 

p 
R=-=511Q 

[ 2 ' 

l'intensité et la tension se mettent sous la forme : 

i (t) = l ,J2 cos (wt - </J) ; u (t) = U ,J2 cos (wt). 

En amplitude complexe, on a : l = I v'2 exp (- j </J) et U = U ,Jl. 
On en déduit que : 

On a plusieurs méthodes pour calculer <P le déphasage entre la tension et 
l'intensité : 

Première méthode : Utilisation du diagramme de Fresnel en tension 
l'impédance est Z = R + j Lw. On a donc: U = Rl + j Lw[. 
La tension est en avance sur l'intensité puisque le circuit est inductif. 

7r 
On a donc : 0 < <P < 2 . 
On représente le diagramme de Fresnel à t = 0 avec les valeurs efficaces des 
grandeurs sinusoïdales. 

u 

~] 
183 
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Partie S ·Conversion de puissance 

RI 
• Détermination du déphasage : cos <P = - , d'où : 

V 

</> = Arccos ( 1;;) = 0, 80 rad 

Lw 
• Détermination de l'inductance : tan <P = - , d'où 

R 

L = R tan </> = 1,67 x 10- 2 H 
w 

Deuxième méthode : Utilisation de La puissance moyenne 
' 4600 

p =V l cos (</>), d où cos (</>) = 220 X 30 = 0,697. 

Comme le circuit est inductif, arg (z) >O. On retrouve bien: <P = 0,80 rad. 

2. On veut remplacer le dipôle d'impédance Z = Z exp (j </J) 

u z 

par le dipôle suivant d'impédance Z' = Z' exp (i <P') et d'admittance 

~ = Y' exp (- j <P ' ) : 

u Z' 

pour avoir cos <P' = 1, soit <P' = 0. 
Le montage avec le condensateur en parallèle devient : 

c R 

L 
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Chapitre 16 ·Puissance électrique en régime sinusoïdal 

La loi des noeuds s'écrit : J!. = I'.__ 1 + I'.__2 , soit : 

L' = jCwU +YU 

On représente le diagramme de Fresnel en intensité à t = 0 avec les valeurs 
efficaces des grandeurs sinuso1'dales. 

I' 

CwU 

Pour avoir <P ' = 0, on doit avoir sin <P = Cw = CwJ R2 + L2w2 , d'où : 
IYI 

sin <P 
C = = 311 µF 

w,JR2 + L2w2 

3. 

0 H 

Dans le triangle O H A : O H = IYI U cos </> et H A= IYI U sin </> . 

Dans le t riangle 0 H B : H B = 0 H tan <P' = 1 YI U cos <P tan <P' 
On en déduit le segment 

A B= H A - HB = IYI U sin </J - IYI U cos </J tan </J' = CwU. 
On obtient finalement : 

1Y1 U sin <P - 1Y1 U cos <P tan <P' 
C = = 165 µF 

w 

On visualise dans le diagramme de Fresnel l'effet du condensateur . 

• Si C augmente, alors <P' diminue et passe par 0 (voir question précéden­
te). 

• Si on continue à augmenter la capacité, alors <P' augmente et le facteur 
de puissance diminue. On n'a pas l'effet recherché . 

Le fait de rajouter un condensateur en parallèle ne modifie pas U et P. Un 
condensateur ne consomme pas de puissance électrocinétique en moyenne. 

On a donc : P = U I ' cos <P' . 
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D'où 

p 
I ' = = 23 A u COS </> I 

Pour une même puissance consommée et une même tension, Le courant four­
ni par La centrale (par exemple EDF) est plus faible (!' = 23 A et I = 30 A) . 
On a donc des pertes par effet Joule moins importantes sur Les Lignes. 
l'utilisateur paye uniquement ce qu'il consomme, Les pertes par effet Joule 
sur Les Lignes sont à La charge d'EDF qui impose aux utilisateurs d'avoir un 
facteur de puissance supérieur à 0,9. 

Exercice 16.3 : Transfert maximal de puissance d'un générateur 
vers une impédance 

On considère le circuit suivant où un générateur modélisé par le théorème de 
Thévenin alimente une impédance de charge. On pose Za = Ra + j X G et 
Z = R+ jX. 

----- I 1 ~------, 

r--+----il>------t--~ 

1 

:Er 
1 
1 
1 
1 1 

z 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

!_ - - _ .... _ ___,..l ______ __,,L...___._ - - - - _ I 

générateur impédance de charge 

1. Quelle la condition sur l' impédance de charge pour que cette impédance reçoi­
ve le maximum de puissance du générateur ? 

2. Déterminer la puissance moyenne reçue par l'impédance de charge lorsqu'el­
le est adaptée en puissance. 

Analyse du problème 

L' utilisation de l 'impédance complexe permet de calculer facilement la puissance 
moyenne consommée par un dipôle. Une bobine et un condensateur ne consom­
ment pas de puissance moyenne en régime sinusoïdal forcé. 

1. La puissance moyenne reçue par L'impédance de charge est : 

Pmoy =Re (z) 12 = R/2 
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Chapitre 16 ·Puissance électrique en régime sinusoïdal 

Pour calculer /, il faut utiliser l'amplitude complexe : 

E 
l=--­

Ze+Z 

En prenant le module au carré et en divisant par 2 pour avoir le carré de la 
valeur efficace de l'intensité , on obtient : 

12 = _E_; _____ l ____ _ 

2 [CRe + R)2 +(Xe+ X)2
] 

On obtient: 

E2 R 
~ - ___!!!:_ _________ _ 

moy - 2 [CRe + R)2 +(Xe+ X)2] 

On cherche la condition sur R et X pour que Pmoy soit maximale. Il faut que 

les dérivées partielles de Pmoy par rapport à R et X soient simultanément 

nulles : 

(
aPmoy ) 

3R x 

E; [CRe + R)2 +(Xe+ X)2
] - [2R (Re+ R)] = O 

2 [(Re + R)2 +(Xe+ X)2]2 
et 

(
aPmoy) 
ax R 

E2 
m 

2 
__ R_( _2_(X_e_+_X_) ) __ = O 

[CRe + R)2 +(Xe + X)2J2 
Pour vérifier la deuxième équation, il faut que : 

X = - Xe 

En remplaçant X par (-Xe) dans la première dérivée partielle puisque les 
deux relations doivent être vérifiées simultanément, on a : 

(
aPmoy ) 

3R x 

E; [(Re+ R)2
] - [2R (Re+ R)] 

2 (Re+ R)4 

soit : 

(
aPmoy ) 

3R x 

E; (Re + R) (Re + R - 2R) = O 

2 (Xe+ X)4 

On doit donc avoir : 

R = Re 
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Partie S ·Conversion de puissance 

La charge est adaptée en puissance si les deux conditions sont vérifiées : 

R =Re et X= -Xe 

Soit : 

Z = Ze* 

2. Lorsque l'impédance de charge est adaptée en puissance, la puissance 
moyenne reçue est : 
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Transformateur 

Exercice 17 .1 : Transformateur torique 

Sur un tore magnétique, on dispose deux enroulements. Le primaire est constitué 
de Ni spires, et relié à un générateur de force électromotrice e(t) par l'intermé­
diaire d 'une résistance Ri . Le secondaire comprend N1 spires, il est branché sur 
une résistance R2 . Les résistances des enroulements sont nulles. Le tore est 
constitué d'un matériau de perméabilitéµ = µ0µr (µr très grand devant l'unité). 
Sa section est notée S. Son rayon a est grand devant le rayon b de la section S. 
On néglige les variations du champ magnétique à l'intérieur du tore. On le prend 

de la forme: B =Bue. 

1. Déterminer le champ magnétique dans le tore. Définir les bornes homologues. 
2. Établir les expressions des flux <I> 1 et <1>2, traversant respectivement le pri­
maire et le secondaire. 
3. Déterminer le coefficient de mutuelle inductance M existant entre les deux cir­
cuits, ainsi que leurs inductances propres respectives L 1 et L 2 , en fonction de 

Lo = µOµr S. Quelle relation existe entre M , L 1 et L2 ? 
27ra 

4. On étudie le cas où e(t) est un échelon défini par : e(t) = 0 pour t < 0 
e(t) = E pour t > O. Établir les équations différentielles liant i2 et e d'une part, 
i 1 et e d 'autre part . 
5. Pour t < 0, i 1 (t) et i2(t) sont nuls. Quelles grandeurs physiques restent conti­
nues en t = 0 ? En déduire une relation entre i 1 (ü+) et i2 (ü+). 

Analyse du problème 

Cet exercice traite d 'un transformateur torique. Il faut faire attention aux signes lors 
de l 'application du théorème d ' Ampère. C 'est un problème d' induction puisqu'on 
a une variation du flux magnétique. Il faut donc rajouter les fem d'induction en 
convention générateur dans le circuit électrique équivalent. 
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Partie S ·Conversion de puissance 

1. On utilise les coordonnées cylindriques. 

Orientation du circuit magnétique 

On applique le théorème d'Ampère au contour d'Ampère r (cercle orienté 
dans le sens horaire) : 

f B · dl = B2rrr =µ/enlacé =µ (N1i1 + N2i2) 

Attention aux signes pour la circulation du champ magnétique. On applique la 
règle de la main droite pour déterminer le signe du courant enlacé. 

On a donc : 

B = __!!___ (N1i1 + N2i2) ûe ~ ___!!___ (N1i 1 + N2i2) ûe 
2rrr 2rra 

Définition des bornes homologues : Des courants entrant par les bornes 
homologues créent des champs magnétiques de même sens dans le circuit. 
Les bornes homologues sont représentées sur le schéma ci-dessus. 

2. Le flux à travers une spire orientée est : 

1> = f f B. dS = BS 

s 
puisque le champ magnétique ne dépend pas de r. 

Le flux qui traverse les N1 spires orientées est : 

<1>1 = N1 (BS) 

Le flux qui traverse les N2 spires orientées est : 

On a donc: 
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Chapitre 17 ·Transformateur 

µS 
3. On pose Lo = - . On a alors : 

27ra 

<I> 1 = LoN~i 1 + LoN1 N2i2 

<1>2 = LoN1N2i1 + LoN] i2 

On a donc : Li = LoNf et L2 = LoN]. 

On vérifie que M = y' L l L2 . 
Le couplage magnétique entre le primaire et le secondaire est parfait, toutes 
les lignes du champ magnétique créé par l'un des deux circuits traversent 
l'autre circuit : 

M = )L1L2 = LoN1N2 
4. 

R1 i 1 R 2 i2 

el( ~ 

"·lf e{[ ( 

Il faut bien orienter les fem d 'induction en convention générateur. 

La loi des mailles permet d'écrire : 

Soit: 

l

e+ e i = R1i1 
e2 = R2i2 

. di 1 di2 
e = Riz1 + Li- + M- équation (1) 

dt dt 

di2 di l 
0 = R2i2 + L2- + M - équation (2) 

dt dt 

a) Pour lever le couplage, on dérive l'équation (1) et on utilise l'équation 
(2) pour éliminer i 1 • 

de di 1 d2i 1 d2i2 
L'équation (1) devient: dt = Ri dt + L1 dt 2 + M dt2 · 

d · - (R2i2 + L2 ~J ) 
1 ' , t • ( 2) ' , •t l .l Lequa 10n s ecn : dt = M 

On réinjecte dans (1) : 

(R · + L di2) (R di2 + L ct
2
i2) de 2z2 2 d{ - 2 d{ 2 d12 d2i 

- = - R1 + L1 + M -
2 

dt M M dt2 
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Partie S ·Conversion de puissance 

D'où 

de -R1R2 . R1L2 di2 R1L1 di2 LiL2 d2i2 d2i2 
dt M 12 - ~ dt - ~ dt - ~ dt 2 + M dt2 

Or M 2 = L 1L2. On a donc: 
On en déduit : 

de R 1 R 2 di 2 1 , 
-- = --i2 + -- (R1L2 + R2L1) équation (1) 

dt M dt M 
b) On dérive l'équation (2) et on utilise l'équation (1) pour éliminer i2 • 

di2 d2
i 2 d2i 1 

l'équation (2) devient : 0 = R2 dt + L1 dt 2 + M dt2 

l'équation (1) s'écrit: ---2 = -· e - R 1i 1 - L 1-
1 di 1 ( di ) 

dt M dt 
On réinjecte dans (2) : 

R2 ( . di1) L1 (de di1 d
2
i1) d

2
i1 0=- e-Riz1-L1- +- --R1--L1- +M-

M dt M dt dt dt2 dt2 

D'où: 
R2 L1 de RiR2. R1L1 + R1L2 di1 / . , 
-e + -- = --11 + -- equat10n (2) 
M Mdt M M dt 

car M2 = L1L2. 

On a vu que L1 = LoNf ; L1 = LoNf et M = ,JL1L2. 
Si e(t) = E, l'équation (1') s'écrit : 

R1R2 . di2Lo 2 2 . 
0 = ~12 +dt M (R1N2 + R1N1), s01t: 

R1N:} + R2Nf 
avec T = Lo----"'---~ 

R1R2 

di2 i2 
- + - = 0 
dt T 

R2 R1R2 R2Nf + RiN:} di1 
l'équation (2') s'écrit alors : -E = --i 1 + Lo -, soit : 

M M M dt 
di1 . E 

T- +11 = -
dt R1 

5 0 . ' f d'' d . d cf:> 1 d l . . 0 1 • n a rajoute une em rn uct10n e1 = - -- ans e cucult n et une 
dt 

fem d'induction e2 = - d cf:>
2 dans le circuit n ° 2. cf:> 1 et ct>2 ne peuvent pas 

dt 
varier de façon discontinue, sinon on aurait des fem e 1 et e2 infinies. 

Il est faux ici de dire que i 1 co+) = i2(0+) = 0. Il faut raisonner sur le flux et non 
pas sur les courants. 

ct> 1 (o+) = ct> 1 (o-) = 0, donc B(O) = 0 et d'après le théorème d'Ampère : 

N1i1 (o+) + N2i2 (o+) = o 
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Conversion électro­
magnéto-mécanique 

Exercice 18.1 : Contacteur électromagnétique en translation 

On considère un noyau de fer doux immobile, en forme de U, de perméabilité 
µ, >> 1. On dispose d'un enroulement de N spires relié à un générateur de force 
électromotrice u par l'intermédiaire d'une résistance R. Un ressort est fixé à un 
barreau de fer doux de perméabilité relative µ, de masse m pouvant se déplacer 
sans frottement sur un axe horizontal. On définit S la section commune du noyau 
en U et du barreau. La forme des lignes de champ magnétique est représentée sur 
le schéma. On suppose le champ magnétique uniforme en tout point d 'une sec­
tion orthogonale aux lignes de champ. 
On appelle l 1 (respectivement l2 ) la longueur de la ligne de champ dans le noyau 
de fer doux (respectivement dans le barreau). On pose l = l 1 + l 2 . On appelle x 
la distance entre le noyau de fer doux et le barreau. On suppose qu'il n' y a pas 
de flux de fuite. 

~<u ~B 
"----@® ®® m 

-------------- -----
@@@ 

~ 
0 

~-------------------J 
~ 

X 

barreau 

1. Énoncer le théorème d' Ampère avec le vecteur excitation magnétique . 
Déterminer le champ magnétique le long de la ligne de champ. En déduire l' in­
ductance propre en fonction de µ0 , µ,, N, S et x. 

2. Déterminer l' énergie magnétique du système Vern · 
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Partie S ·Conversion de puissance 

3. On admet que la force électromagnétique que subit le barreau est 

F = ( aUem) . Déterminer cette force. Est-elle attractive ou répulsive ? Pour ax . 
l 

quelle valeur de x, la norme de la force est-elle maximale ? 

4. Expliquer le fonctionnement d'un contacteur électromagnétique. Quels sont 
les avantages et inconvénients ? 

Analyse du problème 

Le théorème d ' Ampère permet de calculer le vecteur excitation magnétique. La 
force électromagnétique subie par le barreau se calcule à partir de l 'énergie magné­
tique du système. 

1. Le théorème d'Ampère avec Le vecteur excitation magnétique s'écrit : 

1 .... ---+ 
j H · dl = ! enlacé 

On oriente Le contour d'Ampère et le champ magnétique dans Le sens repré­
senté sur Le schéma. Dans le cas d'un matériau de grande perméabilité, il y 
a ca nalisation des lignes de champ. Celles-ci restent à l'intérieur du noyau 
magnétique et du barreau. Le champ magnétique étant à flux conservatif, le 
flux à travers les différentes sections du tube de champ se conserve. On sup­
pose le champ magnétique uniforme en tout point d'une section orthogona­
le aux lignes de champ. Le flux à travers une section S est <P = B S. Ce flux 
étant Le même dans les différentes sections du tube de champ, on en déduit 

.... 
que B est uniforme. 

·------->------------
~ 

X 

wtM 
0 

barreau 

Le théorème d'Ampère s'écrit : 

Hnoyaul 1 + H airX + Hbarreaul2 + H airX = Ni 
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Chapitre 18 ·Conversion électro-magnéto-mécanique 

Le champ magnétique est uniforme, donc Bbarreau = Baü = Bnoyau = B, 
B B B 

soit Hbarreau = -- ; Hnoyau = -- et Hair = -. 
µOµr µOµr µO 

B B B 
On en déduit que --e 1 + 2-x + --t'.2 = Ni, soit : 

µOµr µO µOµr 

B = µOµrNi 
e + 2µrx 

Le flux du champ magnétique à travers une spire est <P = f f B · dS = B S 

s 
(avec l'orientation du schéma). 
Le flux du champ magnétique à travers les N spires est : 

<I> = N <jJ = µOµrN
2
Si 

e + 2µrx 

L:'inductance propre est définie par <I> = Li, soit : 

µOµrN2S 
L= ----

e + 2µrx 

2. L:'énergie électromagnétique est : 

1 ·2 Uem = -Ll 
2 

3. La force électromagnétique subie par le barreau est : 

F = ( a4Li2) = ~i2~ (µoµ rN2S) = - µoµ~N2Si2 
ax i 2 dx e+2µrx (l +2µrx) 2 

Cette force est toujours attractive. La norme de la force est maximale lorsque 
x =O. Elle vaut: 

4. 

• Lorsque la bobine est parcourue par aucun courant, le contact mobile relie 
les points PR et C (voir figure ci-après). 

• Lorsqu'on alimente la bobine par un courant i, le barreau subit une force 
électromagnétique qui le rapproche du noyau de fer doux. Le déplacement 
du barreau entraîne le contact mobile qui passe de la position repos (PR) 
à la position travail (PT). 

Sur le schéma, le contacteur possède un seul contact mobile. Il peut y en 
avoir plusieurs. Il n'y a pas forcément de bornes de sortie du contact repos. 
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Partie S ·Conversion de puissance 

PTPR 

c 

Avantages : IL n'y a aucun point commun, même pas La masse, entre La par­
tie commande (L'alimentation de La bobine) et La partie puissance (Les 
contacts du contacteur). Cela assure une sécurité pour L'électronique de 
commande et pour L'utilisateur. Une bobine alimentée sous quelques volts 
peut commuter plusieurs centaines de watts. 

Inconvénients : Le circuit de commande doit supporter d'importantes sur­
tensions quand on cesse d'alimenter La bobine. Si Le courant dans La bobine 
est coupé brutalement, il se produit aux bornes de La bobine une très brève 
surtension. On met souvent une diode de roue Libre en parallèle de La bobi­
ne du relais pour éviter ce phénomène de surtension. 
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Machine synchrone 

Exercice 19.1 : Première approche du moteur synchrone 

Un aimant cylindrique allongé peut tourner autour de l'axe ~ passant par son .... 
centre et perpendiculaire à son moment magnétique M. Il se trouve dans un 
champ magnétique, uniforme, à chaque instant, de module B constant, normal à 
~' tournant autour de cet axe à la vitesse angulaire constante wo. 

1. L'aimant étant immobile, quelle est la valeur moyenne du couple qui s'exerce 
sur lui ? 

2. L'aimant étant maintenant lancé à la vitesse angulaire wo, il s ' établit un régi-.... .... .... 
me permanent où les vecteurs Met B font entre eux un angle a (positif si M est .... 
en retard sur B). Calculer le couple exercé sur l'aimant. Dans quel cas est-il 
moteur ? Dans le cas du fonctionnement moteur, le régime est stable si une 
petite augmentation du couple résistant entraîne une augmentation du couple 
moteur : dans quelles conditions le régime moteur est-il stable ? Calculer les 
valeurs maximales du couple et de la puissance. 

3. Le régime stable étant établi, on introduit une variation temporelle du couple 
résistant qui se traduit par une augmentation de l'angle a ; on abandonne alors le 
moteur à lui-même, le couple résistant reprenant sa valeur initiale. 
Déterminer la nature du mouvement ultérieur de l' aimant et l 'expression de la 
période des variations de l 'angle a que l'on exprimera en fonction de M , du 
moment d 'inertie J de laimant et de la valeur initiale ao et a . 

Analyse du problème 

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique dépendant du temps. On a 
un phénomène d ' induction avec apparition d'une forme électromotrice d'induction . 
Les effets de l ' induction s'opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi de 
Lenz). On utilise la loi de Faraday pour calculer la fem d ' induction. 

1. !.'.aimant est immobile. Le moment du couple s'exerçant sur l'aimant est : 

r = M /\ B = MB sin (wot)Û z 

La valeur moyenne du moment du couple est : 

(r) = o 
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y 

z 
(!) 

0 
_, 

M 
X 

La valeur moyenne du couple est nulle au démarrage. Le moteur synchrone 
ne peut donc pas démarrer tout seul. 

2. L'aimant est maintenant lancé à la vitesse angulaire w0 • 

0 

z 
(!) 

y 

_, 
B 

X 

Le moment du couple vaut : r = M /\ B = M B sin ŒUz. 
La projection du moment sur l'axe 0 z est : 

f z = MB sin a 

Le couple est moteur si r > 0, c'est-à-dire si : 

0 < Œ < 7T 

Si le couple résistant augmente, l'aimant est freiné, donc a augmente. 
Quel est l'effet d'une variation de a sur le couple ? 

7T 
• Si cos a > 0, c'est-à-dire 0 < a < l, df z > O. On a une augmentation 

du couple moteur ce qui a pour effet de diminuer l'angle a. L'équilibre 
est stable. 

7T 
• Si cos a < 0, c'est-à-dire 

2 
< a < 7T , df z < O. On a une diminution du 

couple moteur ce qui a tendance à augmenter encore plus l'angle a. 
L'équilibre est instable. 

7T 
La valeur maximale du couple r z = M B sin a est obtenue pour a = l. On 

a r z max = M B. La puissance maximale du couple est : 

Pmax = r z maxWO = M Bwo 
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Chapitre 19 ·Machine synchrone 

3. y 

0 X 

Avant la perturbation : l'angle a vaut ao. Le couple résistant vaut r r, le 
couple moteur vaut ro. En régime permanent, on a : 

ro + rr = 0 

On applique une perturbation : Le couple résistant prend sa valeur initia­
le rr. On cherche l'équation différentielle donnant l'angle a . Comme l'équi­
libre est stable, il est astucieux de chercher l'écart par rapport à la position 
d'équilibre ao . On pose : 

a = ao + da = ao ( 1 + E) 

Remarque : da est la variation de 1 'angle a . À quelle variation du couple dr cor­
respond da ? Pour trouver la relation entre dr et da, il est plus simple de trouver 
la relation entre r et a et de calculer la différentielle. 

Comme r = M B sin a, la différentielle s'écrit: 

dr = MB cos a da 

Le nouveau couple moteur vaut : 

r ' = r 0 + dr = r 0 + MB cos a da 

Il reste à écrire le théorème du moment cinétique pour le moteur : 

{i) L'angle ( Ox, -M) = wot - a. 

d2 (wo t - a) d2a d2E , 
J = -]- = -lao - = rr + r 

dt2 dt2 dt2 

= rr + ro + MB cos a da 
On a vu que rr + r o =O . 
On fait un développement limité au premier ordre : cos a da = cos ao da 
car les autres termes sont d'ordre supérieur à 1. On a donc : 

d2é 
- J ao dt2 = M B (cos ao) aoE 
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On en déduit l'équation différentielle : 

d2c MB cos ao - + é =Ü 
dt2 J 

j M Bcos ao 21f 
On pose Woscillations = et T = . 

J Woscillations 

On retrouve bien le résultat établi dans la question 2. : l'équilibre est stable 
. 7r 

Sl Ü < Œ < -. 
2 

Exercice 19.2 : Moteur synchrone et couple électromagnétique 

Un moteur synchrone est constitué d'un rotor cylindrique en fer doux, d'un entre­
fer e constant (de volume V, de rayon a) et d'un stator cylindrique en fer doux. 
On place dans deux encoches opposées sur le stator, une spire parcourue par un 
courant i (t). On suppose que la perméabilité relative µr est infinie dans le rotor 
et le stator et que le vecteur excitation se met dans l'entrefer sous la forme : 

H = H (î') Ur . On note l la longueur des cylindres. 

1. Déterminer le champ magnétique créé par une spire, en un point M (repéré par 
l'angle î') en fonction de µ0 , i1 et e. 
2. Expliquer qualitativement comment obtenir un champ magnétique dont la 
dépendance angulaire est sinusoïdale dans l'entrefer en associant plusieurs spires 
décalées. Pour simplifier les schémas par la suite, on ne représentera pas l'en­
semble des spires nécessaires pour créer un tel champ magnétique mais unique­
ment une spire. On le met sous la forme B = Ksii cos î' . 
3. Sur le stator, on rajoute une deuxième spire. On pose : i 1 (t) = l sm cos (wt), 

i2 (t) = lsm cos ( wt - i) et Bsm = K s lsm . Justifier 1 'existence d'un champ 

glissant statorique lorsque les deux phases sont alimentées en quadrature. 
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Chapitre 19 ·Machine synchrone 

4. Sur le rotor, on rajoute de la même façon des spires parcourues par un courant 
constant Ir . Montrer que le champ magnétique créé par le rotor dans l'entrefer 

peut se mettre sous la forme : Br = Brm cos ( 1' - {}). On appelle Q = iJ la vites­
se angulaire du rotor. On pose Brm = Kr Ir. Justifier l'existence d'un champ glis­
sant rotorique associé à la rotation du rotor . 

5. Montrer que l'énergie magnétique totale s'écrit : Um = Um 1 + Um2 + Um3 
V 2 V 2 V 

avec Umt = - Bsm ; Um2 = - Brm et Um3 = - Bsm Brm cos({} - wt) . 
4µo 4µo 2µo 

6. On admet que le moment électromagnétique s'exerçant sur le rotor est 

r = (au m) . Quelle est la condition de synchronisme entre le champ stato-
a e . 

l 

rique et le champ rotorique afin d 'obtenir un couple moyen non nul ? On suppo-
se cette condition vérifiée dans toute la suite de l'exercice. On pose alors 
a = wt - (} le déphasage entre les deux champs glissants. À quelle condition sur 
a a-t-on un couple moteur ? Discuter qualitativement la stabilité du système en 
fonction de a. 
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7. Quelle difficulté a-t-on au démarrage d' un moteur synchrone ? Décrire quali­
tativement le principe de l' autopilotage. 

Analyse du problème 

Le théorème d' Ampère permet de calculer le vecteur excitation magnétique et d'en 
déduire le champ magnétique. On calcule le moment électromagnétique à partir de 
l'énergie magnétique du système. 

1. On considère le contour d'Ampère ABCDEFGH (F symétrique de C 
par rapport au plan ( Oyz) et G symétrique de B par rapport au plan 
( Oyz). 

• Dans le rotor et le stator, la perméabilité relative est infinie. L'excitation 
magnétique vaut : 

B 
H=-=0 

µOµr 

• Soit un point M défini par 'Y E ]- ; , ; [. Le vecteur excitation est de la 

forme H = H (ry) Ür . 

• Le plan ( Oyz) est un plan de symétrie. Le vecteur excitation au point M' 
symétrique de M par rapport au plan ( Oyz) est : 

H (M') = -sym ( H (M)). 

• Le théorème d'Ampère avec l'excitation magnétique s'écrit : 
.... ~ 

j H· dl= l enlacé =i1 . 
... 

La circulation de H est nulle dans le rotor et le stator. 
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Chapitre 19 ·Machine synchrone 

Il reste : 

J;:;Bc H (!') Ür · drÜr + J:::: - H (!') Ür · drÜr = 2e H (!') = i1, 

d'où H (!') = ~~ pour 1' E J-;, ;[. 
On en déduit Le champ magnétique : Si 1' E ]- ~, ~ [ 

] 
7r 3 7r [ Si f' E 2, 2 : 

B 
.... _ µoi 1 .... 

- - - U r 
2e 

B = _ µoi1 Ür 
2e 

2. On place plusieurs spires parcourues par un courant i 1 (t) dans des 
encoches opposées et décalées. 

-n/2 0 n/2 

fi g. 1 

fig_._-~ -----f f-----1--------f l--------. 
' ' ' ' ' ' 

fig. 3 : 

---------~------r-------~---------

- n/2 0 n/2 

fig. 4 

::::::J ............ -~------i----r-----.---+~----- ----- -
. 
' ' ' 

Figure 1 : champ magnétique créé par une spire en fonction de 1'· 
Figure 2 : champ magnétique créé par La spire étudiée précédemment et 

champ magnétique créé par une spire décalée. 
Figure 3 : champ magnétique résultant . 
Figure 4 : champ magnétique créé par une autre spire décalée. 
Figure 5 : champ magnétique résultant. 

Au fur et à mesure que L'on rajoute des spires disposées dans des encoches 
opposées et décalées, Le champ résultant se rapproche de La forme 
B = Ksi i cos f' . 

3. Le champ créé par La bobine 1 génère un champ magnétique : 

B1 = Ksi1 COS(f') = Kslsm cos(wt)coS(f') 
7r 

Il suffit de remplacer 1' par 1' - - pour en déduire Le champ créé par La 
2 

bobine 2 : 
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Le champ magnétique résultant créé par le stator est : 

Bs = B1 + B2 = Kslsm (cos (wt) cos (')1) +sin (wt) sin (')1)) 

On en déduit que : 

Bs = Kslsm cos (1- wt) = Bsm cos ('Y - wt) 

Le champ magnétique est maximal lorsque 'Y = wt. Le maximum du champ 
magnétique est dans une direction ns tournant à la vitesse angulaire W. On 
retrouve une expression similaire lors de la propagation d'une onde progres­
sive de la forme f (x - et). Par analogie, on a une onde sinusoïdale se pro­
pageant dans l'entrefer de la forme f ('Y - wt). 

On a donc un champ glissant statorique lorsque les deux phases sont ali-
7r 

mentées en quadrature (déphasage de 2 entre les intensités i 1 et i2). 

4. Comme pour le stator, on dispose sur le rotor un ensemble de conducteurs 
disposés dans des encoches opposées décalées. On a vu dans la question 2 
que le champ magnétique créé par la spire 1 dans l'entrefer est : 

En un point M repéré par l'angle ')1, le champ créé par le rotor dans l'entre­
fer est donc de la forme: Br= Kr Ir cos (')1- 8). Il suffit de remplacer 'Y 
par 'Y - 8 puisque la spire Ir est décalée d'un angle 8 par rapport à la spire 
1 sur les schémas. Le champ magnétique créé par le rotor peut se mettre 
sous la forme : 

Br = Brm COS (')1- 8) 

Le rotor tourne d'un angle 8 autour de l'axe 0 z. Le champ magnétique créé 
par le rotor est maximal lorsque l'angle 'Y = 8. Le maximum du champ 

magnétique est dans une direction nr tournant à la vitesse angulaire e = Q. 

On a donc comme dans la question précédente une onde sinusoïdale se pro­
pageant dans l'entrefer de la forme f ('/1 - Qt) si on suppose Q = cte. 

On a donc un champ glissant rotorique associé à la rotation du rotor. 

5. l'énergie magnétique se calcule à partir de la relation : 

Um = !!! B
2 

dT 
2µoµ r 

Dans le rotor et le stator, la perméabilité relative est infinie. Il suffit de cal­
culer l'intégrale dans le volume de l'entrefer. Le champ dans l'entrefer est 
créé par le rotor et le stator. On a donc : 

127r (Bs +Br )2 
Um = (l) (ad1) e 

')'=O 2µo 
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Chapitre 19 ·Machine synchrone 

En développant le carré, on fait apparaître trois termes 
Um = Um1 + Um2 + Um3· Le volume de l'entrefer est V= 27rael. On a 
alors : 

1
27T 8 2 

1
27T 8 2 

• Umi = _s (l) (ad-y) e = ____!_!!!:_ (l) cos2 (-y- wt) (ad-y) e. 
-y=O 2µo -y=O 2µo 

1
27T 127T 1 +cos (2 ('Y - wt)) 

Comme cos2 ('Y - wt) d-y = 
2 

d-y = 7r, 
-y=O -y=O 

alors : 
7rael 2 V 2 Uml = --Bsm = -Bsm 
2µo 4µo 

1
27T B2 7rael V 

• Um2 = _r (l) (ad-y) e = --B;m = -B;m 
-y=O 2µo 2µo 4µo 

1
27T 1 21T 1 +cos (2 (-y - wt)) 

car cos2 (-y- wt) d-y = d-y = 7r. 
-y=O -y=O 2 

1
27rp 2BsBr 

• U m3 = (l) (ad-y) e 
-y=O 2µo 

ael 12
7T = -Bsm Brm cos (-y - wt) cos (-y - 8) d-y 

µO -y= O 

1 
Comme cos (a) cos (b) = l [cos (a+ b) +cos (a - b)], on a : 

1 
cos (-y - wt) cos (-y - 8) = l (cos (2-y - wt - 8) +cos (8 - wt)) 

La première intégrale donne O. Il reste finalement : 
ael 1 

Um3 = -BsmBrm cos (8 - wt) -27r I soit: 
µo 2 

V 
Um3 = - Bsm Brm cos (8 - wt) 

2µo 

6. U ml et U m2 ne dépendent pas de 8. Le moment électromagnétique 
s'exerçant sur le rotor est : 

r = -- = - - Bsm Brm sm (8-wt) (
aUem ) V . 

a8 i 2µ0 

S'il n'y pas de synchronisme entre le champ statorique et le champ rotorique, 
alors 8 - wt =f ct e et le moment moyen est nul. Il faut donc avoir un syn­
chronisme entre les deux champs glissants pour avoir un couple moyen non 
nul. 
D'après l'énoncé, on pose Œ = wt - 8 I on a alors : 

V . 
(f) = - BsmBrm sm (a) 

2µo 
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Dans L'exercice précédent (première approche du moteur synchrone), on a vu 
--+ .... 

que r z = M B sin a. M et B sont représentés sur La figure 6. 
Sur La figure 7, on représente iir et iis Les directions où Les champs glissants 
rotorique et statorique passent par un maximum. 
Les deux approches donnent Le même résultat. 

y 

z 
e 

_, 
B 

Figure 6 

_, 

M 

X 

y 

z 
e 

ns 

X 

Figure 7 

Si Le couple résistant augmente, L'aimant est freiné, donc a augmente. Quel 
est L'effet d'une augmentation de a sur Le couple ? 

7r 
• Si cos a> 0, c'est-à-dire 0 < a < '2' drz > O. On a une augmentation 

du couple moteur ce qui a pour effet de diminuer L'angle a . L'équilibre est 
stable. 

7r 
• Si cos a < 0, c'est-à-dire 2 < a < 7r, dr z < O. On a une diminution du 

couple moteur ce qui a tendance à augmenter encore plus L'angle a. 
L'équilibre est instable. 

7. La machine ne peut pas se Lancer au démarrage puisque (} = cte, 
(} - wt =:f cte et (r) = O. Le moteur synchrone ne peut pas démarrer sans 

dispositif extérieur permettant de Lancer Le rotor à La vitesse angulaire (} = w. 
Le principe du moteur synchrone autopiloté consiste à augmenter progressi-

vement La pulsation de synchronisme w pour toujours avoir (} ~ w. On 
7r 

cherche à se rapprocher de La condition a = - . 
2 

Exercice 19.3 : Moteur synchrone et bilan de puissance 

Un moteur synchrone est constitué d'un rotor cylindrique en fer doux, d'un 
entrefer e constant (de volume V, de rayon a) et d'un stator cylindrique en fer 
doux. On dispose sur le stator des spires parcourues par un courant 

i1 (t) = lsm cos (wt) et i2 (t) = lsm cos ( wt - ~). Le champ magnétique créé 

par le stator au point M repéré par l'angle 'Y est: 
Bs = K,J sm cos ('Y - wt) = Bsm cos ('Y - wt). 
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Chapitre 19 ·Machine synchrone 

On dispose sur le rotor des spires parcourues par un courant constant Ir. Le 
champ magnétique créé par le rotor au point M est : 

Br = Krlr COS (-y -()) = Brm COS (-y -()). 

On appelle() la vitesse angulaire du rotor . 

La condition de synchronisme est vérifiée. On pose a = wt - () . 
L'énergie magnétique se met sous la forme : U m = U mi + U m2 + U m3 

V 2 V 2 V 
avec Umt = -Bsm; Um2 = -Brm et Um3 = -BsmBrm cos(() - wt) . 

4µo 4µo 2µo 

1. Écrire l'énergie magnétique totale sous la forme : 

1 1 1 
Um = 2L1if + 2L2ii + 2Lr1; + M1Iri1 + M1Iri2 + M'i1i2 

On pose Mo = ~ Ks Kr . En déduire les inductances propres et les inductances 
2µo 

mutuelles en fonction de V, µ0 , Kr , Ks, Mo et e. 
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2. On appelle u 1, u2 et Ur les tensions extérieures appliquées aux phases du sta­
tor et du rotor. Les résistances des enroulements du stator et du rotor sont notées 

Rs et Rr- On pose <1>1 = L1i1 + M'i2 + M1Ir et <1>2 = L2i2 + M'i1 + M2Ir. 
Définir les forces électromotrices et contre électromotrices des phases du stator 
et du rotor. Écrire les équations électriques vérifiées par les phases du stator et 
par le rotor en faisant intervenir les fcem, les résistances des enroulements et les 
inductances propres. Pourquoi appelle-t-on le rotor l'inducteur et les phases du 
stator l'induit? 

3. Montrer que la puissance électrique absorbée par la fcem est égale à la puis­
sance mécanique fournie. Comment s'écrit le bilan de puissance? 

Analyse du problème 

On a calculé 1 'énergie magnétique dans 1 'exercice précédent. Les inductances 
propres et mutuelles sont déterminées par identification à partir de 1 'énergie magné­
tique. On effectue un bilan de puissance en multipliant par l'intensité chaque loi des 
mailles. 

1. On exprime l'énergie magnétique en fonction des intensités : 

• D'après la définition de i 1 et i 2, on a if + i~ = /~~­
Comme Bsm = Ks lsmr alors : 

• Comme Brm = Krlr et Ir = cte, alors : 

V 2 2 
Um2 = - Kr /r 

4µo 

• En développant U m3, on a : 
V 

Um3 = - Ks Kr lsmlr (cos e cos wt + sine sin wt), soit : 
2µo 

V 
Um3 = - KsKrlr Usm cosecos wt + lsm sinBsin wt) 

2µo 

Finalement, on obtient : 

V 
Um 3 = - KsKrlr (i1 cosB + i2 sinB) 

2µo 
On peut exprimer l'énergie magnétique en fonction des inductances propres 
et des inductances mutuelles : 

1 1 1 
Um = - Lii f + -L2i~ + - Lrl ; + M1Iri1 + M2Iri2 2 . 2 2 
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Chapitre 19 ·Machine synchrone 

V V 
En identifiant, on a: L1 = L2 = - K 2 ; Lr = - K;; M1 =Mo cose; 

2µo s 2µo 

M2 = Mo sine et M' = O. 
C'est normal d'avoir M' = 0 puisque Les enroulements (1) et (2) sont ortho­
gonaux. 

2. Phase 1 du stator : On a Le schéma électrique équivalent. 

Rs 

La force électromotrice e1 se représente en convention générateur sur Le 

schéma. Elle est définie par : e1 = - d<P 1 

dt 
Le flux <P 1 à travers La bobine ( 1) est : 

<P1 = L1i1 + Molr cose = L1i1 + Molr cos (wt - a ) 

L:"équation électrique pour L'enroulement (1) est : u 1 + e 1 = Rsi l • Soit : 

di1 
u1 = Rsi1 +Li -- - Mowlr sin (wt - a ) 

dt 

On obtient finalement : 

1 d<P l ,ext 
e - = - Mowlr sin (wt - a ) = fcem (force contre électromo-

1 - dt 
tri ce) ( eq .1) 

Il ne faut pas confondre la force électromotrice e 1 = - d <I> 
1 orientée en conven­

dt 
. , , l + ' l . / d <I> l ext . . tion generateur et a iorce contre e ectromotnce e1 = d; qm ne tient comp-

te que du flux extérieur et qui est orientée en convention récepteur. 

d<P2 
Phase 2 du stator : On a de même : u2 + e2 = Rsi2 avec e2 = - -- et 

dt 
<P2 = L2i2 + Mo Ir sine = L2i2 + Mo Ir sin (wt - a) . 
On a alors : 

209 



.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
> 
Cl. 
0 
u 

210 

Partie S ·Conversion de puissance 

1 
1 d<l>2 ,ext 

avec e2 = dt = Mowircos (wt - a) = fcem (force contre électromo-

trice) (eq.2) 

Il ne faut pas confondre la force électromotrice e2 = - d<l>2 orientée en conven­
dt 

. , , l i: , l . / d <I> 2 ex t . . tlon generateur et a iorce contre e ectromotnce e2 = ' qm ne tient comp-
dt 

te que du flux extérieur et qui est orientée en convention récepteur. 

d<I> 
Rotor : Ur + er = Rr Ir. La force électromotrice est er = - __ r . Le flux à 

dt 
travers Le rotor est La somme du flux propre Lr Ir et du flux extérieur <l>r,ext 
(flux du champ créé par Le stator à travers Le rotor) : 

<l>r = Lr Ir + <l>r,ext 

- Comme Ir est constant, Le flux propre est constant. 
- Comme Le rotor tourne à La même vitesse que Le champ créé par Le stator, 
<l>r,ext est donc constant. 
Le flux <l>r est donc constant. l'équation électrique s'écrit : 

Ur = Rr Ir (eq.3) 

IL n'y a pas de phénomène d'induction dans Le rotor. Le rotor est appelé 
inducteur. 
Par contre, il y a un phénomène d'induction dans Le stator appelé induit. 

3. 

• Bilan énergétique pour renroulement (1). On multiplie par i 1 L'équation (1) : 

. ·2 d ( 1 ·2) /. u1t1 = Rst1 + - -L11 1 + e111 
dt 2 

• Bilan énergétique pour L'enroulement (2). On multiplie par i2 L'équation 
(2) : 

• Bilan énergétique pour Le rotor. On multiplie par Ir L'équation (3) : 

Urir = Rr I'j 

Si on somme Les trois relations, on obtient La puissance électrique totale 
absorbée par La machine : 

u1i1 + u2i2 + Ur Ir = Rsif + Rsii + ~ (~Liif) + ~ (~L2ii) 
dt 2 . dt 2 

' . ' . R I 2 +e111 + e2t2 + r r 
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Chapitre 19 ·Machine synchrone 

On a vu que L 1 = L2 = Ls et if + ii = I~~m' donc : 

On obtient : 

(eq.4) 

On développe le terme e'i i 1 + e;i2 : 

e'1i1 + e;i2 = -MolrlsmW sin (w t - a ) cos (wt) 

+Molrlsm w cos (wt - a ) sin (wt) 
Soit: 

e'i i1 + e;i2 = Molrl smW (-sin (wt - a ) cos (wt ) +cos (wt - a ) sin (wt) ) 

Comme sin (a - b) =sin a x cos b - sin b x cos a , on en déduit que : 

V 
On a posé : Mo = - KsKr, d'où: 

2µo 

e~it + e;i2 = Y.__KsKrlrlsmWSin (a)= (Y.__BsmBrm sin (a)) w 
2µo 2µo 

V 
On a vu dans l'exercice précédent que (r ) = -Bsm Brm sin (a ) . On a 

2µo 
donc: 

e'i i 1 + e;i2 = (r ) w 

Lénergie magnétique est : 

(eq.5) 

V 2 2 V 22 V 
Um = -Ks l sm +-Kr Ir + -BsmBrm cos (B- wt ) . 

2µo 2µo 2µo 

On peut la mettre sous la forme : 

V 2 2 V 22 V 
Um = - K5 /sm + - Kr Ir + - Bsm Brm COS (Œ) 

2µo 2µo 2µo 

Lorsque e = w, l'énergie mécanique et l'énergie magnétique du moteur syn­
chrone sont constantes. 
On en déduit le bilan de puissance en interprétant l'équation (4) : La puis­
sance électrique absorbée par la machine est la somme de la puissance dis­
sipée par effet Joule dans les résistances des enroulements (pertes cuivre) 
et de la puissance mécanique fournie (r) w. 
Léquation (5) montre que l'on a un couplage électromécanique parfait. 
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Machine à courant 
continu 

Exercice 20.1 : Première approche de la machine à courant continu 
On étudie une machine composée d 'une partie fixe (stator qui crée le champ 
magnétique) et d'une partie tournante (spire et collecteur). On considère une 
spire MN 0 P de dimensions a et b mobile par rotation autour de 1 'axe z' z. Elle 

--+ 

se déplace dans une zone où règne un champ magnétique B permanent orthogo-
nal à l'axe z'z. Dans la zone où évolue le cadre, le champ magnétique est radial 
et a une norme B uniforme. On néglige la résistance et l'inductance propre de la 
spire. Le collecteur, associé au balai, permet de relier le circuit électrique de la 
partie tournante à un circuit extérieur à la machine. On appelle J le moment 
d'inertie de la spire MN 0 P par rapport à l' axe z' z. On pose k = ab B. 

Üz® 

~.B ü z > 
N 

l M $ collecteur f z a I 1 
nord ~ 

stator st ator z' 

0 p D 
b 

D 
~ 

u c 
1. Déterminer le moment des forces de Laplace en fonction de k et i. On suppo­
se que le couplage électromécanique est parfait. La machine initialement au 
repos est insérée dans un circuit électrique suivant. À t = 0, on ferme l' interrup­
teur. Déterminer w en fonction du temps sachant que E est constante . 

...__ __ c 
R 

ÎE 

K D 

2. Effectuer un bilan de puissance. 

3. Le cadre est maintenant soumis à un couple résistant r R = -aw où a est une 
constante positive. Déterminer w en fonction du temps. Interpréter. 
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Chapitre 20 ·Machine à courant continu 

Analyse du problème 

L'énoncé n' impose pas une orientation du courant. Il faut choisir une orientation 
arbitraire du courant. On rajoute alors sur le schéma électrique équivalent une fem 
en convention générateur. On en déduit le moment des forces de Laplace permettant 
de mettre en rotation la machine. Le couplage électromécanique est parfait, on peut 
en déduire la fem d'induction. 

Le théorème du moment cinétique pour un solide en rotation autour d'un axe fixe 
permet d'obtenir l'équation mécanique. La loi des mailles permet d 'obtenir l'équa­
tion électrique. On obtient deux équations couplées. 

1. On oriente le circuit électrique. 

'l c 
R 

Î E e l 

K D 

J3 t 
0 -+ il 

NI N UB z 
balai c 'l 

a 'l 

collecteur lu J3 'l 

0 p 'l 

b 'ua0r;-. 
-. U z 
Ur 

Calcul du moment résultant des forces de Laplace : 

• Sur la partie MN : la force de Laplace est : 

D 

.... ~ .... 
Fi= iMN A B= -ibuz A Bur = -ibBU.e 

Le moment du couple suivant z' z vaut : 

a 
r1 = -ilbB 

• Sur la partie N 0 : il n'y a pas de contribution au couple suivant z' z. 

• Sur la partie 0 P : la force de Laplace est : 

.... ----+ .... 
F2 = i o P A B = ibuz A -Bur = -ibBue 
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Partie S ·Conversion de puissance 

Le moment du couple suivant z' z vaut : 

a r2 = -i-bB 
2 

Le moment résultant du couple vaut donc : 

r = -iabB = -ki 

Calcul de La force électromotrice d'induction : 

Comme le couplage électromécanique est parfait, on a : 

P étec + Pméca = ei + rw = 0 

Soit : 

P élec = ei = kwi 

On en déduit que : 

e =kw 

Equation électrique : 

La loi des mailles s'écrit : E + e = Ri, soit : 

E =Ri - kw 

Equation mécanique : 

On écrit le théorème du moment cinétique pour la spire (solide en rotation 
autour d'un axe fixe) : 

dw 
1 - = r = -ki 

dt 

D , . , l . , . d, d . 1 dw k E + kw es equat1ons e ectnque et mecamque, on en e u1t : - = - , 

soit : 

dw w wo 
- + -=­
dt T T 

RI E 
On pose · T = - et wo = - -. k2 k. 

dt R 

La résolution de L'équation différentielle donne: w(t) =A exp(-~) + wo . 

A t = 0, la vitesse angulaire est nulle. On a donc : 

w(t) = wo (1 -exp(-~)) 
2. Pour faire apparaître des termes de puissance, on multiplie l'équation élec­
trique par i et l'équation mécanique par w. On obtient alors : 
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Chapitre 20 ·Machine à courant continu 

Ei = Ri 2 - kwi 
dw 

Jw - = -kiw 
dt 

En éliminant le terme de couplage kiw , on a : 

E i = Ri 2 + - - J w2 d (1 ) 
dt 2 

Interprétation physique : la puissance fournie par le générateur est égale 
à somme de la puissance reçue par la résistance (dissipée par effet Joule) et 
de la puissance mécanique de la force de Laplace. 
Lénergie fournie par le générateur est en partie stockée sous forme d'éner­
gie cinétique et en partie dissipée par effet Joule. 

3. Léquation mécanique devient : 

dw 
J - = - ki -aw 

dt 

dw E + kw , 
On a alors : J - = - k - aw, d où 

dt R 

dw w w0 
dt+ r' = 7 

RJ -kE 
en posant : / = 

2 
et w0 = 

2 
• 

k + a R k + a R 
Iwo 1 < lwol : la vitesse angulaire limite en régime permanent est plus faible 
à cause du couple résistant. 
7 < T: le régime transitoire est plus rapide, le couple résistant permet d'at­
teindre le régime permanent plus vite. 

Remarque: on peut être surpris d' avoir un régime permanent atteint plus vite avec 
des frottements ! En fait, c ' est la vitesse angulaire limite qui est plus faible que pré­
cédemment. 

Exercice 20.2 : Machine à courant continu 

Une machine à courant continu est constituée d'un stator qui créé un champ ... 
magnétique Bs et d'un rotor muni d'encoches dans lesquelles des conducteurs de ... 
cuivre sont parcourus par un courant i. Le champ magnétique Bs est créé par des 
enroulements de cuivre parcourus par un courant constant le et soumis à une ten­
sion Ue en convention générateur. On appelle J le moment d ' inertie du rotor par 
rapport à l'axe de rotation, R la résistance du rotor, L l'inductance propre du rotor 
et Re la résistance de 1 ' enroulement statorique. 
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Partie S ·Conversion de puissance 

nord 

stator stator 

b 
+---

D u C Schéma avec un conducteur de cuivre MN 0 P 

1. Par analogie avec le moteur synchrone, établir que le champ magnétique doit 
être stationnaire pour créer un couple. Comment le collecteur établit le synchro­
nisme entre le champ statorique stationnaire et le champ rotorique quelle que soit 
la position angulaire du rotor ? 

Représenter qualitativement sur le schéma avec plusieurs conducteurs, le champ 
magnétique rotorique dans l'entrefer. Quel est l' angle entre les directions 
moyennes des champs statorique et rotorique dans l'entrefer ? 

2. Expliquer le principe de fonctionnement du collecteur. Décrire la structure 
d'un moteur à courant continu bipolaire à excitation séparée : rotor, stator, induit, 
inducteur. 

V 
3. Lors de l'étude du moteur synchrone, on a vu que r = -BsmBrm sin a . 

2µo 
Justifier rapidement que pour la machine à courant continu, le moment du couple 
peut se mettre sous la forme r = cp0i. On suppose le couplage électromécanique 
parfait. En déduire la force électromotrice d'induction et la force contre électro­
motrice. 

4. Écrire les équations électrique et mécanique sachant le moteur entraîne une 
charge mécanique exerçant le couple résistant : -fr = - (a+ bw). 

5. Déterminer le rendement de la machine à courant continu en régime établi . 

6. On étudie une commande à tension d'induit u constante. Déterminer graphi­
quement le point de fonctionnement de la machine en régime stationnaire. Que 
vaut le couple au démarrage ? Comparer au moteur synchrone. Déterminer la 
vitesse angulaire lorsqu'il n'y a pas de charge (fr = 0). Que se passe-t-il si on 
coupe l'alimentation de l'inducteur? 

Analyse du problème 

On utilise l'analogie avec le moteur synchrone pour expliquer le fonctionnement de 
la machine à courant continu. 

1. On rappelle quelques résultats établis dans l'exercice sur la machine syn­
chrone : Dans l'entrefer, le champ magnétique statorique est suivant +ûr ou 
- Ûr. Le champ magnétique rotorique doit être synchrone du champ magné­
tique statorique pour créer un couple. 
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Chapitre 20 ·Machine à courant continu 

Dans la machine à courant continu, le stator créé un champ magnétique sui-

-+ [ 7r 7r] -+ [7r 37r] vant + u r pour 8 E -
2

, l et suivant - Ur pour 8 E 
2

, l . Le plan 

z = 0 est un plan d'antisymétrie pour le champ magnétique. On l'appelle 
plan neutre. 
Le champ magnétique statorique ne tourne pas : il est stationnaire. 
Le champ magnétique rotorique doit être stationnaire pour créer un couple 
(dans ce cas, il bien synchrone du champ magnétique rotorique). 
On représente qualitativement sur la figure ci-dessous le champ magnétique 
dans l'entrefer. On applique la règle de la main droite pour donner le sens du 
champ magnétique dans l'entrefer. 

..... ..... 7r 
L'angle entre Br et Bs vaut a = - . On a vu lors de l'étude de la machine 

2 
. 7r 

synchrone que le couple est maximum pour a = 
2

. 

2. Le collecteur est constitué de deux lames de cuivre, reliées au circuit 
(MN 0 P) et disposées suivant un cylindre sur l'axe du rotor. Les balais 
conducteurs, fixés sur le stator, frottent sur les lames du collecteur et per­
mettent de relier électriquement le circuit induit au milieu extérieur. On a 
une inversion du sens du courant lorsque la spire franchit le plan neutre. 
Le rotor (qui com prend plusieurs conducteurs dont (MN 0 P)) est appelé 
induit. Le stator est appelé inducteur. Le flux du champ rotorique à tra­
vers le stator est nul (voir schéma ci-dessus). Il n'y a pas de phénomène 
d'induction dans le stator. 

Remarque : Pour une machine synchrone, le rotor est appelé inducteur et le stator 
est appelé induit. 

7r 
3. Pour la machine à courant continu, a = "2' donc sin a= 1. Le champ 

magnétique rotorique est proportionnel au courant i. On pose : 

ï = rp0i 

Remarque: Si le n'est pas trop élevé, alors 'Po est proportionnel au courant de l'in­
ducteur le. 
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Partie S ·Conversion de puissance 

Voir exercice « Première approche de la machine à courant continu » pour le calcul 
du moment du couple à partir des forces de Laplace. 

Le couplage électromécanique est parfait. On a donc : 

P + ? fournie 0 
fem mécanique = 

Soit: ei + f w =O. Comme f = cp0i, alors: 

• La force électromotrice d' induction est : e = -cp0w. 

• La force contre électromotrice est : e' = -e = cp0w . 

4. Équation électrique pour l'inducteur : 

Ue = Rele (eq.l) 

On appelle Re la résistance de l'enroulement statorique. Comme le courant 
die 

est constant, la tension Ls - est nulle. 
dt 

Équation électrique pour l'induit : 

La force électromotrice est orientée en convention générateur. La loi des 
di 

mailles s'écrit : u + e = Ri + L-, soit : 
dt 

di ' di 
u = Ri + L dt + e = Ri + L dt + cp0w (eq.2) 

el îu 

Équation mécanique : 

Le théorème du moment cinétique pour le rotor s'écrit : 

dw 
] - = f - f r = <poi - f r (eq.3) 

dt 

5. Le rendement est défini par : 
utile 

T/ = - ,... 
cout 

Îu 

1 1 'l l ' ' ' f ' ' l p fournie r 
L ut1 e est a puissance mecamque ourme : ut1 e = mécanique = w . 

Le coût est la puissance fournie par les tensions u et Ue : coût = ui + Uele 
On en déduit de l'équation (1) : 

Uele = Rel'1 (eq.4) 
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Chapitre 20 ·Machine à courant continu 

On en déduit de l'équation (2): ui = Ri2 + e'i. Or f' w = e'i, d'où: 

ui = Ri 2 + f'w (eq.5) 

Si on somme les équations (4) et (5), on a : 

Uele + ui = Rel'f + Ri2 + f'w 

Le rendement est : 

f'w 
T/ = < 1 

ui + Uele 

6. On a vu que f' = 1.p0 i. 
D'après l'équation (2) en reg1me permanent, on a u = Ri + 1.p0w, soit 
. u IPow 
z = - - --. On a donc : 

R R 
2 

f' = Soo (~ - 1.p~w) = 1.p~u - ~w 

D'après l'énoncé, [' r =a+ bw. On représente sur le graphe [' et [' r en 
fonction de w. L'intersection des deux caractéristiques fournit le point de 
fonctionnement l du moteur. 

r 

Wvide W 

Le couple au démarrage vaut !.pou. Il n'est pas nul contrairement au moteur 
R 

synchrone. La machine à courant continu peut démarrer sans dispositif exté-
neur . 
Lorsque le moteur tourne à vide, on a [' r = 0. On en déduit que [' = 0, soit 

SooU - So5 w = O. On en déduit la vitesse angulaire du moteur à vide : 
R R 

u 
Wvide = -

IPo 
On a vu que Soo est proportionnel au courant de l'inducteur l e. Il ne faut pas 
couper ce courant, sinon 1.p0 --+ 0 et w --+ oo . Le moteur s'emballe ! On a 
un risque de détérioration du moteur. La force centrifuge peut endommager 
le système de fixation des bobinages du rotor. 
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Conversion 
électronique statique 

Exercice 21.1 : Hacheur à stockage inductif 
On considère un hacheur, de rapport cyclique o: et de période de hachage T. Il 
alimente une machine à courant continu considérée comme parfaite. On la modé­
lise par une inductance L en série avec une force électromotrice E > 0 constan­
te. La source de tension délivre une tension constante U = 400 V. On suppose que 
U > E. La commande du transistor K est la suivante : 

• Sur l'intervalle [O,o:T], le transistor K est passant. 

• Sur l'intervalle [ o: T, T], le transistor K est bloqué. 

courant en A 

'lK L 
'/, lmax = 126 A 

K lrnin = 115 A 

D 

0 4 5 t en ms 

1. Parmi les courants i K, i v et i, quel est celui relevé sur le chronogramme ? 
Quelle est la fréquence de hachage ? Que vaut le rapport cyclique a ? 
2. Écrire 1 'équation différentielle reliant i, U et E sur 1' intervalle de temps 
[O,o:T]. En déduire l'ondulation du courant t:..i = lmax - /min en fonction de 
L,U,E,a et T . 
3. Écrire l'équation différentielle reliant i et E sur l'intervalle de temps [o:T, T]. 

En déduire une autre expression de l'ondulation de courant b.i = lmax - /min en 
fonction de L,E,a et T. 
4. En déduire la relation entre E, o: et U. Exprimer t:..i en fonction de L, o:, T et 
U. Calculer la valeur de l'inductance L. 
5. Représenter i en fonction du temps. 
6. Effectuer un bilan de puissance moyenne. 
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Chapitre 21 ·Conversion électronique statique 

Analyse du problème 

Cet exercice étudie un hacheur à stockage inductif puisqu'on a un transfert de puis­
sance entre deux sources de tension continue. On n' étudie pas le régime transitoire. 
Il ne faut donc pas être surpris d'avoir un courant non nul à t = 0 . Comme le cou­
rant ne peut pas varier de façon discontinue dans une bobine, on utilise cette pro­
priété pour intégrer les deux équations différentielles et en déduire une relation 
entre E,U et a. 

1. Le courant représenté ne peut pas être i car l'intensité ne peut pas varier 
de façon discontinue dans une bobine. 
Lorsque le transistor est bloqué, i = iv ~ 0 puisque le courant i passe dans 
la diode D. l'intensité i est une fonction décroissante du temps d'après 
l'orientation de E . Le courant représenté ne peut pas être i D 

Le courant représenté est donc nécessairement le courant i K. 

• Dans l'intervalle de temps [O,aT], le transistor est passant. l'intensité i K 

est une fonction croissante du temps puisque U > E. Cela correspond à 
l'intervalle [0,4 ms] sur le graphe. 

• Dans l'intervalle de temps [a T, T], le transistor est bloqué. La diode est 
nécessairement passante. On a donc i v > 0 et iK =O. Cela correspond 
à l'intervalle [4 ms,5 ms] sur le graphe. 

Le courant représenté sur le chronogramme est donc bien iK. La période du 
phénomène est T = 5 ms. La fréquence est : 

1 
f = - = 200Hz 

T 

Graphiquement, on lit : cx.T = 4 ms. On a donc : 

4 
a = - =08 

5 ' 

2. Intervalle de temps [0,aT] : 

Le transistor est équivalent à un interrupteur fermé. La tension aux bornes 
de la diode vaut u D = -U < O. La diode est donc bloquée. 
On a le schéma équivalent suivant : 

L 

La loi des mailles s'écrit : 

di 
U = L - +E 

dt 
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Partie S ·Conversion de puissance 

En séparant les variables, on a : 

U-E 
di= dt 

L 

On intègre entre 0 et a.T : 

U-E 
f).i = lmax - lmin = a.T 

L 

3. Intervalle de temps [a.T , T] : 

Le transistor est équivalent à un interrupteur ouvert. On suppose la diode 
passante. 
On a le schéma équivalent suivant : 

L i 

La loi des mailles s'écrit : 

di 
L- + E = 0 

dt 

En séparant les variables, on a : 

E 
di= --dt 

L 

On intègre entre a.T et T : 

Soit: 

E 
lmin - lmax = -- (T - a T) 

L 

E 
f).i = lmax - lmin = - (T - a.T) 

L 

Vérification des hypothèses : i v = i > 0. La diode est bien passante tant 
que lmin > O. 

4. On a vu dans les deux questions précédentes que : 
U - E E 

lmax - /min = a.T et que lmax - lmin = - (T - a.T). 
L L 

On obtient en simplifiant : 

E = a.V 
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Chapitre 21 ·Conversion électronique statique 

On en déduit : 

V (1 - a) 
lmax - lmin = aT 

L 

l'inductance L vaut : 

V ( 1 - a) 400 x ( 1 - 0, 8) 0, 8 
L = aT = x - = 29 mH 

!max - /min 126 - 115 200 

5. l'intensité ne peut pas varier de façon discontinue dans une bobine. Le 
graphe suivant représente i en fonction du temps. 

Imax= 126 A 

Imin = 115 A 

0 4 5 t en ms 

6. Puissance moyenne P1 fournie par Le générateur U : 

Il faut se placer en convention générateur pour calculer une puissance fournie et 
en convention récepteur pour calculer une puissance reçue. 

a T 

Ji Kdt représente L'aire sous La courbe : 

0 

grande base + petite base l min + 1 max 

2 
x hauteur= 

2 
a T 

On a donc: 

au 
P1 = - Umin + lmax) 

2 

Puissance moyenne P2 reçue par La force électromotrice E : 
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Partie S ·Conversion de puissance 

T f idt représente l'aire sous la courbe : 

0 

lmin + lmax lmin + lmax lmin + lmax 

2 
T (1 - a) + 

2 
aT = 

2 
T 

On a donc: 

E aU 
Pi = - Umin + lmax) = - Umin + lmax) 

2 2 

Les deux puissances moyennes Pi et P2 sont égales. Toute La puissance est 
transférée de L'entrée vers La sortie. 

Interprétation physique : En régime permanent, la bobine ne consomme 
pas de puissance en moyenne. Le transistor et la diode sont idéaux. Ils ne 
consomment pas de puissance en moyenne. 

Exercice 21.2 : Hacheur à stockage capacitif 
On considère un hacheur, de rapport cyclique a et de période de hachage T. Il 

alimente un récepteur modélisé par un courant électromoteur I ' > 0 constante. 
La source de courant délivre une intensité I > 0 constante. La commande des 
interrupteurs est la suivante : 

• Sur l'intervalle [0 ,aT], l 'interrupteur Ki est fermé et l'interrupteur K1 est 
ouvert. 

• Sur l'intervalle [a T, T], l 'interrupteur K1 est ouvert et l'interrupteur K1 est 
fermé. 

u 
~c 

1. Écrire l'équation différentielle reliant u et !' sur l'intervalle de temps [O, aT]. 

En déduire l'ondulation de la tension D.u = Umax - Umin en fonction de C,I',a 
et T. 
2. Écrire l'équation différentielle reliant u et l sur l'intervalle de temps [a T ,T]. 
En déduire une autre expression de l'ondulation de la tension D.u = Umax - Umin 

en fonction de C, I, a et T. 
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Chapitre 21 ·Conversion électronique statique 

3. En déduire la relation entre I ,a. et I ' . 
4. Représenter u en fonction du temps. 
5. Effectuer un bilan de puissance moyenne. 

Analyse du problème 

Cet exercice étudie un hacheur à stockage capactif puisqu'on a un transfert de puis­
sance entre deux sources de courant continu. Comme la tension aux bornes d 'un 
condensateur ne peut pas varier de façon discontinue, on utilise cette propriété pour 
intégrer les deux équations différentielles et en déduire une relation entre I, I ' et a:. 

Il faut penser à introduire les tensions Umax et Umin aux bornes du condensateur 
comme intermédiaire de calcul. 

La tension à t = 0 n'est pas nulle puisqu' on n'étudie pas le régime transitoire. Il 
faut donc prendre l' initiative de définir une tension u à t = 0 (ici Umax puisque la 
tension est décroissante au delà) et une autre tension u à t = a.T (ici Umin puisque 
la tension est croissante au delà). En régime permanent, on retrouve nécessairement 
la même tension u à t = 0 et à t = T. 

1. Intervalle de temps [O, o:T] : 

On a le schéma équivalent suivant : 

l'intensité i est égale à - I ' . On a donc : 

dq du , 
i = - = C- = -/ 

dt dt 

En séparant les variables, on a : 

I' 
du= --dt < 0 c 

La fonction u(t) est donc décroissante. 
On intègre entre 0 et o:T : 
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2. Intervalle de temps [aT,T] 

On a le schéma équivalent suivant : 
u 
~ 

l'intensité i est égale à l. On a donc : 

dq du 
i = - = C- = l 

dt dt 

En séparant les variables, on a : 

l 
du= cdt > 0 

La fonction u(t) est donc croissante. 
On intègre entre a T et T : 

l 
Umax - Umin = C (1 - a)T 

î I' 

I' 
3. On a vu dans les deux questions précédentes que Umax - Umin = C a T 

l 
et que Umax - Umin = - (1 - a ) T. On obtient en simplifiant : c 

1-a 
I ' = I 

a 

4. La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas varier de façon dis­
continue. Le graphe suivant représente u en fonction du temps. 

u 

0 aT T t 
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Chapitre 21 ·Conversion électronique statique 

5. Puissance moyenne P1 fournie par Le générateur I : 

T T 

Pi = ~ f lu K 1 dt = ~ f udt 

0 a T 

Il faut se placer en convention générateur pour calculer une puissance fournie et 
en convention récepteur pour calculer une puissance reçue. 

T f udt représente l'aire sous la courbe : 

a T 

grande base+ petite base h Umin + Umax (l _ "'') T ---------- x auteur= ----- <...< 

2 2 

On a donc: 

I 
P1 = 2 (Umin + Umax) (1 - a ) 

Puissance moyenne P2 reçue par Le générateur I ' : 

T aT 
1 f ! ' f P2 = T l

1
(-uK2)dt = T udt 

0 0 

a T f udt représente l'aire sous la courbe : 

0 

Umin + V max a T 
2 

a / 1 1 - Œ 
On a donc: P1 = T (Umin + Umax). On a vu que ! ' = a /, soit: 

a l - a l l 
Pi ; (Umin + Umax ) = l (Umin + Um ax ) Œ 

Les deux puissances moyennes Pi et P2 sont égales. Toute la puissance est 
transférée de l'entrée vers la sortie. 

Interprétation physique : En régime permanent, la bobine ne consomme 
pas de puissance en moyenne. Le transistor et la diode sont idéaux. Ils ne 
consomment pas de puissance en moyenne. 
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Exercice 21.3 : Redressement avec un pont de diodes 

On considère le montage suivant comportant une résistance R et 4 diodes par­
faites. La tension d'entrée est sinusoïdale de pulsation w que 1' on peut écrire sous 
la forme : Ve = Em sin (wt). 

1. Déterminer la caractéristique Vs en fonction de Ve en étudiant deux cas : 
Ve ;;:: 0 et Ve ~ 0. Représenter la tension de sortie en fonction du temps. 
Interpréter le spectre de Fourier de la sortie. 

Vs 
0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0, 1 . 
f en kHz 

~~+--+--.____,____,_____.~~~~~ 

0,5 1 

2. Proposer un montage expérimental permettant de visualiser les tensions d'en­
trée et de sortie avec un oscilloscope ne disposant pas d'entrée différentielle. 

Analyse du problème 

Le circuit est non linéaire. Il faut utiliser la méthode de résolution des circuits non 
linéaires en faisant des hypothèses de fonctionnement sur les diodes. 

Cours 

Si on applique une tension sinusoïdale à l' entrée, la sortie ne sera pas sinusoïdale contrai­
rement aux circuits linéaires, on aura donc un enrichissement du spectre. On peut utiliser un 
analyseur de spectre pour étudier les harmoniques qui constituent la distorsion du signal. 

Méthode de résolution des circuits non linéaires : 

• On fait des hypothèses de fonctionnement pour se ramener à des zones de fonctionnement 
linéaire. L'énoncé précise quel modèle de diode doit être utilisé. 

• Ces hypothèses étant faites, on calcule les différentes tensions ou intensités recherchées. 
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Chapitre 21 ·Conversion électronique statique 

• Il faut à la fin des calculs vérifier les hypothèses pour s' assurer que c'est bien cohérent. Il 
ne faut jamais oublier cette dernière étape qui valide les calculs précédents. 

Le mode de fonctionnement de la diode est souvent intuitif. Le choix de la bonne hypothè­
se ne pose en général pas de problème mais pour être rigoureux dans le raisonnement, il est 
préférable de suivre cette démarche. Il faut prouver avant d'affirmer. 

Modèle de la diode parfaite : 

Une diode à jonction PN est constituée de deux semi-conducteurs de même nature (silicium 
ou germanium), dopés différemment : l 'un de type N (les électrons sont les charges élec­
triques mobiles), l'autre de type P (les trous positifs sont les charges électriques mobiles). 
On oriente l' intensité id dans le sens de la flèche représentant le sens du courant dans la 
diode. La tension ud est en convention récepteur. 

id anode cathode 
) ~ 

anode cathode 

--c=n--

La tension de seuil Vo vaut environ 0 ,2 V pour une diode au germanium et 0,6 V pour une 
diode au silicium. Dans de nombreux cas, les tensions dans les montages comportant des 
diodes sont très supérieures à la tension de seuil , on peut négliger Vo. 
Le modèle de la diode parfaite consiste à prendre Vo = 0 V. 
On deux deux zones de fonctionnement : 

• Si Ud = 0 : i d ~ 0. La diode est passante. La diode est équivalente à interrupteur fermé. 
Le fait de supposer la diode passante ne donne aucun renseignement sur l'intensité . 

• Si ud ::::.:; 0 id = 0. La diode est bloquée. La diode est équivalente à un interrupteur 
ouvert. 

Bilan : 
• Si on suppose que la diode est passante, on a ud = O. Il faut vérifier à la fin des calculs 

que la diode est bien passante, c'est-à-dire que i d ~ O . 

• Si on suppose que la diode est bloquée, on a i d = 0. 11 faut vérifier à la fin des calculs que 
la diode est bien bloquée, c' est-à-dire que ud ::::.:; O. 
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1. Pour chaque diode, on oriente i d dans le sens de la flèche représentant 
le sens du courant dans la diode et ud en convention récepteur. 

1re hypothèse : on suppose V e ;;::: 0 

• Supposons : D2 et D4 passantes, D1 et D3 bloquées. 

• La tension de sortie vaut : 

Vs = Ve 

V V. 
• Vérification des hypothèses : i d2 = i d4 = _!_ = _.!!_. Pour que i d2 ;;::: 0 et 

R R 
Îd4 ;;::: 0, il faut que Ve ;;::: O. Vérifions que D1 et D3 sont bien bloquées : 
U D 1 = U D3 = - Vs ~ 0 · 

2e hypothèse : on suppose Ve ~ 0 

• Supposons : D1 et D3 passantes, D2 et D4 bloquées. 

• La tension de sortie vaut : 

Vs = - Ve 
V - V. 

• Vérification des hypothèses : ÎJ 1 = Îd3 = _!_ = __ e . Pour que id1 ;;::: 0 et 
R R 

Îd 3 ;;::: 0, il faut que Ve ~ O. Vérifions que D2 et D4 sont bien bloquées : 
U D2 = U D4 = - Vs ~ 0. 

On obtient la caractéristique suivante : 
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Chapitre 21 ·Conversion électronique statique 

On en déduit la tension de sortie en fonction du temps : 

Vs 
0,8 

0,4 

0 

- 0,4 

- 0,8 t en ms 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 

On a un redressement double alternance. 
Le signal à l'entrée est sinusoïdal (une seule raie à 50 Hz). Le spectre de la 
sortie est plus riche, ce qui caractérise la non linéarité du montage. Le fon­
damental est à 100 Hz. On a un doublement de la fréquence d'entrée. 

2. Pour visualiser les tensions d'entrée et de sortie simultanément à l'oscil­
loscope, on peut utiliser : 

• un transformateur d'isolement à cause du problème de masse. 

voie 1 

voie 2 

• une sonde différentielle qui mesure la différence de potentiel entre deux 
points quelconques d'un circuit. 
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Phénomènes 
de propagation 
non dispersifs 

Exercice 22.1 : Corde de Melde et ondes stationnaires 

On considère une corde vibrante de masse linéique µ,de longueur L sans élasti­
cité et sans torsion, se déformant faiblement au voisinage d'un axe Ox. On négli­
ge les effets de la pesanteur. 

1. Établir l'équation de propagation de d'Alembert sachant que le déplacement 

y(x,t) est un infiniment petit d'ordre un, ainsi que l'angle Œ = ay que fait la 
ax 

corde au point d' abscisse x avec l'axe Ox. 

2. La corde est tendue par le poids d'une masse m maintenue fixée sur la poulie 
en x = O. Un dispositif impose le mouvement y(L,t) = b coswt avec b << L. 

On cherche y(x , t) de la forme f (x) coswt. On suppose que sin ( wcL) -=f O. 

Définir les noeuds et ventres de vibration. 

3. Montrer que pour certaines valeurs de w, il y a résonance et que les pulsations 
possibles se mettent sous la forme Wn = nw 1. Représenter les noeuds et les 
ventres de vibration pour n = 1 et n = 2 . 

) 

X 

Analyse du problème 

On étudie la propagation d 'une onde transverse sur l ' axe Ox. On obtient l'équation 
de d 'Alembert que l'on rencontre très souvent dans les exercices. Avec les condi­
tions aux limites de l'énoncé, on a une onde stationnaire constituée de noeuds et 

À 
ventres de vibration. La distance entre deux noeuds successifs est 

2 
alors que la dis-

,\ 
tance entre un noeud et un ventre consécutifs est 

4
. 
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Cours: Force exercée par une partie de la corde sur l'autre partie 
Si on coupe fictivement la corde '!_ll point M d'abscisse x, la partie droite de la corde exer­
ce sur la partie gauche une force T (x, t) tangente à la corde. 
D'après Je principe des actions réciproques, la partie gauche exerce sur la partie droite la 
force - T(x,t). 

1. À L'instant t, La corde subit un déplacement transversal. On suppose que 
La corde se déforme faiblement au voisinage de L'axe Ox. On fera donc un 
développement Limité au premier ordre. On écrira par exemple : tan a = a ; 
cos O'. = 1. .. 

Système: élément de corde compris entre x et x + dx . On a dx =dl cos a. 
On fait un développement Limité au premier ordre : cos a = 1, d'où dx = dl. 

Référentiel: m = ( O; ilx, u y,uz, t) terrestre galiléen. 

Bilan des actions extérieures : 
• poids négligeable. 

• La partie droite exerce une force f (x + dx, t) tangente à La corde en x + 
dx. ... 

• La partie gauche exerce une force -T(x ,t) tangente à La corde en x. 

y T(x+ dx, t) 

x x+dx X 

Théorème de la quantité de mouvement : 

µdlâ = -f (x,t) + T (x + dx,t) 

La corde se déforme faiblement au voisinage de L'axe Ox. L:'accélération de 
La corde est uniquement suivant uy. Les angles sont fortement augmentés 
sur La figure pour La clarté de La représentation. 

On désigne par Tx et Ty Les projections de T sur (ux, u y). On projette Le 
théorème de La quantité de mouvement sur (ux,u y) : 

0 = -Tx (x,t) + Tx (x + dx,t) 
a2y 

µdx -
2 

= - Ty (x ,t) + Ty (x + dx,t) at 
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On en déduit que : 

Chapitre 22 • Phénomènes de propagation non dispersifs 

aTx Û=-dx 
ax 

a2y aTy 
µdx at2 = ax dx 

On en déduit de la première équation que Tx est une constante. Au premier 
ordre, on a : Tx = T cos a = T = cte. 

--+ ---+ 
Comme T et dl sont colinéaires, on a : 

On en déduit : 

D'où 

On obtient alors : 

ay Ty 
tan a= - = -

ax Tx 

ay Ty 
a= - = -

ax T 

ay 
Ty =T­

ax 

aTy a2y 
-= T -
ax ax2 

Il reste à remplacer dans le théorème de la quantité de mouvement : 

a2y a2y 
µdx-=T-dx 

at2 ax2 

On obtient l'équation de propagation, appelée ici équation de d'Alembert : 

a2y 1 a2y 
ax2 c2 at2 

On défi nit la célérité de l'onde : 

c=/f 
L'onde se propage sur l'axe Ox et le mouvement d'un point de la corde est 
dans une direction orthogonale à Ox. On dit que l'onde est transverse. 

2. La poulie et la masse m sont immobiles. La masse m est en équilibre, donc 

Ti +mg = Ô. La tension du fil idéal et tendu est uniforme le long de celui-
--+ --+ 

ci. On a donc T2 = -Ti. On a vu dans la question précédente que 
Tx = T = constante. Comme la poulie est immobile, on en déduit que : 

T = llr2ll = ll f1 Il= mg 
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y 

L X 

masse m 

On cherche y(x ,t) de la formef(x ) cos wt. Les variables x et t sont décou­
plées. 
On dit que l'on a une onde stationnaire. 
Pour trouver f (x), il suffit de remplacer y (x ,t) dans l'équation de 
d'Alembert : 

1 
f " (x) cos (wt) = 2 (-w2

) f (x) cos (wt ) 
c 

Après simplification , on a : 

w2 
f 11 (x) + 2 f (x) = 0 

c 

On définit k le module du vecteur d'onde, appelé module d'onde : 

w 
k = -

c 

Cette équation différentielle ressemble à un oscillateur harmonique. Attention : les 
dérivées sont par rapport à x et non par rapport au temps t. Le coefficient devant 
f (x) est homogène à l ' inverse d'une distance au carré, ce qui justifie le change­
ment de variable avec k. 

On en déduit directement la solution de cette équation différentielle : 

f (x) = A coskx + B sinkx 

On obtient donc : 

y (x, t ) =(A coskx + B sinkx) cos (wt) 

On a deux fonctions périodiques : 

• périodicité temporelle de période T. La pulsation w est définie par 
27r 

w = - = 27rf. 
T 
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Chapitre 22 • Phénomènes de propagation non dispersifs 

• périodicité spatiale de période À. Le vecteur d'onde k est défini par : 
27r 

k = T = 2mJ". On appelle ale nombre d'onde ou fréquence spatiale. 

Deux conditions aux Limites : 

• y(O,t) = 0 =A coswt. On en déduit que A= O. 

b 
• y(L,t) = b coswt = B sinkl cos wt. D'où: B = . . 

smkl 
On a donc: 

b . 
y (x,t) = . sm kx cos (wt) 

smkL 

On a des noeuds et des ventres de vibration : 

Noeuds de vibration : L'amplitude de la vibration est nulle en un noeud de 
vibration. On n'a pas de mouvement de la corde. Pour déterminer les abs­
cisses correspondantes, il suffit de résoudre : sin kx = 0, soit : 

kx = n7r 

avec n entier. On obtient : 

n7r n7r À 
Xn = - = - =n-

k 27r 2 
À 

À 
La distance entre deux noeuds successifs est 

2
. 

Ventres de vibration : L'amplitude de la vibration est maximale. En un point 
d'un ventre de vibration , on a : 

sinkx = ±1 

D'où: 
7r 

kx = l + m 7r 

avec m entier. On obtient alors : 

7r 7r 7r 7r À À 
x = -+m- = -+m- = -+m-

m 2k k 2 27r 27r 4 2 
À À 

À 
La distance entre deux ventres successifs est 

2
. 

À 
La distance entre un noeud et un ventre de vibration consécutifs est 

4
. 

3. Si sinkL =sin ( ; L) ~ 0, l'amplitude tend vers l'infini. On dit que 

l'on a résonance pour certaines valeurs de k, donc certaines valeurs de la 
pulsation. 
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(t 

~ 

En pratique, l'amplitude reste finie à cause des frottements. Le développe­
ment limité effectué précédemment n'est plus valable. 
On a alors : 

w 
kL = -L = n7r 

c 
avec n entier. On a résonance pour les pulsations suivantes : 

7rC 
Wn =nL 

Pour x = L, on a y= b cos wt. C'est pratiquement un noeud de vibration 
puisque l'amplitude b est très faible devant l'amplitude des ventres de vibra­
tion. 

Étude du cas où n = 1 - Excitation du premier mode propre 
7rC 

On l'obtient pour une pulsation d'excitation w 1 = L' soit une fréquence 

fi = ~ = ~. Cette fréquence est appelée fréquence fondamentale. 
27r 2L 

La longueur d'onde est : 
c c 

À1 = cTi = - = c = 2L 
f1 2L 

On a donc la relation : 
À1 

L= -
2 

On a la figure suivante. On a un seul ventre de vibration. 

masse m 

On retient que lorsque la longueur L est égale à la moitié de la longueur d'onde, 
on a le premier mode propre. On peut mémoriser ce résultat facilement sachant 
que la distance entre deux noeuds successifs est la moitié de la longueur d'onde. 

Étude du cas où n = 2 - Excitation du deuxième mode propre 

27rc 
On l'obtient pour une pulsation d'excitation w2 = L, soit une fréquence 

h = w
2 

= !:._ . Cette fréquence est appelée 2e harmonique. 
2 7r L 
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Chapitre 22 • Phénomènes de propagation non dispersifs 

La Longueur d'onde est : 
c c 

À2 = cT2 = - = - = L 
h f 

À2 3À2 
On a deux ventres de vibration aux abscisses : 4 et 4 . 

On a trois noeuds de vibration aux abscisses : 0, À2 et ,\2 • 
2 

masse m 

Si on fait L'expérience et qu'on augmente La fréquence de L'excitation, on 
observe sur La corde des ondes stationnaires de faible amplitude sauf pour 
certaines valeurs correspondant aux modes propres calculés précédemment. 

Exercice 22.2 : E uation des télé ra histes 

Un câble coaxial est assimilé à un circuit à constantes réparties, de sorte qu'une 
longueur dx de câble est représentée par le schéma électrique équivalent suivant : 

i(x) Lodx i(x+dx) 
) '1111' 

1 
) 

î v(x ) Codx î v(x+dx ) 

I 
où Lo,Co représentent respectivement l'inductance linéique et la capacité 
linéique du câble. Dans la section d'abscisse x du câble, le courant vaut i(x ,t) et 
la différence de potentiel v(x ,t). Dans la section d 'abscisse x + dx du câble, le 
courant vaut i(x + dx ,t) et la différence de potentiel v(x + dx,t). 

1. Établir le système d'équations reliant les grandeurs i(x ,t) et v(x,t). En dédui­
re les équations vérifiées par les fonctions i(x, t) et v(x,t). En déduire c la vites­
se de propogation des ondes. 

2. On étudie la propagation d'une onde plane progressive harmonique se propa­
geant vers les x > O. On pose f (x, t) = Io exp (j (wt - kx )) et 
.!!. (x ,t) = Vo exp (j (wt - kx )). Montrer que.!!. et f sont en phase. Établir la rela-
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Partie 6 • Ondes 

V 
tion de dispersion. On pose Zc = =:=. Exprimer Zc en fonction de Lo et Co. 

- l -

Calculer l'impédance caractéristique de la ligne Zc etc la vitesse de propagation 

des ondes sachant que Lo= 0,28 µH .m- 1 ; Co= 112 pF.m- 1• 

V 
3. Que devient la relation =:= pour une onde plane progressive harmonique se pro­

z 
pageant vers les x < 0 ? 

4. L'extrémité de la ligne (x = L) est fermée sur une impédance complexe Zr . 

On pose f (x ,t) = Io exp (j (wt - kx)) + 16 exp (j (wt + kx)). En déduire 
.!!_ (x, t). Calculer à l'extrémité du câble, le coefficient de réflexion en tension puis 

le coefficient de réflexion en intensité. Interpréter les cas particuliers : Zr = 0, 

Zr ~ OO et Zr = Zc. 

Analyse du problème 

L'approximation des régimes quasi stationnaires est valable si la dimension du cir­
cuit est négligeable devant la longueur d'onde, ce qui est le cas pour un élément de 
longueur dx. On peut donc appliquer la loi des noeuds et la loi des mailles pour 
obtenir le système d'équations différentielles. 

1. Loi des noeuds : 

av 
i(x ,t) = i(x + dx ,t) + Codx ­

at 

Remarque: on devrait écrire Codx ( ~~) (x + dx, t). 

La formule de Taylor permet d'écrire: 

Codx [(av) (x + dx , t)] = Codx (av) (x,t) + Codx a
2

v dx 
at at axat 

a2v 
Le deuxième terme C0dx--dx est un infiniment petit du deuxième ordre (pro-

axat 
duit de deux infiniment petits d'ordre 1), alors que le premier terme 

Codx ( ~~) (x,t) est un infiniment petit du premier ordre. On néglige tous les 

termes d'ordre supérieur à 1, ce qui revient à négliger le deuxième terme devant le 
premier terme. 

ai 
Comme i(x + dx,t) = i(x,t) + -dx, on en déduit que: 

ax 
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Chapitre 22 • Phénomènes de propagation non dispersifs 

ai av 
- =-Co- (éq. 1) 
ax at 

Loi des mailles : 

ai 
v(x ,t) = v(x + dx,t) + Lodx­

at 

av , . 
Comme v(x + dx ,t) = v(x,t) + - dx, on en dedu1t que: 

ax 
av ai 
ax = - Lo at (éq. 2) 

(a(l)) a2i a2 v 
On calcule -- : - =-Co--

ax ax2 atax 

(a(l)) a2i a2v 
On calcule -- : -- =-Co-

at axat at2 

(
a(2)) a2v a2i 

On calcule -- : - = - Lo--
ax ax2 atax 

(
a(2)) a2 v a2i 

On calcule -- : -- =-Lo-
at axat a12 

Les variables x et t sont indépendantes. On peut permuter l'ordre des dérivées par­
tielles, soit : 

a2v a2v a2i a2i 
-- =--et--= --
axat atax axat atax 

Par élimination, on obtient : 

et 

::~ =-Lo [-co ~:n 
On en déduit les équations d'Alembert : 

et 

a2 i a2 i 
ax2 = LoCo at2 
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Partie 6 • Ondes 

La vitesse de propagation des ondes est : 

1 
c=---

JLoCo 
2. On reporte f (x,t) = Io exp (j (wt - kx)) 
et!!. (x ,t) = Vo exp (j (wt - kx)) dans Les équations (1) et (2) : 

1

-jkio = -Co(jwVo) 
- jkVo =-Lo (jwio) 

Vo k Law 
ce qui donne : = = -- = --. 

Io Cow k 
On a donc !!. et f en phase. On en déduit La relation de dispersion : 

w= kc 
L'impédance caractéristique du câble est : 

Zc = I = ~: = c:w = C~c = ~ 
Application numérique : Zc = 50 Q etc= 1, 79 x 108 m.s- 1• 

3. Pour une onde se propageant dans L'autre sens : 
f (x,t) =Io exp (j (wt + kx)) et!!. (x,t) = Vo exp (j (wt + kx)). 
En reportant dans L'équation (1), on obtient : 

jkio =-Co (jwVo) 

On en déduit que : 

!!. Vo k L 0w 
- = - = -- = -- = - Zc 
i Io Cow k 

Remarque : Il faut bien distinguer l'onde incidente (intensité notée ii) et l ' onde 

réfléchie (intensité notée ir ). 

On a vu que pour l'onde incidence : 

vi(x,t) = Zc iï(x ,t) 

et pour l'onde réfléchie : 

Vr(x,t) = -Zc ir(x ,t) 

4. La tension se déduit de L'intensité en utilisant L'impédance caractéris­
tique : 

Q(x,t) = Z c ii(x ,t) - Zc ir(x ,t) -- --

On a donc: 
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Chapitre 22 • Phénomènes de propagation non dispersifs 

Q(x, t) = Zc [Io exp (j (wt - kx)) - 16 exp (j (wt + kx)) J 

À l'extrémité de la ligne, la loi d'Ohm donne : 

Q(L,t) = Zr {(L,t) 

Le théorème de superposition permet de calculer L(L ,t) en fonction de 
ii (L,t) = Io exp (j (wt - kL)) et de ir(L ,t) = I6 exp (j (wt + kL)) 

i(L,t) = ii(L ,t) + ir(L,t) 
- -

Il faut bien mettre un signe+ entre Ïi(L ,t) et ir(L ,t) puisqu'on applique le théo­
rème de superposition. 

On a donc: 

Q(L ,t) = Z r [Io exp (j (wt - kL)) + I6 exp (j (wt + kL)) J 
Soit: 

Q(L ,t) = Zc [Io exp(j(wt - kL)) -16 exp(j(wt + kL))] 

On en déduit que : 

[Zc - Z r J Io exp (j(wt - kL)) = [Zr+ Zc ] I6 exp (j(wt + kL)) 

À l'extrémité du câble, le coefficient de réflexion en intensité est : 

Îr (L,t) Zc - Zr 
PI= ~ = - -
- li (L ,t) Zc +Zr 

On en déduit le coefficient de réflexion en tension : 

Cas particuliers : 

Vr (L,t) 
Pv = =--­
- Vi (L ,t) 

• Zr = 0 : le câble est court-circuité à son extrémité. Alors 
p1 = -Pv = 1. L'onde incidente est entièrement réfléchie . 

• Zr ~ oo : le câble est en circuit ouvert à son extrémité. Alors 
Pr = -pv = -1 . L'onde incidente est entièrement réfléchie. 

• Zr = Zc : Pr = Pv = O. Il n'y a pas d'onde réfléchie. L'onde incidente 

est absorbée au bout de la ligne : c'est l'adaptation d'impédance . 
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Ondes sonores 
dans Les fluides 

Exercice 23.1 : Tuyau d'orgue 

On considère un tuyau d' orgue rempli d'air de masse volumique µ 0 . On note Pl 

la surpression acoustique et u 1 la vitesse particulaire. La célérité du son est notée 
c. L'extrémité est fermée en x = 0 et ouverte en x = L. On cherche Pl (x ,t) sous 
la forme d'ondes stationnaires : Pl (x,t) =Po cos(wt) cos(kx + </>). 
1. Déterminer la vitesse particulaire en fonction de p0 , µ0 , c, w, k, x et </>. 

2. Déterminer la fréquence vo du fondamental et les fréquences des harmoniques 
Vn avec n entier. Déterminer la position des noeuds et des ventres de surpression 
acoustique pour vo et v1 . 

3. L'amplitude maximale du déplacement des particules est Çmax = 0,4 mm. En 
déduire 1 'amplitude maximale Po de la surpression acoustique pour la fréquence 
Vo. 

Application numérique: µ 0 = 1,3 kg.m- 3 ; c = 340 m.s-1 ; L = 60 cm. 

Analyse du problème 

Cet exercice traite d'un problème d'acoustique. On ne peut pas utiliser l'impédan­
ce acoustique car l'onde est stationnaire. L'équation d'Euler permet d'en déduire la 
vitesse particulaire. Il faut faire attention aux conditions aux limites. 

Cours : Approximation acoustique 

On considère une onde sonore qui se propage dans un fluide. Au repos, le fluide a une masse 
volumique µ0 , une pression Po et une vitesse particulaire nulle. 
Lorsque l 'onde sonore se propage, les grandeurs précédentes sont modifiées en chaque point 
du milieu: 

• La pression P peut se mettre sous la forme P = Po + p 1 . On appelle p 1 la pression 
acoustique ou surpression avec 1 Pl 1 « Po . 

• La masse volumique peut se mettre sous la forme:µ= µo + µ I avec lµ1 I «µo . 
• La vitesse particulaire peut se mettre sous la forme : u = Ô + û l · 

Pl , µ 1 et u l seront considérés comme des infiniment petits du premier ordre. 

Équations utiles dans les exercices d'acoustique 

On utilisera trois équations qui découlent directement du cours de mécanique des fluides et 
de thermodynamique en se plaçant dans le cadre de l'approximation acoustique. 
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Chapitre 23 ·Ondes sonores dans les fluides 

Première équation: équation d'Euler. On néglige le terme d 'accélération convective qui est 
du deuxième ordre. On a alors : 

Deuxième équation : équation de conservation de la masse. 

aµ1 d. ( ... ) o -- + µ0 1v u 1 = ar 
Troisième équation : coefficient de compressibilité du fluide. 

1 dµ 1 µ1 
xo= -- = --

µdP µOPl 

En combinant la deuxième et la troisième équation, on a : 

a (µo xoP1) + d' ( ... ) 0 µ0 1v u 1 = ar 
On dérive par rapport au temps et on commute les dérivées partielles : 

a2p1 . (aü1) µo xo- 2-· + µo div - = O (eq.l) ar ar 
La divergence de la première équation s'écrit : 

div (µo a~l) = - div (~Pl) = - llp1 

Soit: 

. ( aü1) µo div Tt = -llp1 (eq.2) 

On en déduit de (1) et (2) l'équation de d'Alembert: 

a2 Pl 
llp1 = µoxo ar2 

On a la même équation de d'Alembert pour u l · 
La célérité du son dans le milieu est : 

1 
c= ---

~µoxo 

Méthode pour obtenir la relation de dispersion : 

On injecte PL (x,t) dans l 'équation de d 'Alembert: 

1 a2 Pt llp1 
c2 at2 

2 l 2 ' ' On a : - k p 1 = - - w p 1, d ou 
c2 

w= kc 
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Partie 6 • Ondes 

1. La surpression est Pl (x ,t) = Po cos (wt) cos (kx + </>). 
L'équation d'Euler en projection sur l'axe Ox s'écrit : 

âu L âp1 
µo- = -- = pok cos (wt) sin (kx + </>) 

ât âx 

On obtient : 

u 1 = Po k sin (wt) sin (kx + </>) = Po sin (wt) sin (kx + </>) 
µo w µoc 

La constante d'intégration est nulle dans tout le cours sur la propagation des 
ondes. 

2. Conditions aux limites. 
L'extrémité x = 0 est fermée : la vitesse particulaire est nulle. On doit 
donc avoir u 1 = 0 pour x = 0, soit sin </> = 0. On choisit alors : </> = O. 
L'extrémité x = L est ouverte : La surpression est nulle. On doit donc avoir 
p 1 = 0 pour x = L, soit cos(kL) = 0. Ce qui implique : 

1T 
kL = l + n?T 

avec n entier positif ou nul. 
On a vu que w = kc. On a alors : 

21TV 1T 
kL=-L=- + n?T 

c 2 
Pour chaque valeur den, on a une fréquence v, d'où : 

c c 
Vn = 4L + 2L n 

La fréquence vo (obtenue avec n = 0) est appelée le fondamental : 
c 

vo = -
4L 

Les autres fréquences sont les harmoniques impairs : 

1/n = vo(l + 2n) 

On peut définir une longueur d'onde Àn définie par : 

21T 
k=-

Àn 

1T 
Comme kL = 

2 
+ n1T, alors 

21T = 2_ (~ + n1T) 
Àn L 2 

On en déduit la longueur d'onde : 

4L 
À - -­

n - 1+2n 
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Chapitre 23 ·Ondes sonores dans les fluides 

a) Étude du fondamental de fréquence vo 
Noeuds de vibration de surpression acoustique : 
On cherche à déterminer la position des noeuds de vibration de surpression 
acoustique, c'est-à-dire les points pour lesquels : 

COS e: X)= Ü 

On doit donc avoir : 
27r 7r 
-x = - +m7r 
Ào m 2 

avec m entier relatif. 
Pour chaque valeur de m, on a une abscisse : 

Ào Ào 
Xm = 4 +ml 

Ventres de vibration de surpression acoustique : 

La position des ventres de vibration de surpress10n acoustique s'obtient 
lorsque : 

On doit donc avoir : 

avec q entier relatif. 
Pour chaque valeur de q, on a une abscisse : 

Ào 
X q =q-

2 

Remarque : On retrouve le résultat connu : la distance entre deux noeuds succes-

. f Ào L d · d · f Ào L d · s1 s est l. a istance entre eux ventres success1 s est l. a istance entre un 

Ào 
noeud et un ventre est -

4 

On représente sur la figure 
~ ci-contre les ondes de pres-

si on pour différentes 
valeurs de Po à un instant t. 
On vérifie que l'on a bien un 
ventre de surpress10n en 
x = 0 et un noeud de sur-
pression en x = L. 

3 

2,5 

2 

1, 5 

1 

0,5 

0 

surpression acoustique 

0, 1 0, 2 0, 3 0, 4 0, 5 0, 6 
X 
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Partie 6 • Ondes 

b) Étude de l'harmonique de fréquence v1 = 3vo 

La longueur d'onde )q est : 
4L 

À1 = -
3 

Noeuds de vibration de surpression acoustique : 

Les noeuds de vibration sont pour : 
Àt À1 

X = -+m-
m 4 2 

avec m entier relatif. On a alors : 
L 2L 

X = - +m-
m 3 3 

. L 
On a deux points : x = - et x = L. 

3 
Ventres de vibration de surpression acoustique : 

Les ventres de vibration sont pour : 
À1 

Xq =q-
2 

avec q entier relatif. On a alors : 
2L 

Xq =q-
3 

2L 
On a deux points : x = 0 et x = 3 

3 

2 

1 

0 

- 1 

-2 

- 3 

surpression acoustique 

À 
Remarque : On vérifie que la distance entre deux noeuds successifs est - 1 et que 

À 2 
la distance entre un noeud et un ventre est 

4
1 

. 

3. La vitesse particulaire est la dérivée du déplacement Ç par rapport au 
temps. On a donc : 

a Ç Po . ( ) . (k ) u 1 = - = - sm wt sm x at µoc 
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Chapitre 23 ·Ondes sonores dans les fluides 

On intègre : 

Ç = _ __!!!!_cos (wt) sin (kx) 
µ0cw 

On a toujours la constante d'intégration nulle dans le cours sur la propaga­
tion des ondes. 
L'.'amplitude maximale du déplacement des particules est : 

Po Po 
Çmax = µocw = µokc2 

Comme Ào = 4L, on en déduit : 

Çmax = 2 Po 2 Ào = Po 2 4L = Po 2L 2 
7rµ0c 27rµ0c 7rµ0c 

Finalement la surpression maximale est : 

Çmax 7rµoc 2 
Po= lL = 157Pa 

Exercice 23.2 : Coefficients de réflexion et de transmission 

On considère une onde plane progressive monochromatique acoustique se pro­
pageant dans le sens des x > 0 dans le milieu 1. La vitesse particulaire est notée 
!ii = uio exp (i (wt - k1x)). Elle arrive à l'interface entre deux milieux de surfa­

ce S à l' abscisse x =O. 
On note µ1, c1 , µ2, c 2, Za1 et Za2 les masses volumiques, célérités du son et 
impédances acoustiques dans les milieux 1 et 2. 

Za2 
On pose Z a t = µ 1c1,Za2 = µ2c2 et Œ = - . 

Zai 

1. Montrer qu'il existe une onde réfléchie et exprimer !ir et !i, en fonction de r et 

t les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude pour la vitesse. En 
déduire p ., p et p puis r et t en fonction de Œ . 

- t - r - t 

2. Définir le vecteur de Poynting sonore et l' expression de la puissance sonore à 
travers la surface S. Calculer les coefficients de réflexion R et de transmission T 
en puissance moyenne en fonction de Œ . Calculer R + Tet interpréter physique­
ment. Que se passe-t-il si Za2 >> Za1 ? 

s 

X 
milieu 1 milieu 2 

x =O 
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Partie 6 • Ondes 

Analyse du problème 

Cet exercice traite d'un problème d'acoustique avec deux milieux de propagation. 
On peut utiliser l'impédance acoustique car on a une onde plane progressive. 
Attention au signe de l'impédance acoustique pour l'onde réfléchie. 

Il faut savoir écrire les conditions aux limites en x = 0. 

Cours : Impédance acoustique 

Onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens x > 0 : 

On considère une onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens des 
x > 0 dans le milieu 1, notée OPPMEB. La vitesse particulaire est: 
Y:.i = Uiû exp (i (wt - kix)). 

L'équation d'Euler s'écrit dans le cadre de l'approximation acoustique en notation complexe: 

On a donc: 

au. ap. 
-l -l µ1-=--at ax 

ap. 
µ1i wui0 exp(i (wt - k1x)) = - -i ax 

L'intégration donne avec la constante d'intégration nulle : 

µJWUiO 
p. = exp (i (wt - k1x)) 
- l k1 

On a la relation w = k1 c1. 

On définit l'impédance acoustique dans le milieu 1 de l 'onde OPPMEB : 

PiO 
Za1 = - = µ1c1 

uw 

Onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens x < 0 : 

Pour 1 'onde réfléchie dans le milieu 1, notée OPPMO , la vitesse particulaire est : 
Y:.r =Uro exp (i (wt + k1x)). 

L'équation d'Euler s'écrit dans Je cadre de l'approximation acoustique en notation complexe: 

On a donc: 

a!!:.r a p r 
µi-=--at ax 

ap 
µ1iwuro exp (i (wt + k1x)) = - -r ax 

L' intégration donne avec la constante d ' intégration nulle : 

µJ WUrO 
p = - exp (i (wt + k1x)) 
- r ki 

On a la relation w = k1 c1. 
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Chapitre 23 ·Ondes sonores dans les fluides 

L'impédance acoustique dans le milieu 1 de l 'onde OPPM0 est: 

Pro - = - Zai = - µ1c1 
UrO 

Remarque : On définit l' impédance acoustique pour une onde plane progressive même si 
elle n'est pas monochromatique (ou harmonjque). On a les mêmes résultats que ceux établis 
précédemment. 

Conditions aux limites 

À l'interface entre les deux milieux 1 et 2, on a deux conditions aux limites : 

• Continuité de la vitesse particulaire : on n'a pas de « décollement » à l ' interface entre 
les deux milieux, donc !:!:.t (O,t) = !:!:.2 (0, t). 

• Continuité de la pression : Si on applique le théorème de la quantité de mouvement à un 
élément de fluide de volume infiniment petit, on peut montrer que la somme des forces de 
pression vaut O. On a alors continuité de la pression: p 

1 
(O,t) = p

2
(0,t). 

Comment calculer !:!:.I , !:!:.2, p 1, p 2 ? 

On note avec un indice i l'onde incidente, r l' onde réfléchie et t l'onde transmise. 
Les équations étant linéaires, on peut appliquer le théorème de superposition : 

!:!:.1 = !:!:.i + !:!:.r ; !:!:.2 = !:!:.t ; P J = Pi + Pr ; P 2 = Pt 

Il ne faut pas écrire !:!:.i - !:!:.r pour calculer !:!:.t ! ! ! 

1. 

Onde incidente : 
La vitesse particulaire est : !ii = uw exp (i (wt - k 1x)). 

1'· ' d t ' t Z PiO 0 d' d 't l . Limpe ance acous ique es : a l= - = µ 1c1. n en e ui a surpression: 

avec w = k1 c 1. 

Onde transmise : 

UiQ 

p.= µ 1c1uio exp (i (wt - k1 x)) 
-l 

La vitesse particulaire est : f!:.1 = u1o exp (i (wt - k1x)) . 

.,. ' d . Z PtO 0 d' d . l Limpe ance acoustique est : a2 = - = µ 2c2 . n en e uit a surpres-
u10 

sion : 

avec w = k1c2. 
On suppose qu'il n'existe pas d'onde réfléchie. Les relations de continuité de 
la vitesse particulaire et de la pression s'écrivent en x = 0 : 

1 

!iJ O,t ) = !it (O ,t) 
µ l C l!ii (0, t) = µ 2C2f!:.t (0, t ) 

On devrait donc avoir : Za 1 = Z a2 ce qui est impossible puisque les deux 
milieux sont différents. Il existe donc une onde réfléchie. 
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Onde réfléchie : 

La vitesse µarticulaire est: !:!:..r =Uro exp (i (wt + k1x)). 

L'impédance acoustique est : Pro = -Za1 = -µ 1 c1. On en déduit la sur­
uro 

press10n : 
Pr= - µ1c1uro exp (i (wt + kix)) 

On définit r et t les coefficients de réflexion et de transmission en ampli-
. Uro UtO 

tude pour la vitesse: r = - et t = -. 

Finalement, on a : 
UiQ UiO 

!:!:..i = UiQ exp (i (wt - k1x) ) 
p.= µ 1c1ui0 exp(i (wt -k1x)) 
-l 

!:!:..r = ruiO exp (i (wt + k1x)) 
p = - µ 1 c1rui0 exp (i (wt + k1x)) 
-r 

!:!:..t = tuiO exp (i (wt - k2x)) 
p = µ2c2t uio exp (i (wt - k2x)) 
-t 

On écrit les conditions aux limites en x = 0 : continuité de la vitesse µar­
ticulaire et de la surpression : 

On doit donc avoir : 

!:!:..i (O,t) = !:!:._2 (0, t) 
p

1 
(O,t) = p

2
(0,t) 

!:!:..i(O,t) + !:!:..r(O,t) = !:!:..r(O,t) 
p.(0,t) + p (0,t) = p (O,t) 
-i -r -t 

Finalement, on obtient un système à deux équations et deux inconnues per­
mettant de calculer r et t : 

l
l+r = t 
µ1c1 - µ 1cir = µ2c2t 

D'où: 

l
l+r=t 
1 - r = at 

On fait la somme des deux équations: 2 = t(l +a). D'où: 

2 
t=-­

l +a 

2 
Comme r = t - 1, on en déduit : r = - 1. Finalement, on a : 

l+ a 
1 -Œ 

r = 
l +a 
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Chapitre 23 ·Ondes sonores dans les fluides 

2. Onde incidente : 
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est : 

Il faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu­
soïdales. 

On a alors : IÎi = µ 1 c1uf0 cos2 (wt - k1x) Ux. 
Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des x > O. 

1 
Comme la moyenne de la fonction cos2 sur une période vaut 2, on en déduit 

la moyenne du vecteur de Poynting sonore : 

(

--+ ) 1 2 .... ni = 2µ1C!UiQUX 

La puissance moyenne de l'onde incidente est : 

(Pi) = J J (ni)·ctSux = ~µ1 c1uf0 s 
s 

Onde réfléchie : 
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde réfléchie est : 

. .... - 2 2 2 .... On a alors . n r - -µ1 c1r uiO cos (wt + k1 x ) Ux . 

Le signe - traduit la propagation de l'onde dans le sens des x < O. 
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est : 

( IÎr) = - ~ µ 1 c ir
2
uf0Üx 

La puissance moyenne de l'onde réfléchie est : 

Onde transmise : 
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est : 

--+ 

nt = PtUtÜx 

On a alors : IÎi = µ2c2t 2uf0 cos2 (wt - k2x) Ux. 
Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des x > O. 
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est : 

(ni)= ~µ2c2t 2u f0ux 
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La puissance moyenne de l'onde transmise est : 

(Pr ) = J J (rrt) · (dSux) = ~ (aµ1c1) t2u~0 S 
s 

On en déduit le coefficient de réflexion R en puissance moyenne : 

(Pr) 2 R=--=r 
(Pi) 

Le coefficient de transmission T en puissance moyenne est : 

T = (Pr) = at2 
(Pi ) 

On calcule la somme R + T: 

( 
1 - a) 

2 
4a 1 + a 2 

- 2a + 4a 
R+T= + = ------

1 + Œ (1 + a )2 (1 + a)2 

En simplifiant, on a : 

(1 + Œ)2 

R+T= =1 
(1 + Œ) 2 

Cette relation traduit la conservation de la puissance à la surface S d'abs­
cisse x = 0 : la puissance de l'onde incidente se répartit entre l'onde réflé­
chie et l'onde transmise. 
Cas particulier si Za2 >> Za 1 : on a a >> 1. On en déduit les expressions 

1-a 2 
approchées de r et t : r = ~ - 1 et t = ~ 0. Ce cas corres-

1 +a l+ a 
pond à la réflexion sur un mur. Toute la puissance de l'onde incidente est 
réfléchie. On vérifie que l'on a R = 1 et T = 0. 

Exercice 23.3 : Transmission à travers une membrane* 

On considère une membrane infiniment fine de masse surfacique Œ. On note 
c = 340 m.s- 1 la célérité du son dans l'air et µ 0 = 1,3 kg.m- 3 la masse volu­
mique de l'air. L'impédance acoustique de l'air est Za = µ 0c. 
Une onde acoustique se propage dans le sens des x > 0 dans la région 1. La sur­
pression de l'onde incidente est p. = pw exp (i (wt - kx)). Elle arrive à l'inter­
face x =O. On suppose que l'o~ a continuité de la vitesse particulaire pour 
x = 0 et que la vitesse de la membrane est égale à la vitesse de l'onde transmi­
se. On définit r et t les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude 
pour la surpression. On définit T le coefficient de transmission en puissance et 
TctB = 10 log T. 

1. À cause de la membrane, on n'a pas continuité de la pression. Appliquer le 
théorème de la quantité de mouvement à la membrane en supposant qu'elle vibre 
en bloc. Déterminer r_ et f. en fonction de w, µ 0 ,c et Œ . 
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Chapitre 23 ·Ondes sonores dans les fluides 

2. Déterminer T le coefficient de transmission en puissance en fonction de w et 
wo. Exprimer wo en fonction de µ 0 , c et a. 

3. Calculer a pour atténuer de 70 dB un signal sinusoïdal de fréquence 2000 Hz. 

air membrane air 

X 

région 1 région 2 

x = O 

Analyse du problème 

Cet exercice traite d'un problème d 'acoustique avec la transmission à travers une 
membrane. On pourra utiliser l'impédance acoustique en faisant attention au signe 
pour l'onde réfléchie. 

La difficulté est d'écri re correctement les conditions aux limites en x =O . L'énoncé 
donne les deux équations à écrire. 

1. 

Onde incidente : 

La surpression est : 
p.= Pio exp (i (wt - kx ) ) 
- t 

1 ' · , d . Z PiO 0 d, d . l . 
L impe ance acoustique est : a = - = µ0c . n en e uit a vitesse par-

ticulaire : 

avec w = kc . 

Onde réfléchie : 

La surpression est : 

uw 

!:!i = PiO exp (i (wt - kx ) ) 
µoc 

p r = r_pw exp (i (wt + kx)) 

L'.ïmpédance acoustique est : Pro = - Za = - µ0c . On en déduit la vitesse 
Uro 

particulaire : 
r._pio (' ( k )) !:ir = - -- exp z wt + x 
µoc 

avec w = kc. 

Onde transmise : 

La surpression est : 
pt = !_pw exp (i (wt - kx )) 
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L'.împédance acoustique est : Za = Pto = µ 0c. On en déduit la vitesse par­
uro 

ticulaire : 
t PiO . 

!:!:_1 = --- exp (i (wt - kx)) 
µoc 

avec w = kc. 

Expressions de la surpression et de la vitesse particulaire dans chaque 
milieu : 

Dans le milieu 1, on a: p
1 
=Pi+ Pr· 

Dans le milieu 2, on a : !:!:_2 = !:!:.t· 

Continuité de la vitesse particulaire pour x = 0 : 

g 1 (O,t) = g 2 (O,t) 

On a donc: 
!:!:.i (O,t) + !:!:.r (O, t) = !:!:.r (O, t) 

On obtient finalement : 
l-r=t 

On peut être surpris de ne pas retrouver la relation rencontrée dans de nombreux 
exercices : 1 + r_ = !_.Ici, r_ est le coefficient de réflexion en amplitude pour la sur­
pression et non pour la vitesse particulaire. 

Théorème de la quantité de mouvement à la membrane : 

Bilan des actions : 

• Forces de pression exercées par la région 1 : 

plSÜx =(pi (O,t) +Pr (O ,t))SÜx 

• Forces de pression exercées par la région 2 : - p 2SÜx = - (pt (O,t))SÜx. 

La masse de la membrane est m =a S. 
La membrane vibre en bloc d'après l'énoncé, on a : 

Vmembrane = !:!:.t (O,t) = !:!:.2 (O,t) = !:!:_1 (O,t) 

On applique le théorème de la quantité de mouvement à la membrane : 

dvmembrane ( ) S .... 
m dt = Pt - P2 u x 

On a donc: 
du (O,t) ( ) aS - t = p . (O,t) + p (O, t) - p (O,t) S 

dt -l - r - t 

On en déduit : 
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Chapitre 23 ·Ondes sonores dans les fluides 

Équations pour déterminer r.. et !_ : 

l-r=t 

1 + [_ = .f. ( 1 + i CJW ) 
µoc 

On fait La somme des deux équations : 

2 = !_ (2 + i CJW ) 
µoc 

On en déduit le coefficient de transmission en amplitude pour la surpression : 

2µ0c 
avec wo = --. 

(J 

1 1 
t=---­

CJW 
l+i--

2µoc 

w 
1 +i ­

wo 

Le coefficient de transmission est donc un filtre passe-bas du premier ordre. 
On pose : 

!_ = t exp (i </>) 
avec 

1 
t = ---;:::==== 

J1 + c~s 
Si la pulsation de l'onde incidente est trop grande, l'onde sonore ne traver­
se plus la membrane et toute la puissance de l'onde est réfléchie. 

2. 
Onde incidente : 

Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est : 
2 

TI..... ...., Piü 2 ( k ) ..... 
i = P i UiUx = - cos wt - X U x 

µo c 

Il faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu­
soïdales. 

La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour L'onde incidente est : 

2 

(ni)= :;~c ux 
La puissa nce moyenne de l'onde incidente est : 

259 



"'O 
0 
c 
:J 
0 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
> a. 
0 
u 

260 

Partie 6 • Ondes 

Onde transmise : 
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est : 

2 2 
... .... t Piû 2 k ,+. .... TI, = PtUtUx = -- cos (wt - X+'+') Ux 

µoc 

La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est : 

( 
... ) _ f 2 Pro ... TI, - --Ux 

2µ0c 

La puissance moyenne de l'onde transmise est : 

(P, ) = JJ (iï1) dSû, = ~ 1::!0 s 
s 

Le coefficient de transmission en puissance est : 

T _ _ (P_t) _ __ 1 __ 

- (Pi) - 1 + (~)2 

Le coefficient de transmission en puissance peut s'exprimer en décibels : 

TaB = 10 log T = - 10log(1 + (~) ') 
On chercher à avoir TdB = - 70, soit : 

On doit donc avoir : 

Soit: 

f f 0 - ----;=::::;::::=== 
,J107 - 1 

D'après l'énoncé, f = 2000 Hz. On en déduit : fo = 0,63 Hz. 
On a vu que : 

On a donc: 

2µ0c 
wo = 2Kfo = -­

a 

2µoc 2 
a= -- = 222 kg.m-

27rfo 
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Ondes 
électromagnétiques 
dans Le vide 

Exercice 24.1 : OPPM dans le vide et vecteur de Poynting 

On considère une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se pro­
page suivant l'axe Ox. Le champ électrique est polarisé suivant uy . 
1. Établir l'équation de propagation et en déduire la relation de dispersion. 

2. Déterminer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne trans­
portée par l'onde à travers une surface S perpendiculaire à la direction de propa­
gation. 

3. Déterminer le flux du champ magnétique à travers un cadre carré de côté 
a = 1 m, formé de N spires et situé dans un plan perpendiculaire à u2 pour une 
fréquence f = 1 OO MHz. 

4. Que se passe-t-il si la fréquence vautf = 160 kHz? 

Analyse du problème 

On étudie la propagation d' une OPPM polarisée suivant uy. On verra une méthode 

systématique pour établir l'équation de propagation. On pourra en déduire la rela­
tion de dispersion . 

... ... ... 
Le calcul du champ magnétique peut se faire avec les opérateurs rot E = i k /\ E ou 

... ..... .... 
rot E = -ik /\ E puisqu'on a une OPPM. Dans le cas contraire, il faut utiliser 
l' équation de Maxwell-Faraday. 

Attention à bien revenir en grandeurs réelles pour calculer le vecteur de Poynting. 

On va comparer la longueur d'onde à la dimension a du cadre et remarquer que 1' on 
peut faire un calcul simplifié si la longueur d'onde est très grande devant a. 

Cours : Définition d'une onde plane progressive monochromatique 

On étudie la propagation du champ électrique suivant l ' axe Ox. 
L'onde est plane si le champ électrique prend des valeurs uniformes pour tout plan perpen­
diculaire à la direction de propagation (ici direction Ùx). Le plan perpendiculaire à la direc­
tion de propagation est appelé plan d'onde. 
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L'onde est progressive si le champ électrique peut se mettre sous la forme 

_ Ex (x - et) 

E = Ey (x - et) 
E z (x - et) 

On appelle e la célérité de l'onde. 
L'onde est progressive, polarisée suivant uy, donc 

E = E (x - et) uy 
L'onde est plane, progressive, harmonique et polarisée suivant uy donc le champ électrique 

peut se mettre sous la forme : 

E = Eo cos (wt - kx) uy 
Pour une OPPM dans le vide, on va démontrer que 

w = kc 

En notation complexe, on a: E = Eo exp (i (wt - kx)) uy. 

1. Les équations de Maxwell dans le vide s'écrivent : 

Equation de Maxwell-Gauss : div Ë = fQ = 0 
-+ 

Equation de Maxwell-Flux : div B = 0 
~--- -

Equation de Maxwell-Faraday : rotE = - ~~ 
~..., -+ aË aË 

Equation de Maxwell-Ampère : rotB = µ0} + µ 0Eoat = µ0Eoat 

On n'a pas de charges et de courants volumiques. 

Cours : Méthode systématique pour écrire l'équation de propagation en électroma­
gnétisme 
On calcule le rotationnel du rotationnel du champ électrique ou du champ magnétique. Il 
faut connaître par coeur la formule : 

~ 

---+ (---+ -) -----+ ( - ) -rot rot E = grad divE - t!:,.E 

On déduit des équations de Maxwell que : 

nit (nit E) = grad (div E) - û = nit ( - ~ ~) 
puisque div Ë = Ô dans le vide . 
On peut inverser les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap­
port au temps puisqu'on a des variables indépendantes. On a donc : 

- Û = - :
1 

(nitB) = - :
1 
(µ0Eo aa~) 

On en déduit l'équation de d'Alembert : 
-+ 1 a2 Ë 

~E = --­
c2 at2 
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Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

en posant 

c = 3 x 108 m.s- 1 est la célérité de la lumière dans le vide. 

Cours : Méthode pour obtenir la relation de dispersion 

Dans l'exercice, le champ électrique s'écrit en notation complexe : 

Ë = Eo exp (i (wt - kx)) Ûy 

Il suffit de reporter le champ électrique dans l'équation de propagation pour en déduire la 
relation de dispersion. 

On a alors : 

2 .... 2 
.... 2 .... 1 a E 1 . 2 .... w .... 

!!J,.E = -k E = --- = - (zw) E = - - E 
- - c2 at2 c2 - c2 -

On obtient la relation de dispersion d'une OPPM dans le vide : 

w 
k= -

c 

Cours : Expression du champ magnétique en fonction du champ électrique 

Le champ électrique est de la forme : Ë = Eo exp (i (wt - kx )) Ûy . 

Dans le cas d'une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs : 
.... 

BE . - ~ - - - .- - ~ - - - .- ---= = l wE ; rot E = V /\ E = - lk /\ E et div E = V· E = - lk · E ai - - - - - - -
Remarque : On peut utiliser une autre convention dans les autres exercices. 
Le champ électrique complexe peut se mettre sous une autre forme : 

Ë = Eo exp (-i (wt - kx )) Ûy . 

Dans le cas d' une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs 
mais avec des signes différents : 

.... 
BE . - ~ - - - .- - ~ - - - .- ---= = - lwE ; rot E = V /\ E = lk /\ E et div E = V· E = lk · E ai - - - - - -

Les opérateurs V= ik ou V= - ik ne sont utilisables que pour une OPPM 
avec les coordonnées cartésiennes. 
Si on ne peut pas utiliser les opérateurs simplifiés précédents, il faut écrire l' équa­
tion de Maxwell-Faraday et en déduire par le calcul du rotationnel le champ 
magnétique. 

On a une OPPM. Le champ magnétique se déduit directement de l'équation 
de Maxwell-Faraday : 

.... 
---+ .... aB .... .... ( .... ) rot E = - ---== = - ik /\ E = - iwB - at - -
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Finalement, on a : 
.... .... 

.... k /\ E 
B= --

w 

On a vu que w = kc. On a également : 

.... Eo .... 
B = - exp (i (wt - kx)) U z 

c 

En notation réelle, on a : 

Ë = Eo cos (wt - kx) Üy ; B =Re ( s) = ~o cos (wt - kx) Üz 

On vérifie que le trièdre (k, Ë, B) est bien direct. 

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoïdales. 
Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoïdal, il faut reve­
nir en grandeurs réelles dès qu'on a le produit de deux sinusoïdes. 

Le vecteur de Poynting est défini par : 
.... .... 

.... E /\ B 
TI=-

1 
On a vu que µ0Eo = 2 . On a donc: 

c 

µo 

.... .... 2 
.... E /\ B E0 2 .... TI = = - cos ( wt - kx) u x 

µo µoc 

La valeur moyenne du vecteur de Poynting sur une période est : 

(TI 
.... )_ EoE5 .... 

- C 
2 

U x 

1 
car la moyenne temporelle de cos2 (wt - kx)vaut 2. 
On considère une surface S orthogonale à la direction de propagation. On 

choisit S = SÜx. 
La puissance moyenne qui traverse la surface S est le flux du vecteur de 
Poynting : 

!! ( .... ) ---+ !! EoE5 ... .... EoE5 Pmay = n · dS = c-
2

- ux · dSux = c-
2
-S 

s s 
3. La fréquence de l'onde estf = 100 MHz. C'est une onde radio utilisée dans 
la bande FM (modulation de fréquence). La longueur d'onde est : 

C 3 X 108 

À = cT = - = = 3 m. 
f 100 X 106 
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Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

La longueur d'onde est du même ordre de grandeur que a. On ne peut pas 
supposer que la champ magnétique est uniforme dans le cadre. 
On oriente le cadre suivant suivant Uz. 
Le flux du champ magnétique en notation complexe à travers une spire : 

On a alors : 

cp = j j 8.cts 
s 

cp = f f ~o exp (i (wt - kx)) dxdy 

s 
a a a a 

Il faut intégrer x entre -- et - et y entre -- et -. Comme les variables 
2 2 2 2 

sont indépendantes, on a le produit de deux intégrales : 

cp = _Q exp (iwt) exp (-ikx) dx dy E (la /2 ) (l a/2 ) 
C -a/2 -a/2 

On a alors : 

E a l a/2 
cp = _ o_ exp (iwt) exp (- ikx) dx 
- C -a/2 

Eoa . [exp(-ikx)] a/
2 

= - exp (1 wt) . 
C -lk -a/2 

Soit: 

cp = E?a exp (iwt) (exp ( - ik9-) - exp (ik9-)) 
- -1kc 2 2 

En simplifiant, on obtient : 

cp = E?a exp (2iwt) (2i sin (ka)) = 
2

Eoa exp (iwt) sin (ka) 
- - 1kc 2 kc 2 

Il reste à prendre la partie réelle pour obtenir le flux réel : 

2Eoa (ka) cp = -- sin - cos (wt) 
kc 2 

Le flux du champ magnétique à travers les N spires est : 

2NEoa (ka) <I> = sin - cos (wt) 
kc 2 

4. La fréquence de l'onde électromagnétique estf = 160 kHz. C'est une onde 
radio utilisée dans la bande AM (modulation d'amplitude). La longueur d'on-

c 3 X 108 
de est: À = cT = - = = 1875 m. 

f 160 X 103 
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La longueur d'onde est très grande devant la dimension du cadre. Sur une 
distance de 1 m, le champ magnétique est quasi uniforme et quasiment la 
même valeur qu'en x =O. On peut alors calculer le flux plus simplement que 
dans la question précédente. 

<I> = N J J 8.ctS = N BS = N ( ~o cos(wt)) (a 2
) 

s 
On peut effectuer un développement limité de la relation trouvée dans la question 
précédente puisque 

k 21!" 
_!!_ = À a = na << 1 
2 2 À 

On retrouve bien le même résultat : 

<t> = sin - cos (wt) ~ - cos (wt) = N- cos (wt) a2 2N Eoa (ka) 2N Eoa ka Eo 
kc 2 kc 2 c 

Remarque : Il est important de bien raisonner sur la longueur d'onde. Si la lon­
gueur d'onde est très grande devant la dimension du cadre, on peut supposer que le 
champ est magnétique est quasi uniforme au niveau du cadre et le calcul du flux du 
champ magnétique est beaucoup plus simple. 

Exercice 24.2 : Propagation guidée et relation de dispersion 
On considère deux plans parfaitement conducteurs, parallèles au plan Oyz, d ' abs­
cisses x = 0 et x = d. Une onde électromagnétique se propage dans le vide sui­
vant Uz entre ces deux plans. On appelle c la célérité de la lumière dans la vide. 

1. Établir l 'équation de propagation. 
~ 

2. On cherche le champ électrique sous la forme E = E(x) exp (i(wt - kz)) uy. 
Établir la relation de dispersion. Montrer que l'on doit avoir une fréquence supé­
rieure à une fréquence minimale f min pour avoir propagation de cette onde. 
Déterminer f min en fonction de c et d. Quelle est la nature de l'onde ? 

Analyse du problème 

La méthode systématique pour établir l'équation de propagation est de calculer le 
rotationnel du rotationnel du champ électrique. On en déduit une équation différen­
tielle sur E(x). On a des conditions aux limites qui imposent des contraintes sur le 
champ électrique et qui permettent d'en déduire la relation de dispersion. 

1. On calcule le rotationnel du rotationnel en utilisant les équations de Maxwell: 

~ (~ ... ) ~ ( ... ) ... ~ ( as) rot rot E = grad divE - ~E =rot - at 
-+ -+ 

puisque dans le vide div E = 0. 
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Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

On peut inverser Les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap­
port au temps puisqu'on a des variables indépendantes. On a donc : 

-Û = -:1 (roîB) = -:
1 
(µ 0Eo ~~ ) 

On en déduit L'équation de d'Alembert : 

en posant 

.... 1 a2Ë 
t:,.E = --­

c2 at2 

1 
µoso = 2 

c 

c = 3 x 108 m.s- 1 est La célérité de La Lumière dans Le vide. 

2. On cherche Le champ électrique en notation complexe de La forme 
---+ --+ 

E = E(x) exp (i (wt - kz)) uy . 

On remplace Le champ électrique dans L'équation de propagation et on 
calcule Les différents termes. 

Attention au calcul du Laplacien en coordonnées cartésiennes. 
Le Laplacien scalaire est : 

a2u a2u a2u - -
t;;.U = - + - + - = (v . v) u 

ax2 By2 Bz2 

Le Laplacien vectoriel est : 

a2ax a2ax B2ax 
t;;.ax = ax2 + ay2 + az2 

a2a a2a a2a 
/).a = __ Y + __ Y + __ Y 

y ax2 By2 Bz2 

a2az a2az a2az 
/:;;.az = ax2 + ay2 + az2 

Cette formule sera souvent utilisée pour la propagation des ondes. 
On ne peut pas généraliser cette formule en coordonnées cylindriques et sphériques. 

Le Laplacien vectoriel du champ électrique est : 

a2E a2E a2E 
E -Y -Y -Y /::,. =-- + -- + --
-Y 3x2 3y2 3z2 

d2 E (x) 
dx

2 
exp (i (wt - k z)) - k 2 E (x) exp (i (wt - kz)) 

On a également : 
2 --+ a E 2 .... 
-- = -w E at2 -
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On remplace dans l'équation de propagation : 

d2 E (x) 
dx2 exp (i (wt - kz)) - k2 E (x) exp (i (wt - kz)) 

w2 
= - 2 E (x) exp (i (wt - kz)) 

c 

On en déduit l'équation différentielle sur E (x) : 

d
2
E(x) (w2 

) 
dx2 + c2 - k2 E(x) = 0 

Conditions aux Limites 
On applique la continuité de la composante électrique pour x = 0 et x = d. 

Première condition pour x = 0 : 
Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour x = 0, le champ est 
suivant Ûy donc tangent au conducteur. On doit donc avoir : 

E(O) = 0 

Deuxième condition pour x = d : 

Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour x = d, le champ est 
suivant Ûy donc tangent au conducteur. On doit donc avoir : 

E(d) = 0 

Plusieurs cas pour La résolution de L'équation différentielle : 
w2 

Premier cas : 2 - k 2 < 0 
c 

w2 
On pose Q 2 = - 2 +k2

• 
c 

l'équation caractéristique est : 
r 2 - Q 2 = 0 

Attention à l 'écriture de l 'équation caractéristique. Il ne faut pas écrire 

r 2 - n2r = 0 ! 

On a deux racines réelles : r 1 = Q et r2 = - Q . 

On a des solutions de la forme : 

E (x) = A ch Qx + B sh Qx 

Ne pas utiliser cette forme si la distance entre les deux plaques est considérée 
comme infinie. On utilisera des solutions de la forme : 

E(x) = A' exp(Qx) + B' exp(Qx) 
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Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

On doit avoir E(O) = 0 =A et E(d) = B sh(Qd) = 0, soit A= B =O. 
Le champ est toujours nul. On n'a pas de propagation d'onde. 

w2 
Deuxième cas : - - k 2 = 0 

c2 

La seule solution est d'avoir un champ nul. 
w2 

Troisième cas : 2 - k2 > 0 
c 

w2 
On pose s-22 = 2 - k 2

• 
c 

E (x) se met alors sous la forme : 

E (x) = A cos Qx + B sin Qx 

On a deux conditions aux limites : 

• E (0) = 0, donc A = 0. 

• E(d) =O. On doit donc avoir Qd = n7r avec n entier positif. 

On a une condition de quantification : 
1f 

S°2=n-
d 

On en déduit la relation de dispersion : 
w2 n 21f2 

k2=----
c2 d2 

Pour avoir k2 > 0, il faut que : 

. 4 7r2 !2 n 21f2 
Soit : c2 > ---;{2 . La condition est donc : 

c 
f > n 2d 

avec n entier positif . 
Le champ électrique est donc : 

--+ ( n1fX ) .... E = Eon sin d cos (wt - kz) uy 

Le champ électrique est une onde progressive monochromatique polarisée 
suivant Ûy . 

L'onde se propage dans la direction Ûz. Si on considère un plan z = c t e, le 
champ électrique n'est pas uniforme car il dépend de x . 
Le champ électrique n'est donc pas une onde plane. 
La fréquence minimale pour avoir propagation de l'onde est : 

. c 
f min = ld 
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Exercice 24.3 : Propagation guidée et vecteur de Poynting 
On considère deux plans parfaitement conducteurs, parallèles au plan Oyz, d' abs­
cisses x = 0 et x = d. Une onde électromagnétique se propage dans le vide entre 
ces deux plans. On appelle c la célérité de la lumière dans la vide. Le champ élec-

.c .... • (7rX) k .... trique est de la iorme E = Eo sm d cos (wt - z) uy. 

1. Calculer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne transportée 
par 1 'onde à travers une surface dS perpendiculaire à la direction de propagation. 

2. Représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonc­
tion de la pulsation. Interprétation physique. 

Analyse du problème 
.... .... 

Pour calculer le champ magnétique, on ne peut pas utiliser les opérateurs \1 = ik ou 
-+ .... 

\1 = - ik car on n'a pas une OPPM avec les coordonnées cartésiennes. Il faut utili-
ser l'équation de Maxwell-Faraday. 

La relation de dispersion s'obtient en reportant le champ électrique dans l'équation 
de propagation. 

1. On remarque que Le champ électrique est nul pour x = 0 et x = d. La 
composante tangentielle du champ électrique doit être nulle pour x = 0 et 
x = d puisqu'on a un conducteur parfait. 
L'équation de Maxwell-Faraday s'écrit en notation complexe : 

a 0 aEY aBx --- - --
.... ax az at 

---+ .... a B a E y 0 aBY 
rotE = -----== = /\ - --

at ay at 
a 0 aEY aBz 

---
az ax at 

Calcul de Bx : 

aBX aEY . . (7rX) . --==- = - = -zkEo sm - exp (z (wt - kz )) 
at az d 

On a donc: 

k (1î"X) Bx = -w Eosin d exp(i(wt - kz)) 

En grandeurs réelles, on a : 

k (1î"X) Bx = - w Eo sin d cos (wt - kz) 

Calcul de Bz : 

aBZ aEY 7r ( X) . --==-- = - -- = - Eo - cos 7r- exp (z (wt - kz)) 
at ax d d 
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Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

On a donc : 

B = - ~o 7r cos (7r x) exp (i (wt - kz)) 
Z l W d d 

= ~o; cos ( 7r ~) exp (i ( wt - kz + ~)) 
En grandeurs réelles, on a : 

sin (wt - kz) 

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoïdales. 
Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoïdal, il faut reve­
nir en grandeurs réelles dès qu'on a le produit de deux sinusoïdes. Par contre, le 
calcul du champ magnétique à partir de l' équation de Maxwell-Faraday peut se 
faire en notation complexe ou en notation réelle car les équations de Maxwell sont 
linéaires . 

.... 
TI = 

0 
1 (7rX ) = - Eo sin - cos (wt - kz) /\ 

µo d 

- : Eo sin ( 7r ~)cos (wt - kz) 

0 
_ .!!_ Eo cos (7r x ) sin (wt - kz) 

d w d 
0 

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est : 

0 

(ii) = Û k X 

--E 2 sin2 (7r- ) 
2µ0w 0 d 

1 
puisque (cos (wt - kz) sin (wt - kz)) = 0 et (cos2 (wt - kz)) = - . 

2 
La seule composante non nulle du vecteur de Poynting correspond à la direc-
tion de propagation de l'onde. 

On considère une surface dS = dS Uz orientée dans le sens de propagation 
de l'onde. 
La puissance moyenne transportée par cette onde est : 

dPmoy =(fi)· dS = kdS E5 sin2 (7r ~) 
2µ0w d 

. w 
2. La vitesse de phase est : V<f> = k. 

Il faut déterminer la relation de dispersion pour exprimer la vitesse de phase 
en fon ction de w. Pour cela on reporte le champ électrique 
.... (7rX ) E = E0 sin d cos (wt - kz) uy dans l'équation de propagation. 
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Dans le vide, l'équation de propagation est : 

On projette sur uy : 

-- 1 a2 F; 
,0,.E = --­

c2 at2 

1T
2 

(1TX) 2 (?TX) - d2 Eo sin d cos (wt - kz) - k Eo sin d cos (wt - kz) 

w
2 

(1TX) = - c2 Eo sin d cos (wt - kz) 

On a donc: 

w2 1T2 
k2=---

c2 d2 

Il faut avoir k2 > 0. La pulsation w doit être supérieure Wmin définie par : 
?TC 

Wmin = d 
La vitesse de phase peut se mettre sous la forme : 

w w c 
V<fy - - - - -----;:::==== 

- k - J~22 _ (~)2 - Ji_ (W/;Jin)2 

La vitesse de groupe est : 

Vg = (:) 

Remarque : On peut calculer plus simplement la vitesse de groupe avec la diffé-
w2 ?T2 

rentielle de la relation de dispersion: k2 = 2 - 2 . 
c d 

On obtient : 

On en déduit que : 

2kdk = 2w~w 
c 

2 
VgV<jJ =C 

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de 
w 

groupe en fonction de --. 
Wmin 

La vitesse de phase correspond à la vitesse de propagation d'une onde 
qui n'a pas de réalité physique. Le champ électrique 

E = Eo sin(:;) cos (wt - kz) uy est une onde« éternelle »définie entre 

t = -oo et t = +oo. Il ne faut donc pas être surpris de trouver une vites­
se de phase plus grande que la vitesse de La lumière. 
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Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

V 
3c 

2, 5c 

2c 

1, 5c 

c 

0,5c 

0 1 2 3 4 w 
Wmin 

La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis­
persif. Des ondes à des pulsations différentes ne vont pas se propager à la 
même vitesse. 
La vitesse de groupe est inférieure à c. C'est tout à fait normal puisqu'elle 
correspond à un transport d'information. C'est la vitesse de la crête du 
paquet d'ondes en l'absence de grande déformation du paquet d'ondes. 

Exercice 24.4 : Cavité résonante* 

On considère deux plans disposés en z = 0 et z = -.e . Un champ électromagné­
tique peut se propager entre ces deux plans. On appelle r le coefficient de réflexion 
pour le champ électrique avec - 1 < r < 0. Un dispositif non représenté crée en 
z = -.e à t = 0 une onde incidente Ei = Eo exp (i (wt - kz)) Ux. On note E 1 le 
champ électrique se propageant dans le sens positif, après avoir subi une réflexion 
sur P(O) puis une sur P(-f). On pose cf> = 2kf, R = r 2 et Io= E5 . 

P(-C) P(O) 

-C 0 z 

1. Écrire l'expression de E 1 à l'aide de Eo, R, cf> et exp (i (wt - kz)) . 
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2. Écrire de même l'expression des champs Ë 2 , Ë 3 , . .. , Ë n se propageant dans le 
sens positif après avoir subi respectivement : 2 réflexions en P (0), 2 réflexions - -en P(-C) pour E2 , 3 réflexions en P(O), 3 réfle~ions en P(-C) pour E 3 , n 
réflexions en P(O) et n réflexions en P(-C) pour En-

OO 

3. On pose Ë = L Ën. Exprimer à l'aide de Eo, R, <P et exp (i (wt - kz)) l'am-
n=O 

plitude A de Ë. On pose I =A· A* et Io= Eô. Exprimer l'intensité I à l'aide 

I (</>) 
de Io, R et </> . On représente les courbes -- pour R = 0,2 et pour R = 0,96. 

Io 
Calculer le contraste pour les deux courbes ? 

-2 

600 

500 

400 

300 

200 

100 

0 

I (</>) 
Io 

R=0,96 

2 6 -2 0 

I ( </>) 
I o 

2 

R = 0,2 

4 
cf> 

6 

4. Déterminer pour R = 0,96 les fréquences pouvant se propager avec une inten­
sité non négligeable. Quel est l'intérêt du dispositif? 

Application numérique: c = 3,0 x 108 m.s- 1; C = 0,30 m ; R = 0,96. 

Analyse du problème 

Dans ce problème, on étudie l'influence du coefficient de réflexion sur le champ 
résultant dans une cavité et montrer que l'on peut avoir des champs électriques avec 
des amplitudes importantes et retrouver des ondes stationnaires étudiées dans 
1' exercice précédent. 
On a une OPPM qui se propage dans le vide. On a établi dans l 'exercice précédent 
l'equation de propagation et la relation de dispersion : w = kc . 

1. On considère une onde incidente de la forme : Eo exp (i (wt - kz)) . Elle 
c 

arrive en z = 0 à l'instant t = t 1 = -. 
c 

Pour t > t1 : 

On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme : 
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Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

f f 
Cette onde n'existe que pour t > -. On a un décalage temporel de - par rapport à 

c c 
l'onde incidente. On a bien +kz car l'onde se propage suivant -Ù2 • 

En développant, on a : 

r Eo exp (; ( wt + kz - :e)) 
D'après l'énoncé, on a : 

we = kc e = kl = </> 
c c 2 

l'onde réfléchie peut se mettre sous la forme : 

r Eo exp (; ( wt + kz - ~)) 
e 

Cette onde arrive en z = -e pour t = t2 = 2- . 
c 

Pour t > t2 : 

On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme : 

. f , f 
Cette onde n'existe que pour t > 2-. On a un decalage temporel de 2- par rapport 

c c 
à l 'onde incidente. On a bien -kz car l ' onde se propage suivant +ü2 . 

l'onde peut s'écrire : 

r 2 E0 exp (i (wt - kz - </>)) 

D'après l'énoncé, on pose R = r2 • -Le champ électrique E 1 peut se mettre sous la forme : 

E1 = REoexp(i (wt - kz-</>))ux 

. e 
2. Cette onde arnve en z = 0 pour t = t3 = 3-. 

c 

Pour t > t3 : 
On a une troisième réflexion en z = 0 . Le champ électrique est de l'onde 
réfléchie est : 
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On a donc: 

r
3 
Eo exp (i ( wt + kz -

3
:)) 

e 
Cette onde arrive en z = -e pour t = t4 = 4-. Le champ électrique est de 

c 
l'onde réfléchie est : 

Pour t > t4 : 

On a une quatrième réflexion en z = -e. Le champ électrique est de l'onde 
réfléchie est : 

On a donc: 

r4 Eo exp (i (wt - kz - 2</>)) 
.... 

Le champ électrique E 2 peut se mettre sous la forme : 

Ë2 = R2 Eo exp (i (wt - kz - 2</>)) ïix 
.... 

On peut généraliser facilement et en déduire le champ électrique En qui 
peut se mettre sous la forme : 

En= Rn Eo exp (i (wt - kz - n</>)) Ux 

3. Le champ résultant est : 

E = E0 exp(i (wt -kz)) [1 + R exp(-i</>) + R 2 exp(-i2</>) 

+ ... +Rn exp (-in</>)+ ... ] 

On peut mettre le champ électrique sous la forme E = A exp (i (wt - kz)) 
avec A qui correspond à la suite géométrique. 
L'amplitude du champ résultant est : 

A= Eo 
1 - R exp (-i </>) 

puisque R < 1 et lim Rn ~ O. 
n~oo 

L'intensité est : 

I = A A* = ( Eo ) ( Eo ) 
-- 1 - R exp (-i </>) 1 - R exp (i </>) 

E5 
1 - R ei<P - R e- i<P + R2 
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On obtient : 

en posant : Io = E6. 

Chapitre 24 ·Ondes électromagnétiques dans le vide 

I = ___ l_o __ _ 
1 + R2 - 2R cos </> 

Le contraste est défini par : 

lmax - l min 
C=----

Imax + lmin 

Io 
Imax est obtenu pour </> = 0, soit Imax = -----

1 + R2 - 2R 
Io 

/min est obtenu pour </> = rr, soit /min = -----
1+R2 +2R 

Calcul de Imax + lrrun : 

l max + lmin = 
Io Io 

1 + R2 - 2R + 1 + R2 + 2R 

On a donc: 

Io [ 1 + R2 + 2R + 1 + R2 - 2R J 
(1 - R)2 (1 + R)2 

lmax + /min = (1 - R)2 (1 + R )2 

Calcul de l max - /min : 

lmax - lmin = 
Io Io 

1 + R2 - 2R 1 + R2 + 2R 

Io [1+R2 +2R - 1 - R2 + 2R] 

(1 - R)2 (1 + R)2 

On a donc: 

4Rlo 
lmax - l rrun = -------

(1 - R)2 (1 + R)2 

Le contraste vaut : 

Pour R = 0 ,96 : 

Pour R = 0,2 : 

lmax - lmin 
C=----

Imax + /min 

2R 

1 + R 2 

C = 0,999 et Imax = 625. 
Io 

lmax 
C = 0 ,38 et - = 1,56. 

Io 
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On a un contraste bien meilleur pour R = 0, 96. On a une résonance très 
précise. 

4. On cherche les fréquences qui peuvent se propager. 
Pour avoir une intensité qui ne soit pas négligeable, il faut avoir 

27r 47r 47rl 
rp = 27rN = 2kl = 2- l = - l = - v 

>. cT c 

La condition sur la fréquence est : 

c 
v=-N 2e 

Application numérique pour N = 1 : v = 500 MHz. 
Les fréquences multiples de 500 MHz donnent donc très rapidement des 
ondes stationnaires d'amplitude non négligeable (voir exercice précédent où 
on cherche directement la solution sous la forme d'ondes stationnaires). 
On a donc une cavité résonante avec amplification du signal d'entrée. 

Interprétation qualitative : 

• Soit 2l = et' avec t' le temps mis à parcourir la zone d'interaction. Si le 
2e 

signal a une période égale à -, l'onde qui subit deux réflexions est en 
c 

phase avec l'onde incidente. Le champ résultant sera donc plus grand que 
le champ de l'onde incidente. Comme le coefficient de réflexion est proche 
de 1, peu d'énergie est perdue à chaque réflexion. Il faut donc un très 
grand nombre de réflexions avant d'avoir une amplitude négligeable. On 
a vu que l'intensité est 625 fois plus importante que l'intensité de l'onde 
incidente. 

2e 
• Si la période du signal est N fois plus petite que - , ou une fréquence N 

c 
c 

fois plus grande que - , on a encore une amplification du signal. 2e 
c 

• Par contre, si la fréquence de l'onde incidente est différente de N 
2
e, l'in-

tensité résultante est quasi nulle. On a une amplification très sélective. 

Remarque On peut calculer la largeur à mi-hauteur définie par 

l ( 1> ± ~1>) ;;, 1
;"" . On peut en déduire la largeur fl.v en fréquence avec la relation 

" ~<Pc p · , ' ' · ·1 f d Il 1 · , u.v = --. our avmr une resonance tres prec1se, 1 aut one a onger a cav1te. 
47rl 

Pour réaliser un laser, on utilise une cavité résonante constituée de deux 
miroirs. 
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Absorption 
et dispersion 

Exercice 25.1 : Effet de peau et ARQS magnétique 

Une onde électromagnétique se propage dans l'air dans le demi-espace x < 0 
vers un conducteur métallique de conductivité '"'( , de perméabilité µ = µ0µr 
et de permittivité Eo, occupant le demi-espace x > O. L'onde incidente 

Ëi = Eoexp (i (wt - kx)) Ü2 donne naissance à une onde réfléchie 

Ë R = E0R exp (i (wt + kRx)) Ü2 et à une onde transmise 

Ër = E0r exp (i (wt - krx)) Üz (kR est réel alors que EoR• E0r et kr sont a 

priori complexes). On pose ô = ~et a = j2
Eow. 

v~ 1 µr 

Eo = 
1 

F · m- 1 
• µ = 4n x 10- 7 H.m- 1 ; µr = 102 ; '"'( = 107 S.m- 1 

36n109 ' 
0 

f = 10 kHz etc= 3 x 108 m.s- 1 . 

1. Montrer que la densité chimique de charges p(M,t) tend très rapidement vers 
O. On considère que p(M,t) = 0 par la suite. 
2. Pour quelle gamme de fréquences les courants de déplacement dans le métal 
valent moins de un pour cent des courants de conduction ? On travaillera dans 
l' ARQS magnétique par la suite. Établir la relation de dispersion. Interpréter phy­
siquement la partie réelle et la partie imaginaire de kr· Calculer ô . 
3. Les champs magnétiques complexes incident, réfléchi et transmis s'écrivent : 

Bi =ai E0 exp (i (wt - kx)) Üy, Br = aREoR exp (i (wt + kRx)) Üy et 

Br = ar exp (i </>r) E0r exp (i (wt - krx)) Üy. Exprimer les coefficients ai, aR, 

ar et le déphasage </>r en fonction de c, w et ô. 
4. Écrire les relations de passage pour les champs électrique et magnétique dans 
le plan x = 0 et trouver deux relations entre EOR, E OT• Eo et a . Montrer que 

.... 
a << 1 . Exprimer ET ( M, t) dans le métal. 

Analyse du problème 

On étudie la propagation d'une onde dans un métal de conductivité finie. En écri­
vant les équations de Maxwell, on trouve l' équation de propagation et la relation de 
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dispersion. Dans une certaine gamme de fréquences, on simplifie la relation de dis­
persion. On a une onde qui s' atténue très rapidement dans le métal. On met en évi­
dence une profondeur de pénétration dans le métal qui correspond à la partie ima­
ginaire du vecteur d' onde. 

y~ 
Z X 

Ü X 

air métal 

1. Les équations de Maxwell s'écrivent : 

div Ê = !!___ 
.... é Q 

div B = 0 .... 
~- 3B 
rotE = -­at .... 
~ - .... 3E 
rotB = µj + µE:o­at 

{i) Attention : la perméabilité vaut µ et non µo . 

.... .... 
La loi d'Ohm locale s'écrit : j = ryE. 

L'équation de conservation de la charge est : div (J) + ~; = 0. 

ap ( .... ) ap 'Y On a donc : - +div ryE = - + - p = 0. at at éo 
L'équation différentielle vérifiée par p est : 

é Q 
avec T = - . 

'Y 

ap + ~ = o 
3t T 

La résolution donne : p =Po exp ( : ) avec T = 8,8 x 10- 19 s. Au bout 

de quelques T on peut considérer que p = O. On pourra donc supposer par 
la suite que le conducteur métallique est globalement neutre. 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

2. Condition pour être dans l'ARQS magnétique 

On cherche la condition pour négliger les courants de déplacement, c'est-à­
dire à se placer dans le cadre de l'ARQS magnétique (approximation des 
régimes quasi stationnaires). On doit avoir : 

--+ 
]D 

Je 

ll co~ll 
ll 1 Ëll 

llcoiwË Il 

ll 1Ëll 
co27r f 1 
---~-

1 " 100 

La condition pour être dans l'ARQS magnétique est donc : f ~ 1 , soit : 2007rco 
f ~ 1,8 X 1015 Hz 

Équation de propagation 

La méthode est de calculer le rotationnel du rotationnel du champ élec­
trique. 

---+ (---* --+) ----7 ( --+) --+ rot rotE = grad divE - ~E 

On a donc : 

On obtient l'équation de propagation : 
--+ .... aE 

~E=µ1-at 
On obtient une équation de diffusion. Elle est irréversible parce qu'on a 
une dérivée première par rapport au temps. C'est prévisible puisqu'on a une 
dissipation d'énergie par effet Joule dans le métal à cause de la conductivi­
té finie . 

Remarque : On rencontre plusieurs phénomènes diffusifs en physique : diffusion 
thermique, diffusion de particules, diffusion de quantité de mouvement au sein des 
fluides visqueux, effet de peau en électromagnétisme ... 

Relation de dispersion 

La méthode générale pour obtenir la relation de dispersion est de remplacer 

Ër = E0r exp (i (wt - k.rx)) Uz dans l'équation différentielle précédente 
en utilisant la notation complexe. 

--+ .... aE 2 .... . .... 
~E = µ1at = (-k.r) E = µ1twE 

On a : k.} = - (µ1iw) = i 2 (µ 1iw). 
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Il faut penser à écrire : que -1 = i2 pour pouvoir écrire par la suite la racine car­
rée. 

On a donc: 

(i7r) (i7r) (i37r) k_7 = ±exp 2 ,J0W exp 4 = ±exp 4 ,J0W 

(i37r) v'2 . v'2 
Comme exp 4 = - 2 + z 2, on a: 

( v'2 . v'2) k.r=± -2+z2 ,J0W 

- 1 i 1 i (2 
On a deux solutions: k.n = T + b et k_72 = 8 - b avec ô =V~· 

Solution n °1 : 

Le champ électrique peut se mettre sous La forme : 

ETI = E 0TI exp(; ( wt - ( 6
1 

+ D x)) U, 

= E07 exp ( ~) exp (i ( wt + ~)) 

On a une onde amortie qui se propage dans Le sens des x < 0. 

Remarque : On a bien un amortissement car x diminue quand l'onde se propage. 

Solution n ° 2 : 

Le champ électrique peut se mettre sous La forme : 

if 72 = E 072 exp (i ( wt - ( ~ - ~) x)) U, 

= EoT exp ( n exp (;(wt - m 
On a une onde amortie qui se propage dans Le sens des x > O . 
La seule solution physiquement acceptable est La solution n°2 puisque Le 
métal est illimité et qu'il ne peut donc pas y avoir d'onde réfléchie dans Le 
métal. On a donc : 

1 i 
k.r = b - b 

La partie réelle correspond au terme de propagation. 
La partie imaginaire correspond au terme d'amortissement. 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

La vitesse de phase est la vitesse de propagation de cette onde dans le milieu : 

w (2:: 
Vif> = Re (kr) = V --µ::; 

La vitesse de phase dépend de la pulsation. Les différentes ondes ne se pro­
pagent pas à la même vitesse. On dit que le milieu est dispersif. 
b est appelé la profondeur de pénétration dans le métal. 
Au bout de quelques <5, le champ électrique a une amplitude négligeable 
dans le métal. 
Application numérique : 

b = 50 µm 

3. Dans l'air, l'indice vaut 1. La relation de dispersion s'écrit pour une onde 

plane progressive monochromatique (OPPM) : w = kc. On a : ki = k Üx et 

kr = -k Üx. Soit : 

On a des OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut donc utiliser les 
.... ___..,. .... .... .... aE .... 

opérateurs : rotE = -ik /\ E et ---== = iwE. - - at -

11 faut bien lire l' énoncé, car il existe deux conventions pour l' écriture en com­
plexes ! !! 

.... --+ 

.... k /\ E 
Pour une OPPM, on a : B = - -. On en déduit les champs magnétiques : 

w 
.... k Üx /\ Eo exp (i (wt - kx )) Üz kEo . .... 
Bi = = -- exp (1 (wt - kx)) uy 

w w 
.... -k Üx /\ E0R exp (i (wt + kx)) Uz kE0R . .... 
BR = = -- exp(1 (wt + kx ))uy 

w w 
.... _ kr Üx /\ Er exp (i (wt - krx)) Üz _ kr ET (' ( )) .... 
B T - - - exp l wt - krx uy 

w w 
1 i 1 ~ (-i 7f) , Dans le conducteur, on a : kr = '8 - 8 = 8v 2 exp 4 , d où 

_ kr = - .J2 exp (-i7r) = .J2 exp (i37r) 
w wb 4 wb 4 

On obtient finalement : 

-1 1 .J2 37r 
ai = ---;: ; aR = ~ ; ay = wô ; <Pr = 4 

. .J2 (.J2) . 1 . ay exp (1 <Pr) = wb T ( - 1 + l ) = wb ( - 1 + l ) 
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Dans Les exercices, il faut bien Lire L'énoncé et regarder si on utilise Le modèle du 
conducteur réel, pour lequel la distribution de courant est représentée par un vec-

teur densité de courant volumique J non nul (même s'il ne prend de valeurs signi­
ficatives que dans une petite épaisseur au voisinage de la surface) ou le modèle du 
conducteur parfait pour lequel la distribution de courant est représentée par un 

-vecteur densité de courant surfacique j s. 
Ici , la conductivité est finie. On utilisera les relations de passage en x = 0 avec 
- -j s = 0 et a = 0 . 

4. On écrit les relations de passage pour le champ électrique et le champ 
magnétique en x =O. 

Côté 1 : 

X = o+. Le champ électrique est : E 1 = ET 
Côté 2 : 

.... .... .... 
x = o-. Le champ électrique est: E2 = Ei +ER 
On a donc: 

D'où 
Eo + EoR = EoT 
-Eo E 1 
- + - OR= - (-1 + i) E 

C C WÔ -OT 
soit 

Eo + EoR = EoT 
c 

-Eo + EoR = wJ (-1 + i) EoT 

c c 1 
avec - = et c = ---

wJ w /---z ftOJiO 
v~ 
c rEZI_ 1 

On a donc : wJ = V ~ = a . 

onaa=m . 
.... 

D'après la question 2) : 
]D 

Je 

ll Eo~ll 
11 ~Ë11 

llEoiwËll 
11 ~Ë11 

EQW 1 
- - ~ -
- ~ ~ 100' 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

1~ 
On en déduit que a= ~ - 117\A' soit a ~ 1,4 x 10- 2

• 
10 ·"'100 

Le système à deux équations et deux inconnues s'écrit : 

EaR + Eo = Ear 
(-1 + i) 

EaR - Eo = Ear 
Œ 

En faisant la différence des deux équations, on a : 
(Œ + l - i) 

2Eo = E07----a 
E 0r 2a 2a 2a (l + i) 

et - ~ --= = Œ(l+i) 
E0 a + 1 - i 1 - i 2 

D'où Ear =ah exp (i7f) 
Eo 4 

1 i 
On a vu que '5.r = b - b. 
• Si ' ---+ oo, on a le modèle du conducteur parfait, Lépaisseur de peau 

ô ---+ 0 et a ---+ O. Londe ne pénètre pas dans le métal. On a vu dans le 
cours que l'on a alors des courants en surface. Puisque E 0r ---+ 0, alors 
EOR = - Eo. Toute l'onde incidente est réfléchie. 

• Si r est finie, on a une onde qui peut pénétrer dans le métal mais elle est 
atténuée. 

E0y = Eoa h exp ( i:) exp (i (wt - krx )) û, 

1 i 
avec k = - - -

- T Ô Ô 
On a donc: 

E0r = Eoahexp C:) exp(; (wt - J + i;)) û, 

Finalement, on a : 

Eor = Eoahexp C:) exp ( n exp(; (wt - J)) û, 

Exercice 25.2 : Plasma 

On étudie la propagation d'une onde électromagnétique dans un plasma globale­
ment neutre constitué de N électrons libres par unité de volume de masse m et de 
N ions positifs par unité de volume de masse M. Une onde électromagnétique 

... N e2 

E = Eo exp (i (wt - kz )) Ûx se propage dans ce milieu. On pose w; = --. On 
mEo 

suppose que M >> m. 
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1 
Eo = 

9 
F.m- 1 

; e = 1,6 x 10- 19 C; N = 1,22 x 1012 électrons/m3 

367r X 10 

C = 3 X 108 m · S- I ; m = 9, 1 X 10- 3 I kg 

1. Montrer que l'action du champ magnétique sur un électron est négligeable 
.... 

devant celle du champ électrique. Exprimer les vecteurs courant de conduction L,. 
et courant de déplacementL en fonction de Ê, w, wp et Eo. Établir l'équation de 

propagation et la relation de dispersion. 

2. Montrer que la fréquence de l'onde doit être supérieure à une fréquence de 
coupure fc pour avoir propagation. Calculer fc · Dans le cas où il y a propagation, 
représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonction 
de la fréquence. Exprimer l'indice dans le plasma en fonction de w et Wp . 

Analyse du problème 

On étudie la propagation d'une onde dans un plasma. On ne cherche pas comme 
dans l'exercice précédent sur l'effet de peau à négliger les courants de déplacement. 
Pour obtenir la relation de dispersion, il faut établir l'équation de propagation avec 
les équations de Maxwell et ensuite remplacer le champ électrique dans l'équation 
de propagation. 

Pour que l'onde puisse se propager, on verra que la pulsation doit être supérieure à 
une pulsation de coupure. On verra l'application dans l'exercice sur la traversée de 
l'interface atmosphère - ionosphère. 

1. On écrit le PFD à un électron de masse m dans le référentiel 

(0; Ux,Uy, Uz, t) galiléen: 
..... 

dve .... .... .... 
m-=qE+qve/\B 

dt 
• Le poids est négligeable devant les autres forces. 
• On néglige les interactions entre l'électron et les autres particules qui 

sont parfois modélisées par une force de frottement fluide. 

• rordre de grandeur du champ magnétique est Il B Il "" Il! 11. On a donc 

llqve /\ 8 11 

ll qell 
qveE Ve 

~ -- ~ - << 1 . On peut donc négliger la force magné-
qc E c 

tique devant la force électrique. 

On utilise le régime sinusoïdal forcé. Il faut faire attention à bien lire l'énon­

cé : Ê = Eo exp (i (wt - kz)) Üx et non Ê = Eo exp (- i (wt - kz) ) Ux. 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

dv 
Le vecteur vitesse est de la même forme : -e = iwve. On note le complexe 

dt -
i et non j pour ne pas confondre avec le vecteur densité de courant volu­
mique. 

Remarque : Il n'y pas de constante d'intégration quand on travaille en régime sinu­
soïdal forcé. 

di .... .... -eE 
On a donc m- = imwve = qE = -eE, d'où .!!..e =-:--== 

ili - zmw 
Le vecteur densité de courant de conduction volumique s'écrit : 

L = L PkQk = L nkqkQk 
k k 

On a deux types de porteurs de charges mobiles : les ions positifs (notés i) 
de charge +e et les électrons de charge -e. 

On a donc : L = N (-eQe + eQi)· 

.... eE 
On peut démontrer comme pour les électrons que : J!..i = . M . 

l w 

On a alors : J = N (~ + ~) E = ~ e
2 

(_!_ + 2-) ïJ; 
-c tmwe zMw tw m M 

Ne
2 

( 1 1 ) .... 
~ iw m + M E 

car d'après l'énoncé M >> m. 
On néglige donc l'effet des cations pratiquement immobiles. 

.... Ne2 .... Ne2 Eo.... - icow2 
.... 2 Ne2 

On a donc: j = -. -E = -i---E = P E puisque wP = --. 
=-c imw mEo w w mEo 

• Le vecteur densité de courant de conduction volumique vaut donc : 
. 2 

.... .... -l EOWp 
j . = 'Y E avec 'Y = ---
-c - - w 

• Le vecteur densité de courant de déplacement vaut : 
--+ 

.... 3E .... 
]. ,., = co-== = iwEo E. 
---« at -

Le rapport des deux densités de courant vaut : 

Le 
-icow~ - w2 

w p 

Li iwEo w2 

L'équation de Maxwell-Ampère s'écrit : 
--+ 

.... .... 3E ( .... .... ) 
rot B = µoj + µoEo at = µo Îc + Îd · 
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-+ 

• j dans l'équation de Maxwell-Ampère désigne le courant de conduction, 
-+ 

noté Je dans l'exercice. 
-+ 

.... aE 
• }d désigne le courant de déplacement. Il est égal à Eo-. at 
On en déduit d'après la question précédente : 

(
1 - w~) .... 

.... w2 aE 
rot B = 2 --== 

- c at 
Pour trouver la relation de dispersion, il suffit de remplacer l'expression du 
champ électrique dans l'équation de propagation. 

rot (rot .E) = grad (div Ë) - 1:1E car div Ë = 0 avec un plasma globale­

ment neutre. 

On a alors : 

On en déduit l'équation de propagation : 
w2 .... 

.... 1 - wi a2 E 
1:1E = ---

c2 at2 

On remplace E = Eo exp (i (wt - kz)) Üx dans l'équation de propagation 
écrite en notation complexe pour en déduire la relation de dispersion : 

2 
1- wP 

-k2 E = c2w2 (-w2 .E)' d'où : 

2. 

• Si w < wp alors k2 < 0. k est imaginaire pur. On a une onde évanescen­
te. Il n'y a pas de propagation. 
• Si w = wp alors k = O. Il n'y a pas de propagation. 

• Si w > Wp alors k2 > 0 et k > O. On a une propagation. 

w2 w 
Si w >> wp , alors k2 

'.:::::'. 2 et k '.:::::'. - . Tout se passe comme si on était dans 
c c 

le vide. Le courant de conduction étant nul : 'Y ---+ 0. La pulsation est trop 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

grande. « Les électrons ne peuvent plus suivre » et ne se déplacent quasi­
ment plus. 

La pulsation de coupure est donc wc = wp = . On en déduit la fré-
o 

quence de coupure : 

f c = f p = ]_ {ik2 
2ny~ 

On étudie les pulsations w > wp pour lesquelles il y a propagation d'une 
onde électromagnétique. On a un filtre passe-haut. 
Application numérique : 

La vitesse de phase vaut : 
w 

f c = 9,9MHz 

w 
V<fi = - = ---;::::===== 

k ~22 (1 - ~~ ) 
c 

Lindice est défini V<fi = - . On en déduit donc : 
n 

n = n 2 

c 

d 2( 2) 2 2 . w 2 w wP w wP 
La vitesse de groupe vaut : v g = -. Or k = 2 1 - 2 = 2 - 2· 

dk c w c c 
2wdw 

On écrit la différentielle : 2kdk = -
2
- . 

c 
On a donc : Vg V<fi = c2 

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de 
w 

groupe en fonction de - . 
Wp 

V 
3c 

2,5c 

2c 

1,5c 

c 

0,5c 

0 1 2 3 4 w 
Wp 
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La vitesse de phase correspond à la vitesse de propagation d'une onde qui n'a 

pas de réalité physique. Le champ électrique E = E0 exp (i (wt - kz)) Ûx 

est une onde« éternelle »définie entre t = -oo et t = +oo. Il ne faut donc 
pas être surpris de trouver une vitesse de phase plus grande que la vitesse de 
la lumière. 
La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis­
persif. Des ondes à des pulsations différentes ne vont pas se propager à la 
même vitesse. 
La vitesse de groupe est inférieure à c. C'est tout à fait normal puisqu'elle 
correspond à un transport d'information. C'est la vitesse de la crête du 
paquet d'ondes en l'absence de grande déformation du paquet d'ondes. 

Exercice 25.3 : Traversée de L'interface atmosphère - ionosphère 

L'ionosphère peut être assimilée à un plasma neutre. On étudie la propagation des 
ondes radio à l'interface atmosphère - ionosphère supposée plane. L'ionosphère 
est dans la région z > 0 et 1' atmosphère dans la région z < 0 . Le champ incident 

est: Ëi = Eo exp (i (wt - kz)) Ûx. Lorsque l'onde arrive sur l' interface, une par­

tie est réfléchie et l'autre partie est transmise. L'indice de réfraction de l'iono-

sphère est n = n. La fréquence plasma vaut fv = 6, 9 MHz. On rappelle 

..... ..... a ..... ..... ..... 
les relations de passage : E2 - E1 = -ïi1~2 et B2 - B1 = µ0 js /\ ïi1~2. 

Eo 
1. Déterminer les coefficients de réflexion r_ et de transmission !_ en amplitude 

pour le champ électrique. En déduire les coefficients de réflexion R et de trans­
mission T en puissance. Quelle est la relation entre R et T ? 
2. Quelle est la valeur de R lorsque w < wp ? Dans ce cas, à quoi peut-on assi­
miler l'interface atmosphère-ionosphère ? 
3. On se place maintenant dans le cas d 'une incidence oblique, et on désigne par 
i l'angle d ' incidence. À quelles conditions une onde peut-elle être transmise dans 
l'ionosphère ? 
4. Un poste émetteur, au niveau de la mer, émet une onde radio de fréquence 
12 MHz vers l'ionosphère, dans une direction faisant l'angle i avec la normale à 
l'interface. En supposant que l'onde arrive sur l'interface précédente sous forme 
d'onde plane, calculer l'angle i, à partir duquel l'onde incidente ne traversera 
plus l'interface. 

Analyse du problème 

On a étudié dans l'exercice précédent la propagation d 'une onde dans un plasma. 
On s'intéresse à l'interface atmosphère-ionosphère et montrer quelles sont les 
conditions pour avoir réflexion totale. 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

1. 
Onde inddente : 
Le champ électrique incident s'écrit: Ëi = Eo exp (i (wt - kz)) Üx. 

On en déduit Le champ magnétique incident : 

_, Üi· /\ Ë. 
B-= - t 
-l 

Üz /\ Eo exp (i (wt - kz)) Üx Eo . _, 
---------- = - exp (1 (wt - kz)) uy 

c c c 

Onde réfléchie : 

Le champ électrique réfléchi s'écrit : Ë r = r_Eo exp (i (wt + kz)) Üx. 

On en déduit Le champ magnétique réfléchi : 

_, -Ü2 /\ Ër 
Br= ---­

c 

-ü2 /\ r_Eo exp (i (wt + kz)) Üx 

c 
-rE0 . _, 

- exp (z (wt + kz)) uy 
c 

Onde transmise : 
Il ne faut pas oublier L'indice n puisqu'on est dans Le plasma. 

_, 
..., ..., .... as 

L'équation de Maxwell-Faraday s'écrit : rotE = -ikr /\ E = --= - - at 
_, .... 

. _, , , .... kt /\ E c 
= -zwB, d ou B = avec w = ktv = ki-· 

w n 

On a vu dans rexercice sur le plasma que k = w J 1 w~ , soit 
c w2 

c 
w = k ---::=== 

/1 - w~ v w2 

Le champ électrique transmis s'écrit: Ët = tEo exp (i (wt - kz)) Üx . 

On en déduit Le champ magnétique transmis : 

..., Üz /\ Ët Üz /\ tEo exp (i (wt - kz)) Üx 
B = n = n-----------
~ c c 

ntE0 .... 
= ---exp (i (wt - kz)) uy 

c 

Relations de passage pour le champ électrique et le champ magnétique 
On n'a pas de densité surfacique de charges et de courants : 

_, _, 

r:7 = 0 et is = 0 . 
On écrit Les relations de passage en z = 0 : 

_, .... (7 .... 

E2 - E1 = -ii1~ 2 = 0 
co 

Eh - B1 = µoJs /\ ii 1~2 = 6 
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Côté 1 : z = o-
.... .... .... 

Le champ électrique est : E1 = Ei +Er 
-+ ~ -+ 

Le champ magnétique est : B1 = Bi + Br. 

Côté 2 : z = o+ 
.... .... 

Le champ électrique est : E2 = E,. 
.... .... 

Le champ magnétique est : B2 = B1• 

On a donc pour z = 0 : 

On en déduit que : 

Eo + r_Eo = !._Eo 

D'où: 

Eo r_Eo n!._Eo 

c c 

1

1 +r=f 
1 - r =nt - -

c 

On en déduit que 1 - r = n ( 1 - r), soit 

1 - n 2 
=1+ -- = --

l+n l + n 

On obtient finalement : 

1 - n 
r= --
- 1 +n 

2 
t= -­
- l + n 

Le coefficient de réflexion en puissance vaut : 

1-n 
r=--

l+n 

puissance moyenne réfléchie 
R = ----------­

puissance moyenne incidente 

et !._ = 1 + r 

{i) Il faut revenir aux notations réelles pour calculer le vecteur de Poynting. 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

Onde incidente : 
Le vecteur de Poynting de l'onde incidente est : 

.... .... 
.... E i /\ B i n i = --- Eo cos (wt - k z) ux Eo .... 

-------- /\ - cos (wt - kz ) u y 
µo c 

E2 
= - 0 cos2 (wt - kz ) Ûz 

µoc 

La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde incidente est : 

---+ 
On considère une surface dS = dS Ûz. 

La puissance moyenne transportée par l'onde incidente est : 

Onde réfléchie : 
On pose !.. = r exp (i<p) avec r réel positif. 
Le vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est : 

.... .... 
-+ Er /\ Br 
nr= --­

µo 
r Eo cos(wt+kz + </J)ux -rEo .... 

= /\ cos (wt + k z + </>) u y 
µo c 

On a donc: 

La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est : 

---+ 
On considère une surface dS = -dS Uz car l'onde se propage dans le sens 
(-Ûz). 
La puissance moyenne transportée par l'onde réfléchie est : 
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Onde transmise : 
Dans la suite de l'exercice, !_ est réel et sera noté t. 
Le vecteur de Poynting de l'onde transmise est : 

-+ -+ 
.... Et /\ Bt t Eo cos (wt - kz) Ûx nt Eo -+ nt = = /\ -- COS (wt + kz) Uy 

µo µo c 

On a donc: 

2 E 2 -+ nt o 2 -+ nt = COS (wt - kz ) U z 
µoc 

La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde transmise est : 

---+ 
On considère une surface dS = dS Ûz. 

La puissance moyenne transportée par l'onde transmise est : 

t 2 E 2 

( -+) -+ 0 Pmoy,t = nt . dS U z = n --dS 
2µ 0c 

Le coefficient de réflexion en puissance est : 

2 
R = Pmoy,r = r2 = ld2 = 1 - n 

Pmoy,i 1 + n 

Le coefficient de réflexion en amplitude peut être complexe (voir question 
2). Il faut calculer le module de r_ pour calculer R. 
Le coefficient de transmission en puissance est : 

T = P moy ,t 2 ( 2 ) 
2 

=nt = n 1 + n 
Pmoy,i 

On calcule la somme R + T: 

( 
1 - n) 

2 
4n 1 + n 2 

- 2n + 4n (1 + n) 2 

R+T= -- + = - -1 
1 + n (1 + n)2 (1 + n)2 - (1 + n)2 -

On a bien R + T = 1. Cette relation traduit la conservation de la puissan­
ce : toute la puissance de l'onde incidente se retrouve dans l'onde réfléchie 
et l'onde transmise. 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

2. On a vu que n = F"?J. ~indice est donc complexe. 

n2 = 1 - _.!!_ = i2 _.!!_ - 1 . 
w2 w2 ) 

w2 w 2 
On a donc n=±i~=±iX en 

~ 
posant X= y zj2 - 1 . 

2 l-n 
Le coefficient R vaut : R = -­

l + n 

R=l 

1 +x2 

--- = 1 . On a donc : 
1 +x2 

Linterface ionosphère-atmosphère peut être assimilée à une surface parfai­
tement réfléchissante (miroir plan). 

3. 

Premier cas : l < l e 
On a vu qu'il y a toujours réflexion totale. 
Deuxième cas : l > l e 

ionosphère 

atmosphère 

Terre 

On applique les lois de Descartes au point d'incidence l : sin i = n sin r, 
~ni ~ni 

d'où sin r = --. On a réflexion totale si -- > 1. 
n n 

On pose À= Arcsin (n) . 
Si i > À, on a une réflexion totale . 
Si i < À, une onde de fréquence l peut traverser l'interface. 

Remarque : l ' indice n dépend de la fréquence de l'onde. On a dispersion de la 
lumière. 

~ 4. Application numérique : .\ = Arcsin (n) = Arcsin ( J 1 1j, ) = 55° 

Si l'angle d'incidence est supérieur à 55°, l'onde incidente ne traversera plus 
l'interface et on aura réflexion totale. 
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Exercice 25.4 : Polarisation des ondes 

On étudie le montage de la figure suivante. Un analyseur est placé dans le plan 
z = 0 . On appelle u le vecteur unitaire donnant la direction de transmission pri­
vilégiée de l'analyseur. On pose a= (ux , u). 

onde 

lumineuse 

X 

analyseur 

z 

1. On considère une onde polarisée rectilignement dont le champ électrique se 

met sous la forme : Ë = Eo cos (wt - koz) Ux. Déterminer l'éclairement de l'on­
de lumineuse en sortie de l'analyseur en fonction de a et Eo. Comment est appe­
lée cette loi ? 

2. On considère une onde polarisée elliptiquement dont le champ électrique se 

met sous la forme : Ë = Eox cos (wt - koz) Ux + Eoy sin (wt - koz) uy. Déter­
miner l'éclairement de l'onde lumineuse en sortie de l 'analyseur en fonction de 
a, Eox et Eoy· 

Analyse du problème 

Dans ce problème, on étudie l'influence d'un analyseur et d 'une lame quart d'onde 
sur une onde lumineuse incidente. 

~ 
1. Le champ électrique à l'entrée de l'analyseur en z = 0 est : 

Ê entrée = Eo cos (wt) Üx 

y 

ü 

X 

Le champ électrique à la sortie de l'analyseur en z = 0 est : 
-+ -+ -+ -+ -+ 

E sortie = (Eentrée · u) · u = Eo COS (wt) COS O'.U 
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Chapitre 25 • Absorption et dispersion 

On obtient une onde polarisée rectilignement suivant û. L'éclairement de 
l'onde en sortie est : 

On a alors : 

Il Esortie 11

2 
= (Eo cos (wt ) cos a)

2 

On en déduit La moyenne temporelle : (Il Ê,o,.;, r) = ~ (Eo cos a)2. 

L'éclairement de l'onde en sortie est donc : 

K 2 2 2 
c = 2 E0 cos a = co cos a 

Cette loi est appelée loi de Malus. 

2. Le champ électrique à l'entrée de l'analyseur en z = 0 est : 

Ë entrée = Eox cos (wt ) Ûx + Eoy sin (wt) Ûy 

y 

-u 

X 

Le champ électrique à la sortie de l'analyseur en z = 0 est : 

Ë sortie = (Ëentrée · Û) · Û = (Eox cos (wt) cos a+ Eoy sin (wt) sin a) Û 

On obtient une onde polarisée rectilignement suivant û. 
L'éclairement de l'onde en sortie est : 

On a alors : 

Il Ë sortie r = (Eox cos (wt) cos a)2 + (Eox sin (wt) sin a)2 

+ 2Eox cos (wt) cos aEox sin (wt) sin a 

On en déduit la moyenne temporelle : 

(Il Êsort;, n = ~ (Eox cos <>)
2 + ~ (Eox sin a)

2 

L'éclairement de l'onde en sortie est donc : 

K (E2 2 E2 · 2 ) é = 2 Ox cos a + Oy sm a 
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Interface 
entre deux milieux 

Exercice 26.1 : Réflexion sur un conducteur parfait 

Une onde plane monochromatique se propage dans le vide. Le champ électrique 

de l'onde incidente est de la forme : Ei = Eo exp (i (wt - k z)) Üx. On note c la 
vitesse de la lumière dans le vide. On rappelle les relations de passage 

E2 - E1 = ~ ii1 --+2 ; B2 - Bi = µoJs A iit --+2 et µoJs = ii1--+2 A ( B2 - B1). 

1. L'onde rencontre en z = 0 un plan métallique parfait et l'espace z > 0 est occu­
pé par un métal parfait. Montrer qu'il y a une onde réfléchie. On note 

Er = Ero exp (i (wt + kz)) Üx le champ réfléchi. Établir l'expression de Ero· 
2. Déterminer le champ magnétique dans la région z < 0 . De quel type d'ondes 
s'agit-il ? 
3. On place en z = -f un second plan métallique identique au premier. En intro­
duisant un entier N préciser les fréquences des ondes stationnaires qui peuvent 
s'établir entre les deux plans. Qu'implique les relations de passage en z = 0 et 
z = - f, concernant le champ magnétique ? 
4. Quelle est la densité moyenne d'énergie volumique ? Quelle est l'expression de 
l'énergie électromagnétique moyenne localisée dans un cylindre de section S de 
longueur f de génératrices parallèles à 0 z ? 

Analyse du problème 

Il s'agit d'un exercice avec la réflexion d'une onde sur un conducteur parfait. On 
écrit la relation de passage du champ électrique pour montrer qu'il existe nécessai­
rement une onde réfléchie et en déduire ses caractéristiques. On obtient des ondes 
stationnaires. 

1. On remarque que le champ électrique est nul pour z = 0. La composante 
tangentielle du champ électrique doit être nulle pour z = 0. 
On doit donc avoir pour tout instant t : 

Eo exp (i (wt)) = 0 
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Chapitre 26 • Interface entre deux milieux 

Cette condition n'est pas réalisée si Eo =f O. On a donc nécessairement une 
onde réfléchie. Elle se met sous la forme la plus générale : 

Êr =Ero exp (i (w't + k'z)) Üx. 

La composante tangentielle du champ électrique doit être nulle pour z =O. 
On doit donc avoir pour tout instant t : 

Eo exp (i (wt)) +Ero exp (i w't ) = 0 

Pour que cette relation soit vérifiée pour tout instant t, on a nécessairement 
w = w' et comme la relation de dispersion est w = kc, alors k' = k. 
L'amplitude de l'onde réfléchie doit vérifier la relation : 

Le champ électrique de l'onde réfléchie est : 

Êr = - Eo exp (i (wt + kz)) Üx 

2. 
Onde incidente : 
On a une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se propage 
dans le vide. La champ magnétique est donné par la relation : 

..., ..., 
..., k1· f\E. 
B -= -t 
-l w 

Soit: 

Üz /\ Eo exp (i (wt - kz)) Üx 

..., Eo 
Bi = -exp (i (wt - kz)) Üy 

c 

c 

Onde réfléchie : 
On peut utiliser le même formalisme pour l'onde réfléchie . 

Soit: 

(-Ü z) /\ (-Eo exp (i (wt + kz)) Üx) 

c 

..., Eo 
Br = - exp (i (wt + kz)) Üy 

c 

Calcul du champ électrique résultant : 

E = Eo exp (i (wt - kz)) - Eo exp (i (wt + kz)) 

= Eo exp (iwt) [exp (- ikz) - exp (ik z) J 
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D'où 

E = - 2i Eo exp (iwt) sin (kz) = 2Eo exp (ï ( wt - ~))sin (kz) 

On peut mettre le champ électrique complexe sous la forme : 

E = -2iE0 (cos (wt) + i sin (wt)) sin (kz) 

En notation réelle, on a : 

Ë = 2Eo sin (wt) sin (kz) Ûx 

Calcul du champ magnétique résultant : 

D'où: 

Eo Eo 
B = - exp (i (wt - kz)) + - exp (i (wt + kz)) 

c c 

= Eo exp (i wt) [exp (-ikz) + exp (ikz) J 
c 

2Eo 
B = - exp (i wt) cos (kz) 

c 

En notation réelle, on a : 

... 2Eo ... 
B = - cos (wt) cos (kz) uy 

c 

On obtient une onde stationnaire. Elle ne se propage pas car elle est de la 
forme f (z) g (t). 

3. On doit avoir en z = - f, un champ électrique nul pour vérifier les condi­
tions de passage pour le champ électrique : 

Ë (-l ) = Ô = 2Eo sin (wt) sin (-kl ) Ûx 

soit kl = N 7r avec N entier . 
k est le module du vecteur d'onde, appelé module d'onde. On a : 

D'où: 

27r 
kl = - .e = N 7r 

À 

2.e 
À = ­

N 

La fréquence est notée f ou v . Elle est reliée à la longueur d'onde À par la 
relation : 
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Chapitre 26 • Interface entre deux milieux 

c 2l 
À= cT = - = -

V N 

La fréquence de l'onde doit vérifier la relation : 

avec N entier positif. 

c 
v=N-

2l 

Relation de passage pour z = 0 : 

On appelle côté 1 la région z = o+ et côté 2 la région z = o- . 
.... .... 

Le champ magnétique dans la région 1 est nul : B1 = 0. 
Le champ magnétique dans la région 2 a été calculé précédemment. 

.... 2Eo .... 
Pour z = 0, on a : B2 = - cos (wt) uy. 

c 
La relation de passage s'écrit : 

On peut également l'écrire sous la forme : 

On obtient finalement : 

.... 2Eo 
js = - cos (wt) Ûx 

µoc 

Relation de passage pour z = -l : 
z = -l : On appelle côté 1 la région z = -e- et côté 2 la région z = -e+. 

.... .... 
Le champ magnétique dans la région 1 est nul : B1 = 0 . 
Le champ magnétique dans la région 2 a été calculé précédemment. 

.... 2Eo .... 
Pour z = -l, on a : B2 = - cos (wt) cos (-kl) uy. 

c 
La relation de passage s'écrit : 

D'où: 

.... .... 2Eo .... -2Eo .... 
µ0 }s = U z /\ - cos (wt) cos (-kl) Uy = cos (wt) cos (N7r) Ux 

c c 

On obtient finalement : 

301 
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Partie 6 • Ondes 

.... -2Eo 
js = cos (wt) cos (Nn) Üx 

µoc 

Interprétation physique 
On obtient des courants surfaciques pour z = 0 et z = -l. 
L'onde incidente qui arrive sur le métal met en mouvement les électrons qui 
sont à l'origine d'un champ réfléchi de même pulsation puisque les équations 
de Maxwell sont linéaires. 
Comme le conducteur est parfait, les courants sont surfaciques. 

Il faut utiliser les notations réelles car on a le produit de grandeurs 
sinusoïdales. 

4. La densité volumique d'énergie électromagnétique est : 

EoE2 B2 
U em = --+-

2 2µ0 

4EoE5 sin2 (wt) sin2 (kz) 4E5 cos2 (wt) cos2 (kz) = +~~~~~~~~~ 

2 2µ0c2 

soit : 

U em = 2EoE5 sin2 (wt) sin2 (kz) + 2EoE5 cos2 (wt) cos2 (kz) 

La moyenne de la densité volumique d'énergie électromagnétique est : 

Finalement, on obtient : 

L'énergie électromagnétique moyenne localisée dans le cylindre de section S 
et de longueur l est : 
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A 
adaptation d 'impédance 245 
amplificateur 

Index 

linéaire intégré 4, 8, 11, 15 
amplification 15 
ARQS magnétique 153, 165, 281 

B 
bornes homologues 190 

( 

champ glissant 
rotorique 204 
statorique 204 

cycle 
à hystérésis 8 
d' hystérésis 174 
de Carnot 83 

D 
débit volumique 88 
densité 

particulaire 61 
volumique d'énergie magnétique 171 

deuxième loi de Joule 82 
diagramme 

de Clapeyron 70, 74 
de Fresnel 183 
des frigoristes 80 

diode 222, 230 

effet 
de peau 166 
Joule 162, 211 

E 

Venturi 88 
efficacité 75 

de Carnot 73 
équation 

de d' Alembert 235 , 247, 262, 267 
de diffusion 281 
de la chaleur 56 
de Maxwell-Gauss 122, 129 
de Poisson 129, 131 

F 
flux 

propre 158, 169 
thermique 38, 41 , 42, 46, 48, 51 

force 
de Laplace 146, 213 
de pression 64 

fréquence d'échantillonnage 20 

H 
hacheur 221, 225 

1 
impédance acoustique 252 
inductance propre 167, 195 

linéaire intégré 15 
loi 

d'Ohm 42 

L 

d' Ohm locale 34, 280 
de Descartes 295 
de Faraday 144, 148, 154 
de Fick 60, 62 
de Fourier 38, 46, 56 
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de Laplace 77 
de Lenz 143 
de Malus 297 
de Newton 39 

M 
moment des forces de Laplace 150 
moteur asynchrone 152 

N 
noeud 

de surpression 249 
de vibration 239 

0 
onde stationnaire 238, 300 

p 

pertes cuivre 211 
premier principe de la thermodynamique 
pour un système ouvert 105 
principe de la thermodynamique à un 
système ouvert 77 
puissance 

moyenne 182, 183, 186,223, 227 
thermique 38, 46, 48, 54 

R 
régime permanent d 'écoulement 89 
relation 

de dispersion 263, 281 , 288 
de passage 291, 301 

résistance thermique 43, 44, 49, 52, 55 
résonance 239 
rotor 217 

s 
spectre de Fourier 25 
stator 217 
surface de Gauss 114, 126 
surmodulation 27 

T 
théorème 

d'Ampère 137-139, 141, 158, 162, 
166, 168, 170, 174, 189, 194, 202 
de Bernoulli 85, 87, 94, 97, 102 
de Gauss 113, 116, 119, 120, 123, 
126, 134 
de la quantité de mouvement 95, 98, 
103, 108, 146 
de Millman 4, 11, 15 
de Shannon 19, 22 
de superposition 118, 133, 253 
des moments 70, 74, 82 
du moment cinétique 214, 218 

V 
vecteur de Poynting 255 , 259, 264, 271, 
293 
ventre 

de surpression 249 
de vibration 239 

vitesse 
de groupe 272 
de phase 272 


