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Avant-propos

Ce livre présente le cours sous une forme concise, sans complication et
illustré &'« irages » constructives simples. Il est concu afin daider les &tu-
diants des classes préparatoires & acquérir une méthode efficace qui leur
permettra une résolution rapide des exercices sans recourir nécessaire-
ment 3 une hypothétique « astuce ».

La ligne claire du raisonnement va progressivement s'imposer par une
approche systématique des problémes en corrélation les uns par rapport
aux autres et éclairés sous des angles différents. Ils assurent ainsi la mai-
trise des concepts alors que de fréquenis retours en arriére controlent la
bonne assimilation des connaissances.

Résoudre un probléme de mécanique est parfois peu aisé et if n'est pas
anormal de rencontrer des difficultés. Ce livre existe pour accompagner
et guider I"&tudiant dans son travail personnel. Celui-ci est essentiel pour
acquérir toute la rigueur et la méthode nécessaires, pourvu que Pon
s'astreigne A rechercher sa propre solution avant de consulter la solution
proposée.

Je souhaite que ce livre soit une rencontre favorable qui éveille en vous
un peu &'étonnerment, de la curiosité et Venvie d’en savoir plus.

Je tiens 3 remercier les Editions Nathan et Isabelle Ravilly pour ses

conseils d’édition, Jean-Louis Servoin qui, le premier, m’a fait confiance

pour un travail d’écriture et Philippe Flenry pour sa lecture attentive et ses
judicienx conseils. Merci & Solange d’aveir été 1a.

Jai aussi une pensée pour Carmel Pallicino.

Michel Pullicino
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p 1 La cinématique du point

La cinématique est P'éude du mouvement d’un point M indépendamment des causes gui
lui ont donné naissance ou des effets qu'if pourrait produire, efle décrit le mouvement sans
chercher & Pinterpréter, Le point n’a ici aucune matérialité, il est un objet mathématique
dont la position instantanée est définie & Paide de 3 coordonnées spatiales.

2 Espace et temps d’'un observateur

2.1. Notion de référentie]l dun observateur

La notion de mouvement ou de repos de M est relative 2 son chservateur. Tous les obser-
vateurs assis dans le compartiment ¢’un train observent un point A colté et fixe sur la vitre
alors que tous les observateurs immobiles sur le quai de la gare voient le méme point se
déplacer. Llensemble des observatewrs ligs au train constiue le référentiel du train,
Pensemble des observateurs liés au sol constitue le référentiel du sol ou référentiel terrestre.
Le mouvemnent du point M est relatif car sa description dépend du référentiel d’étude .
Les observateurs, immobiles les uns par rapport aux aufres, constituent le référentiel
d’étude R. Inversement R est un solide de référence, virtuel ou nun, sur lequel sont fixés
Ies observateurs.

‘8tape cobsiste'd définir le Téférentiel d’étide.

? ~ Cingmatique
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2.2. Repérage du point M dans Pespace

Lobservateur est sitzé en 0. Pour pré-
ciser sans ambiguité la position du
point observé A il rapporte I'espace 3
trois axes orthogonaux (Ox,), {0x), ...

( 0xy) tracés sur le solide de référence &

S MUK X, Xy)

et issus du point O choisi comme ori- B
gine. Ce systéme d'axes est muni d’une
base orthonormée directe (31, &, ?3) 3
de notation abrégée B.O.N.D. 2 %
Lobservateur en 0 observe le point M. & 7

—
11 détermine le vecteur position OM de L SO sl
composantes Xy, % et x3 dansla base

WAL

OM = 3, + x?y + x5y,

avec [a disposition pratique :

?

O
OM= | x, %
X3 23

Les paramatres %, %; et x, sont les valeurs des projections orthogonales du vecteur position sur
les trois axes du repére. Ces nombres algébriques sont les trois degrés de liberté du point ML
Un vecteur est défini par sa direction, son sens et par sa norme {ou valeur, intensité) notée
li %I = OM = ,\ilx? + xg + x%. Clest une grandeur strictement positive, indépendante de
fa base d’explicitation qui représente la distance séparant le point 0 du point A4, elle est
affectée d'une unité : le maétre,

Llassociation de Oetde (7), &, %,} définit le repere d’espace de Iobservateur :

(0 3 ?1: ?2f ?3)
B.OND.

—
repére d'espace

origine

2.3. Repérage du point M dans le temps

Le point M se déplace dans P'espace, Eobservateur se munit d’une horloge pour mesurer
le temps et peut ainsi étudier évolution de ces coordonnées en fonction du temps :

— — w0 &
OM( ) = x!(t)?§ + xg(t)?z + x3(£)?3 ou OM == (8 22
(8} 2,

| Mécanique PCSL, MPSI, PTSI .0 tatur, ioe e




Attention
1z distincdon entre
repére et référentie!
n'est pas essentielie
dans le cadre de la
mécanique classique,
mais pour ¥n méme
rélerentiel it v a une
infinité de repéres
possibles 1 certains
sont fixes et $autres
mabiles dans .

2.4. Référentiel ou repire d’espace-temps

Dadjonction de temps ¢ an repére d’espace définit le référentiel Tt :

‘0){?‘(0:2]1?)?33)

orging 7y o Np, T temps

N
repére d'espace

La cinématique et la mécanique classiques reposent sur hypothése du temps absolu
introduite par Newton en 1687 : le temnps s'écoule de la méme fagon pour tous les obser-
vateurs, autrement dit dans tous les référentiels,

Le temps absolu est indépendant du référentiel ; i} est donc inutile de préciser le temps ¢
dans I'écriture du référentiel R que 'on écrira :

MO8, 8, o).

3 Description du mouvement d’un point

Le repérage du point M dans Pespace nécessite trois coordonnées scalaires. La description
de son mouvement dans le référentiel d’étude (O 7,, %, %) est caractérisée par trois
grandeurs vectorielles toutes relatives & R : les vecteurs position, vitesse et accéléralion.

3.1. Vecteur position et trajectoire

Dans la base {Eﬁ, 2., ?3), le vecteur position du point M par rapport au référentiel & se
décompose de la fagon suivante :

F(Myg) = OM() = wy (03, + 5y(F, + (YD,

L référentiel de définition du vecteur position de M

ENE) 21
p—
OM = | xy( ) 2‘2
() 4

Commentaires :

* La connaissance des trois équations horaires x,(z}, x(#) et x;(£) définit entizrement le
mouvement de AL

+ La trajectoire dans le référentiel considéré est la courbe décrite par M au cours du temps.
Lorsqu’elle est bidimensionnelle, son équation est obtenue en éliminant le temps ¢ par
combinaison des deux équations horaires.

il y & aJors perte d'une infornation, visualiser une trajectoire ou un itinéraire sur une carte
routidre ne permet pas d’accéder 2 la position instantanée du mobile,

= 5i le point A est immobile dans @, ses composantes x;, x, et xy sont indépendantes du
temps £

3 - Cinématique
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Alttention
Contrairement a la
dérivée d'une fonc-
ton scalaire, la déri-
vée d'une fonction
vectorielle  dépend
de la base choisie
pour décrire le réfe-
rentie] d’abservation,

.

3.2. Vecteur vitesse

Dans Ia base (¢, &,, %,), le vecteur vitesse du point M par rapport au référentiel R est :

dO
o

(M) = (—-—~
(M) df Jym . référentiel de dérivation
référentiel de définition

du vecteur vitesse de M

du vecteur position

Pour bien comprendre, effectuons Ia dérivée du vecteur position :
- day, dxy, da dé dé, dé.
il O IO i, = ais s
O My) = dt 4+ dt 2t g T+ xl( dt)/m = x2( dt)/ga # xa( di)jm ’
Lobservateur dans % distingue deux types de bases de projection (2, &, &) :

(i) Labase (7, #,, 7,) est liée au référentiel d’étude 9 : elle est invariante au cours
du temps, indépendante de M et reste fixe tout an long du mouvement de A, Ainsi :

d?, dé, dé, 3 & dx;, dx, duxy
(@) = (@) = (), = 8 = 90ta) = Thart gt gih

Dans ce cas il suffit de dériver les composantes de 7(M,).

(it) La base (7,(1), ,(£), 2,()) est une base locale mobile, liée au point M et qui
'accompagne dans son mouvement ; il faudra prendre en compte les dérivées non
nulles des vecteurs unitaires de la base.

Commentaires :

* Le vecteur vitesse est tangent & la trajectoire et orienté dans le sens du mouvement.

* Le mouvement de M est rectiligne uniforme si #(M,5,) est un vecteur constant.

* Le mouvement de M est uniforme si la norme [#(M,5)| est constante.

* Sa norme v est indépendante de la base d'explicitation (7, 7,, ¢,) et s'exprime enm - 57\,

3.3. Vecteur accélération

Dans la base (2), %, ,), le vecteur accélération de M par rapport au référentiel % est :

—
P dd( M/ @) d* 0,
(My5) = ( d ) T de
/R /R «— référentiel de dérivation
référentiel de définition dil vecteur position

du vecteur vitesse de M

Commentaires :
* Sile point M est immobile dans % :

BMg) = 0 et @(My) = 0.

* Sanorme aest indépendante de la base d’explicitation (7, 4,, 2,) et s'exprime en m - 572,

Mécanique PCSI, MPSL, PTSI - & Nuhan, €lusse g



) 4 Référentiel et bases de projection

{3] Lss trmsiém& élape estle choix du systémede tmxdam:ees Ce pa.ra.métrage est
dlC‘bE‘ par la nature du mmwement et doit exploiter les symétries du probleme.

4.1. La base cartésienne

Dans le cas général, le point M est localisé par ses coordonnées cartésiennes x, y et z
fig. 2) :

(fig. 2) :

abscisse X € |-= ; 4.
= - ordonnée y € |- ; +af.
T te z6& J-; 4
o M(x, ¥, 2) =iy :Lw:wg ;
- Boan = (€4, 8y, €, ) estune base lide au référentiel 3.
oM
o
ez
o é 3
s 5
8, %

4.1.1. Vecteur position
Dans la base B, = (¢, ¢, 7,) liée au référentiel & :

x Yy

7
a}= x?x+y?j+z?z a&: }j j:
‘
4.1.2. Vecteur vitesse
2, el
U(My) = 22,+5¢,+ 22, B(Mg) = [ﬂi] = [y] .
v z g,

4.1.3. Vecteur accélération

ay  (E 7,
UMy5) = ¥Z,+jE,+ 22, a(Myz) = [%J E [y] 2,
A

4.2. La base locale cylindro-polaire

Les coordonnées cylindriques ou cylindro-polaires r, 6 et zsont mieux adaptées pour
décrire le mouvement d’un point M animé d'un mouvement de rotation autour d'un axe
privilégié (0z).

1 - Cinématique |
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NALNE g 2, distance & {'axe o, -won vecleur r &[0 ; +eof
T angle polaire B &1 ; 2xf
M CObe 2 & ]~09 ; $oof

x L]

4.2.1. Vecteur position

Dans la base locale de projection B, = 2., %, ¢ mobile par rapport 3 B et lide an

point M
2,10(6)] vecteur unitaire radial
By = (F10(H], 5I6(0],2) Z,18{1)] vecteur unitaire orthoradial

&, vecteur unitaire axial indépendant de ¢

Le vecteur position se décompose de a fagon suivant :

@:O_r;rz+m=r?,+z?z ou 5%% 0].

4.2,2. Vecteur vitesse

* Notation
* Si fest une fonction de la variable despace x:

420w o

* 5i x est une fonction du temps ¢:
dx(f) _ . d2x(8) _
—-&wEm = x et ——d-t-ﬁ'-‘ = X,
* Dérivée d'une fonction composée

5i fest une fonction de la variable d’espace x et x une fonction du temps £, pour dériver
P ps & p

par rapport & ¢, il faut décomposer :

dfx(0] _ df  dx

dx dx” d¢

. ; . df =~ dx . .
Tout se passe comme si on pouvait manipuler ar et == comme des fractions ordinaires.

dx  df

* Calcul des dérivées temporelles des vecteurs
Z, et Z, de la base mobile locale des coordon-
nées cylindriques ‘

Projetons 2, et &, dans la base liée au référentiel %
puis dérivons ces expressions par rapport & 9

?, = cos 07+ sin B?J,

T

{?a = ~sin87, + cosB?,

i

| Mécanique PCSI, MPSI, PTSH 0 tusos, cls e




(d?;g%—(_gu)/m = - Sina?x*lcose?y = ?B
(ﬂ?e_gia__&(‘)})/% = —cosbF, - sint?, = 2,

Ainsi la dérivation par rapport 2 Pangle polaire 6 est obtenee par rotation de +g rad

() =70 3o+

(SO g« oD = 2

La dérivation des fonctions composées permet décrire les dérivées par rapport au temps :

4z, dZ [e(s] dé.[e(5] L dg{8(8 )
(T = () = (C )T = (), =

At/ d¢ de di AR
dé, dé;[8{n] AL dZ[0(8
. (ﬁ?)/% - ( adf : )Jﬁa = ( 3a:[e /m(%%) = e(jg(—ié‘—. R = -6Z.

9 est la vitesse angulaire du mobile, elle Sexprime en rad - 57F et est souvent notée .
Le vecteur vitesse est obtenu par dérivation du vecteur position par rapport & fdans R :

gy o (A0My s dE, 3. (3
M) = ( dt )/m N ”’+T(E)/m+z ‘+z(?i7)/ga'
&, ;
Dans la base {2, &, ?z) :
U H
(B(Mg) = 12,4702+ 27, M) = | 9| = |16
v, 3

4.2.3. Vecteur accélération
Le vecteur accélération s’obtient par dérivation du vecteur vitesse par rapport 2 fdans @ ¢

a, F—rgt
W Myg) = (F~r807, + (rl + 2008y + 27, HMg) = {ag| = [rB+2¢8

a Z
® Vocahulaire .
= vitesse radiale . v, = #; * accélération radiale : o, = F—76%;
+ vitesse orthoradiale : v, = 78 » accélération orthoradiale : 4y = r8+ 278
* vitesse axiale : v, = £; = accélération axiale : ¢, = Z.

~v : 13

1 ~ Cinématique l
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r&E [0 ; +oof
0<{0; 2xf
z=10

* Vecteur position

* Vecteur vitesse

Lorsque le mouvement est plan, il est avantageux de se placer 3 z =
coordonnées polaires dans le plan de a trajectoire.

* Paramétrage en coordonnées polaires

Pour écrire les composantes des vecteurs vitesse
et accélération, il suffit de reprendre leurs
expressions en coordonnées cylindro-polaires
en supprimant les termes suivant 7,:

4.3. La base locale peolaire

0 et d'utiliser les

* Vecteur accélération

(=
3,0 3 axe polaire
— .
OM = r?,
| Fdg) = 13,5793, |
Tester ses connaissances > gorrigé p. 38

b T Lesdeuxvecteurs 4 et B sont exprimés dans
la base orthonormée directe (7, &, %,). En
notant ¢ = {Z, B ), teur produit scalaire noté
A+ B estun scalaire {ou nombre} tel que :

Oa 4.2 = 1A Bisine;

(b 4- B = 14 B) cosce.

B 2 labase (7, ?;,, 2)) estorthonormée directe.

E}a.? ? =?X ?z ?y'?_z:O;
E]b.? ?:333 3-:»;21;
e [2h = 1] =

12} =
Eﬁ d.

b 3 Choisi.r la ou les bonne(s) réponsels).

i:] a (?ﬂ)m Tt
d*2[9(4] dz, -
o (_{@__)m 2 e ( ;;)mmee,.

B 4 UnpointM est animé dun mouvement dircu
laire uniforme de vitesse angulaire 8 =

Sa trajectoire est un cercle de centre O et de
rayon R.

Mécanique PCSI, MPSI, PYSE . 0 votan, Slosse prita




[] & Le vecteur vitesse est constant.

[:] b. Lanorme > du vecteur vitesse est constante,
[1 6. Le mouvernent est accalére,
(] d. Le vecteur accélération est constant.

B 5 Les domaines de variation des coordormées
cylindro-polaires r, 8 et z sont:

[ja.re}-oo;+oo[, ae0; 2x[,
2€ 10 ; 4oof.

(b re[0; +of, 8€[0;x,
2€ | el

(e rE[0; +wf, 0&[0; 2ud,
26 | moo o],

B & Lemouvement d'une particule s'effectue sui-
vant un axe (Ox} avec une accélération ¥
praportionnelle 2 la distance x qui la sépare
de Porigine O. Elle a été abandonnée sans
vitesse initiale en un point d’abscisse x = ;.
Caupler 'équation de son mouvement x(f)
au signe du coefficient de proportionnalité :

exp{mg ) + exp{~wyt)

Données : chitgt) =

7] w. coefficient positif ¥ = wpx;
{] ¢ x(8 = xgcos(wys);

L3 d 208 = sychlagt).

i}

B3 7 Les petites oscillations d'un pendule simple
de longueur L abandonné sams vitesse ini-
tiale en un point d'abscisse angulaire 8,
dans un milien sans frottement sont décrites
par 'équation horaire :

8() = 8,c08(twg )

Une oscillation correspond au trajet du
point M:
Ja c-5; L1 s. ¢r B 4
He. ¢c+B-4-8-0¢

8 Que représente la fréquence propre N, des

2
N explwgt) - exp(—w,1) oscillations ?
€L 8. E .
0 2 9 Expliquer : « le temps est absolu et le mou-
[ a. coefficient négatif ¥ = -wjx; vement relatif ».
Savoir appliquer le cours » carrigé p. 29
>
E 1 Montrer que (M) est de méme décrit un mouvement rectiligne sinusoidal
3

d¢
signe que le produit scalaire (Mg ) - 2 M)q, ).
Discuter la natwe du mouvement en
distinguant : mouvement accéléré, mouve-
ment retardé, mouvement rectiligne uni-
forme et mouvement circulaire uniforme.

& 2 Léquation différentielle linéaire diordre 2 &
coefficients constants et sans second membre :
e, 2

E+mpa = 0,

suivant Paxe Ox. Sa solution générale :
x(8) = X cos{wgl+g),
est définde 3 2 constantes d'intégration prés :
X

tn

et ¢.
Déterminez ces constantes & partir des condi-
tions initiales ;

x(0) = %, et 2(0) = v,

1 - Cinématique 1
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'terpretaan du mouvement, nous né perdmm pas e i g W5 agu’ de.
éude. dlup vir alzstzgue dam le chamj; de. pemnteur_suppm mzzjbrme o en glz :
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“Nous dispoions de i’exp
(“w 4, a, ) sorit Ee pomt de déparE dels résolution du probleme. i

_passagé du vecteur position ats véc
dérivations successives par rapport 3¢

T Le systéme est ie point #; son mouvemnent est émdié dans le référentiel Gt

Choix de la base de projection :
{7} ie repére cartésien {0 ; ?x, 2’:,, Z?z} est bien adapté car le mouvement n’admet pas
d’axe privilégié de rotation ;
(i) fa base (2, E)},, ?E) est liée au référentiel, donc non dérivée par rapport a £

Eexpression du vecteur accélération projeté sur la base (4, ? 7,) est:

a, = (=0
UMg) = ~¢f, = dAMp) =1e,=7=0,
a{=z=“g

Ces trois équations différentielles constibuent les équations du mouverent du point M. En
les intégrant séparément, les constantes d’intégration étant précisées a partir des conditions
initiales, on accéde successivement au vecteur vitesse puis au ve':cteur posmon de Mdans R.
Les conditions initiales sont :

v (0) = yycosa _/'
e 3 g
OM(t=0) = [0] et Ty= vJ(G) = 0
o/ v, (1) = vy sina

! ~ Cindmatique
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Partant de 2, les intégrations successives par rapport & ¢ donnent :

v, = 2,{0) = ycosa
;(M/g;} T ovy -Lry(O} =0
v, = - gl 0, {0} = ~ gt + pysine

x = vy cosa t+x(0) = vy cosa s

- oM =1y=y0=0

K

z= -—%gt2+vosinat+z(0) = —-%gtgi—vo sine

Résumons

0 vy £0SC vy cos
AMum) = | 0 15 B(Mpp) = 0 O = 0
-g —gt+ vg sing “5532"'”0 sina?
© Analyse du résultat

* Le mouvement de Mreste dans le plan (0xz) puisqu'a chague instant : y = 0,
+ Le mouvement projeté suivant 7, est rectiligne uniforme de vitesse v, = vycosa etle

mouvernent projeté suivant 7, uniformément accéléré d'accéiération a, = —g.

» Effectuons le produit scalaire : (M) - H{M,q) = 25— gugsina.

(i)} le mouvement est décétérs ou ralenti si 3{ M) - B(M,q) < 0: £ <
{#i) le mouvement est accéléré lorsque M g} - BM,g) > 0: £ >

Le sommet & de la trajectoire est atteint & Pinstant ¢ =

vpsina

vpsina

vysino

Les dewr équations paramétriques de fa trajectoire ou équatiens horaires du mouvement sont :

[

X

-

fl

z

By Coscf

——;-gt? + v sinee £,

Léquation de la trajectoire est abtenue en éliminant le temps ¢ entre ces ieux équations :

=1
z=-58

2
= + xlanc
vgcosta

|

Mécanique PCST, MPSI, PTSE - o Noten, Clase pripu




C'est une parabole d'axe paralléle a

{(Qz), issue de O, qui coupe Vaxe (Ox) : /“’ indirect
en Pet admet le point § comme sommet. \ g l
La trajectoire est représentée sur la figure

ci-contre : c

tr tendu

Le point § correspond an sommet de la trajectoire, Ja composante v, de la vitesse du mobile

gannule & Pinstant £g.
—gtg+vpsing = 0, dot:

vosina
8 = e
&
En remplacant £g par sa valeur dans les composantes du vecteur position, on accéde &
Paltitude maximale atteinte par A ¢t 4 'abscisse du sommet S'de fa trajectoire :

£ = phlOsGsing o sin2o
s 0 0 2g
1 vgsinan?  wpsinay,  vesin’a
o = e[ psna(2208) - o',
g 4

% 4 La symétrie de Ja parabole par rapport 3 l'axe (5; ?z) suffit pour conclure ¢ = 244,

Linstant tp correspond 4 Péquation 2 = -%gt2+ vgsinal = 0, dont les deux soltions
somt :

Quysina

¢ = 0 (la particule est & Porigine 0) et | ¢p 7

(la particule est en P).

x
—
} 50C = { 0}, lacible C appartient 4 la trajectoire et ses coordonnées vérifient Péquation :

\z 3
w L, %
Zo = —§gﬁ+xctan0t.
vpcosia
~ 19:
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En utilisant la relation trigonométrique
) costa
second degré :

2 2

2y 2zov

taner — —tanc + 1+~wz-%—3 = 0.
gxc g‘rC

Le discriminant réduit de cette équation est :

2, ‘
A'=(fg) _p . 2acth
§x¢ gxg

Si A'2 0, il y a bien deux valeurs o, et ¢y pour lesquelles la cible Cest atteinte

= 1+ tanfa, tano satisfait P'équation du

et Ll Gy 20— [}
8%¢c &%

% ( vﬁ) 22t}

tan g = tana) =+ oy = 1) car la tangente est une fonction croissante ¢y correspond a
un tir indirect et o; correspond & un tir direct ou tendu pour atteindre a méme cible €.

% 6 Reprenons la condition sur le discriminant, Péquation du second ordre n’admet pas de

solutfon, autrement dit fa cible n’est pas atteinte, si A" << {.

2, 2 2 2
v 2
_E.J -1~ i’c;’a < 0 impose la condition sur la position de €1 z,> — g_xg 220
gxc‘ gxn 2?)0 2g

Inversement la cible Cest atteinte si sa position est telle que :

Légalité corvespond & fa limite entre les deux domaines, cette courbe est une parabole

v
d'axe (0z) et de sommet 4 (zA = :?-‘%) qui enveloppe toutes les trajectoires que permet
de véaliser le vecteur 7, de norme canstante et de directions ajustables.
Y
T

La parabole de sireté coupe I'axe Ox en x, =
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* Premire analyse : une spirale d'Archimade est la trajectoire d’un point mobile 47 dont
le mouvement est le résultat de Ja composition de deux mouvements uniformes : le mou-
vement circulaire uniforme d'une demi-droite {un rayon du disque} autour de I'axe (0z)
et le mouvement rectiligne uniforme de Af sur cette demi-droite.

Les projections du point M respectivement sur les axes (0x) et (Oy) permettent d'écrire
ses abscisse et ordonnée de M en coordonnées cartésiennes :

I

x = rcosh

¥

rsinf.

il

’ Le systéme étudié est le point M dans le référentiel terrestre M.
22 A

i Mécanique PCS1, MPSL, PTSI .6 sotn, Cise pipa




2. Dans la base cartésienne (7, ?y, ?z) :
(i} Laxe (0, 7,) estun axe privilégié de rotation pour le mouvement. Le repére car-
tésien (0 ; 2, ??],) n'est sans doute pas le mieux adapté pour décrire ce mouvement,
(#) La base (?x, 'e)},) est fide au référentiel R, done non dérivée par rapport & &

1a détermination du vecteur vitesse est obtenue par dérivation des composantes du vecteur
position suivant 2, et Z’;:

511—2 . x} . (TC,OSG) B(M/gt) - (Vx) . (x] . (fcosew rsineé)
¥ rsind v, 5 \Fsin® 4 rcesbg,

Pour déterminer le vecteur accélération, dérivons maintenant le vecteur vitesse ;

. e .
B M) = (Zx) - (x) _ (rces@ #5in88 — #5in0H — rcoshd rsmﬁe)

o \F h 75in8 + FcosB + Fcos88 - r5in 0% + reos 6§

* Analyse du résultat : ce choix mal adapté de base de projection conduit & une expres-
sion de l'accélération peu Hsible. De phus les calculs sont longs et périlleux.

b. Dans la base cylindro-polaire (Z,,%,,7,).

En adoptant la base cylindro-polaive comme base de projection :
(1) Llaxe (O, ?z) est un axe privilégié de rotation pour le mouvement. Le repére
cylindro-polaive (0 ; 2,,%,) est bien adapté pour décrire ce mouvement.
(ii) La base (?,,?e) est mobile par rapport an référentiel R, les vecteurs Z{2) et
#3{2) sont dérivés par rapport & ¢.

Dérivons successivernent les vecteurs position ¢t vitesse dans la base mobile dans R

—
¥t = 12, 3) = (S () wvee (51, = O

B ,g) = 78, + rE,

Dérivons & nouveau par rapport at ternps pour obtenir le vecteur accélération :

A Mg) = (F-r82)2, + (B + 270)7,

Les expressions obtenues dans les deux bases de projection sont équivalentes dans le
méme référentiel.

R
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Prenons e cas du vecteur vitesse et partons de son expression en egordonnées polaires :

B Myq) = 77, + 67,

En réunissant les termes en 7, et 2,:
B(M)y) = (Fcosd - risin®)7, + (Fsind + récos@)?},.

Cette expression est identique & celle obtenue en coordonnées cartésiennes.

i

cosbZ, + sind? . N
* d B(M,.m) = f{cose?,, p sinSE;) + rf{~ sine?x + cos@éy).

o o

- > . >
= —sinBe, + cosBe,

* Analyse du résultat : ce choix de la base de projection polaire pour étmdier le mouve-
ment de rotation de A est mieux adapts, les calculs sont plus rapides (attention néan-
moins au caractére mobile de cette base} et les. résultats obtenus rmisux lisibles,

* Description du monvement

* 7(¢} est I distance lindaire parcourue par Msur la demi-droite & Pinstant f.
* B(¢) est Pangle parcouru per la demi-droite & Pinstant 1.

(%) La vitesse de A/ dans le référentiel du disque % est :
B(Mpg) = vt = %EZ—
dr
dt
La constante 4 est & déterminer 3 partir de la condition initiale (¢

(i) La vitesse angulaire % est constante et égale 3 wy %i: = g,

Uintégration de =~ = v, donne la solution générale : r = vyt + A

i
#

0) % 0 d = 0

Lintégration donne : 8 = wot + B et la constante B est & déterminer 3 partir de la condi-

ton initiale 8¢ =0} = 0 =B = { )
G e (Dcn‘f!

% 4 Li&quation polaire de la. trajectoire dans le référentiel %t est obtenue en éliminant le

temps dans Tes deux équations horaires précédentes :

ol
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La trajectoire décrite par M dans le référentiel ¥

G est Ia spirale d’Archiméde (voir ci-contre). EALI)
Exprintons la variation de 7 pour un tour du
disque )
9 Uy ¥y N So\u z
7B+ 2} = w—o{e-p i) = r{6}+2n0-3—0 3, ; \a\
= r(8)+d !

v,
avec | d = Zm —2
Wo

A chague tour, le rayon vecteur est incré-

menté de la longrenr 4 Le fapport ;;_Q est
o

une constanie caractéristique de la frajectoire.

3 " : rey > s
% 5 Le vecteur position du point Mest OM = ¢, = v,17,. La dérivée par rapport 2 ¢ donne :

BMgp) = (@_gwfﬁ)!% = #2,+70dy = w8, + rwgdy = ol + 8,).
(M) = vy(Z, + 0y £3)
AMq) = (@%@)m = vowyts + Uo(WoBy - WetE,), car: {—c—g—’)/% = b7, = wyt,
()7 0% = ot

A M) = vy 0y22, + 27,)

% # Dans le référentiel du disque, la base (2., 4,) est fixe.
& ey 5 - ¥
OM = void; DM/DY = vyd,; HM/B) = 0.
Pour un observateur fixe sur le disque &, la trajectoire de M est une droite.

Le vecteur vitesse étent tangent  la trajectoire, celle-ci est eonfondue avec Vaxe (0, 2)).

depgndéht du réfé- -
letpéférentiel du dis-
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o = Corvigé p. 30
Spirale logarithmique
Cette courbe appeide « sprirale Iogarithmigue » par Varignon
Jut ftudide par Descartes et Torvicelli en 1638, puds par Jac-
ques Bernoulli (1654-1705). Celuti-ci fif graver une spirale
logarithmigue sur se tombe dans by cathsdrale de Bal, avec
Lépigraphe » « déplaces, je réapparais 4 1 identigue ». Mais
le graveur o tract une spirale d'Archimade,.,
Le mouvement d'un point M analysé dans le réfé-

-, rentiel terrestre 9 est repéré par ses coordonnées

polaires r = 7ye® et & = wt. Les parambtres g
et w sont des constantes positives.

L Tracer qualitativement Pallure de la courbe
décrite par M.

2. Exprimer les composantes radiale st orthora-
diale de #{(#,5). En déduire la valeur de Pangle ¢

J—y
entre la vitesse #(M,q) et le vecteur position OM
a Pinstant 2.

3. Exprimer les composantes radiale et orthora-
diale de #(M,). Que remarque-t-on ?

> corrigd p 37
Trajectoire circulaire d’un mobile

Dans le référentiel terrestre R, un point M déerit
une trajectoire circnjaire de centre Cet de rayon &
dans Je plan de figure (Oxy). L est repéré en coor-
données polaires comme Pindique la figare ci-des-
sous et se déplace avec une vitesse angulaite
& = w, constante.

I Déterminer Péquation de la trajectoire de Men
coordonnées polaires.

2. Exprimer, dans la base (7, %, 2,), les vecteurs
vitesse et accélération de ce point par rapport au

[N

L" Mécanique PCS, MPSL, BYSI .0 tiun, G e

véférentiel terrestre %. Quelles sont leurs normes
respectives ?

3. Montrer que le vecteur accélération de ce point

peut s'exprimer simplement en fonction de w, et
ey

du vecteur CA¢. En déduire que le mouvement

de M est circulaire aniforme et qu'il s'effectue avee

une vitesse angulaire que vous préciserez.

w Corrige p, 32

Mouvement hélicoidal .

Détude seffectize dans le référentiel terrestre 9.
Les coordonnées cylindriques d'une particule
mobile Msont r = R, 8 = w et 7 = B, Les
grandeurs © et a sont des constantes positives. La
trajectoire de A est une hélice enroulée sur un
cylindre circalaire. Le pas % de cette hélice est la
distance séparant deux positions successives de M
sar une méme verticale 3 la surface latérale du
cylindre.

' o
1. Exprimer le vecteur position OM.
2. Etablir Ja relation entre h et a.

3. Déterminer T(M,q). Montrer que le mouve-

ment de M se déduit de la superposition de deux

mouvements que Pon précisera. Préciser Pangle
-

o = (#(M),2,). Commenter.

4. Déterminer 2(4,q). Quelle est la particularits
de I'accélération de ce mouvement ?




4
Mouvement cycloidal

Catte courbe, appelée cycloide par Galilée en 1599, est
décrite par un point M fixe sur un cercle qui rouls sans

glisser sur une droite.
Une roue de rayon R (présentée sur la figure sui-

> corrige p 32

vante) roule sur Phorizontale (Ox), son centre C’

est animé d'un vecteur vitesse constant Do La
vitesse angulaire constante de rotation de fa roue
est notée w = B, Le repére (0 ¢, 7,) est lié an
référentiel R du support plan et Pétude est effec-
tuée dans le plan (Oxz).

1. A Pinstant initial ¢ = 0, 3 est au point O. Ia
roue roule sans glisser sur son support et la vitesse
de ¢ vérifie la condition v, = #; = Rw. Justifier
succincternent cette égalité.

2. La roue démarre a Pinstant initial ¢ = ¢ avec
une vitesse nulle. Donner les expressions des coor-
données x et zdu point M en fonction de R, @ et
du temps £

3. Déterminer & partir de ces coordonnées les
composantes du vecteur vitesse 7(Myg) et les

composantes du vecteur accélération 2(M,q).
4. Montrer que le vecteur {3 ) est & tout ins-
tant orthogonal au vecteur 3.

5. Déterminer P{M,q) et 2(M,g) lorsque le
point M est en contact avec le sol.

6. Repeésenter la trajectoire du point M z = flx},
en notant sur ce schéma quelques points caractérist-
ques (poiots de vitesse nulle et points de vitesse
maximale).

&

X
7. Déterminer la longueur d’un arc de cycloide,

Donnée 2sin2(g) w |- cosB.

Cardicide
Celte courbe, appelée cardiotde par Castillon en 7741, est

générde par un point d'un cercle qui ronle sans glisser sur
un cercle fixe de méme rayon R,

> gorrigd p 33

¥

Un point M du cercle {6} décrit la courbe plane
d’équation en coordonnées polaires :
{r(e} = %rﬂ(l + cose}_
8= w!
1. Que représente la constante positive ry ?

2. Quel est, par repport au référentiel R(0 ; 7, 7, )
Pallure de Ia trajectoire de M appelée cardicide. jus«
tifier son nom.

3. Exprimer dans la base polaire (Z,,7,) Ia vitesse

#(M,q) en fonction de 7y, wet £

4. Calculer la norme v du vecteur vitesse en fonc-
Hon de 7y, ® et & En quel point cette vitesse est-
elle nulle ?

5. Déduire de I'expression de v le périmatre f de
la trajectoire.

6. La trajectoive étant décrite avec une vitesse
angulaire constante o, exprimer Paccélération
HM /q) dans la base polaire en fonction de 7, ©

et £ Quelle est la propriété de Paccélération au
point de vitesse nulle ?

Donnée : 2(:032(%) = 1+ cos8.

1 ~ Cinématique




b 1 Reéponse b. Le produit scalaire sous sa forme géo-

métrique, est : A 8= [E;ﬁ]ﬂﬁéi cos(;f, g} = dg.
Ay représente la projection du vectewr 4 dans la

direction du vecteur 5

* Forme analytique dans la base (?,, 232, ?3) :

!21 bl
;f:{%} « :g*:(bg}
a3 by

- m:[

iy v
az] - 52] =@ d) + ayhy + ay by,
@yl b

° Propriétés :

Le produit scalaire est :

-une grandeur scalaire indépendante de la base
d’explicitation,

~commutatif: 4- B = B. 4.

i A est perpendiculaire & E, afors 4- B = 0.

Iy Ry g s dlrales (Drapdp Ouilﬁ?lﬂn/z:{z.

2 En mécanique, les bases adoptées sont orthonor-
mées directes (B.OND.! :

sOrtho: 2, 'e’} et 7, sont orthogonaux entre ew

Lot=3t=9.2=0

b

a. Vrai.
* Normée : 8, ?y et %, sont des vecteurs unitaires :

Bl=@l=10=1

et

« Directe: 2, ?y et 7, sont lids de fagon convention- b
nelle entre eux afin que la base ainsi définie soit directe,
La rigle du tire-bouckon permet de relier un sens de
rotation posifif dans le plan (Oxy) a lorientation

d?, d,[8( 0] dZ,{e(n}
(@@= a0 = (D

de %, lorsque ie tire-bouchon est vissé dans le sens
positif permettant de passerde 2, 4 ., it indique par

sa progression I'orientation de ¥,

Une autre régle est la rigle de la main droite - les doigts
indiquent e sens de rotation positif permettant de
passerde 7, & Z")r et le pouce oriente ?z.

3
€

+ 5

Sy

£
<
a7

d. Vrai. e, Faux.

3 a. Faux. Une analyse dimensionnelle permet de
conclure an caractére ervané de cette expression : le
membre de droite est non dimensionné aloss que le
membre de gauche correspond i linverse d'un
temps.

b. Vrat.

(i@g_%(_i)_])@ « ey = B0+

- (62?9[6( #}

T N m‘?é(9+@ = (84 m) = -3,

¢. Faux.
fe1:)

dz de -8
o) i,

4 Le mouvement est circulaire uniforme, dans la
base polaire adaptée, le vecteur position est :

03t = R,




teur position par rapport & £ dans le véférentiel R. Le
vecteur ¢, de la base mobite de projection varie au
couss du temps, alors que R est constant ;

d#,
(= (), -
—

Bz,

B M) = RBZ, = Ruwd,

E’#(114'/%) b R“’?e

a. Faux. Le vecteur vitesse change de direction &,

tout instant, ce n'est par un vecteur constant.

b. Vrai. Dans le cas d'un mouvement circulaire uni-
forme, @ est constant et v = Rw est une constante
du mouvernent.

Pour déterminer Paccélération, il faut dériver & nou-
veati le vecteur vitesse par rapport a ¢

HMp) = ~Re?d, = —wtOM

¢. Vrai. Le mouvement est accéléré, son accéléra-
tion est radiale et centripte.

Remargue : dans le cas d'un mouvement circulaire uni-
forme de vitesse angulaire o 1 D{Mg) = Rod,

2
ot M) = ~Ro¥, = ~w10M = ~ 27,

R
d. Faux. Le vectear accélération n’est pas constant
car il varie en direction au cours du temps.

B Réponse c.

rE[0,+w[; 8&{0,2n{; z&]-co, tool.

Pour obtenir le vecteur vitesse, it faut dériver ce vec- % & Deérivons deux fois par rapport au temps la pre-

migre solution :

(8 = xgcos(wgh);

#8) = —wyxpsinfwys) ;

O = ~wnsycos{igl) = wwf,x( 7).

La réponse €. est solution de Péquation différentielle a..
Procédons de méme avec la seconde solution :

+ 2(8 = mychiwgd);

s &) = muxnax'—““w““m“”m{)t} M;Xp(—mﬁ)
#(2) = wgsh{wy?);

C D = gxoexp(moz) —;exp(~—cuat}

i) = mgxoch(mot) = ng(t).
Laréponse d. est solution de 'équation différentielie a..
Remargue : sttention au signe du terme placé devant
x(4}: )
X+ m;",x{ #) = 0 a pour solution générale :

x{t} = Acos(ogl+ @) = Beos(wy!) + Csin{wyf)
» ¥( t)~m?,x(t) = G a pour solution générale :

2(8) = dch{mgi+ @) = Beh{mgd) + Gshiwyd).

7 Réponse €. Une osciliation correspond au pre-
mier retour 3 la position initiale.

8 La frsquence est le nombre doscillations par
seconde.

9 Le mouvement est relatif car sa description
dépend du référentiel d'étude. Le temps est absolu
car, en mécanigue classique, il s"écoule de la méme
fagon dans tous les référentiels.

T Passons au carré de la norme de la vitesse :
= 121%;
dérivons les deux membres de cette égalité par rap-
port & ¢ dans le référentiel R :
G My} 5 -
- ),% = 23y - &My

213 (dliv(Mm H)

28(Myp) -(

iy

im0 (P~ 30agg) 200t

comme |7 > 0, le signe de est

celui de Z(Mq ) FMp).

* Conséquences
~ Mouvement accéléré si

dF(M)]
(%

- Mouvement setardé si

(dﬂi’(ﬁ%)ﬁ
d¢

(Mg )]
(e

i

)m > 0= B M) HMpp) = 0.

)1m< 0= Mg} HMq) < 0.




- 81§21 est constant, le mouvement ast uniforme : La phase & l'instant origine s’obtient en effectuant le
) rapport tnembre 2 membre de ces équations
4P (M)

- It - = -
(3%, = 0= Blda) - Udm) = 0. %]
Le pomt tant en mouvernent, il y a dew possibilités : tangp = - Wo

Z = {) le mouvement est rectiligne wniforme ;
@ &t * Considérant que sin?ep + cos?e = 1, Iamplitude
{ii}) (3,%) = ﬁ. te mouvement est circulasre uniforme. des oscillations est :

‘B 2 Lléquation horaire du mouvement est :
& = X, cos{wgt+ g},

La vitesse du mobile A est définie par : . ,

v(8) = (1) = ~wy X, sin(wt+ @), Rappelons que Pamplitude X est positive,
Pour déterminer les deux constantes d'intégration I..a_t dme?a TTd une  oscillation: est obtenue pour
X et ¢, deux conditions initiales sont nécessaires : s = {1+ T)

H0) = 2, = X, cosp Apcos(wgé+ o) = X, cos[wg(t+ N +g]
et {0} = #(0) = vy = ~wyX, sing = Xy cosfwgl+ @+, T).
Pour une période @ 0,7 = 2,
, Yy
X.sing =~
== g

1
Retenons que 77 = %’f

X, cosp = a. o

‘T@nt&aﬁ‘@ér

72. Les équations.. r(t) rgeﬂ(‘) et B(2 “wt sont les
-équations Horaites du mouvement. La ba.se de pwjec-'
tiop daptée ice mouvement de rotatlo :
polau'_ (7. %) mobiie dans 9@,

frajettoire décrite par lc systéme M
3 tlel terrestre est la sp;rai ci-dessons ©

A} Le vecteur 'os:tmn de M est

= [#) Le, prodmt ca}aure OM ”(Mfm‘, fait apparaxtre le*
cositns de. E’angfe P :

ERLATI

B Y



Dans la base (Z,.%,}, le produit scalaire est :

a3 = ()7 =

8,
Or le produit scalaize est aussi égal &

Bt (M) = |03 Y cos =

d

TYCosg
1
Dot cosg = :Fi

.

Lasolutionest p = = ou @ = -3

Lt

D sutre part, tang = @ | a pour solution :

“ﬁOU. JEJI
=g oSy

La seule solution compatible est :

@ =

Wil

Une observation de la trajectoire et de I'orientation du
vecteur vitesse qui ful est tangent en M permet de

conclure dxrectement a la solution’ E' :

3 Deﬂvons le vecteur vttesse dans la base mobtle

; (ﬁd}%) m%—oewl(g +Zﬂ)+c0?’ee ((dt)/m ((:ié;)?)

= roe‘“(? + ee) + mzroe“"(e?

a{M},ﬁ} 2 ren! ?

’ ay = QerOe""

= 0 |
Laccelerauon estorthomdxaie : N

:} 2 Le systéme est le point M son etucie est effectuee
S &ans le référentiel terrestre J.

L. Le trizngle OCM estisocéle”
et OM = 1= 200 ? = QRcose

[ = Q_ECQSBJ

Refnargm projeter le vecteur OC' su;vant ? rmsant &

effectuer le produil scalaire: oe- .'?

Cette équation constitue Péquation de [a trajectoire de M
dans le référentiel terrestre %, en coordennées polaires.

—
0 = 74, = 2Rcosd?,. La
base (7, %,) est mobile dans T, Le vecteur vitesse écrit :

33y o (400 dr[@(:}]?
M) “’( a1 (dt)m

2. Le vectewr position est :

3,
£ drde 9 Beir BE i
Ed: 11 dé T = ~2Rsin8@ = ~2Roysing
47, " S
(m&?)m = B, = wydy

B 1
[ BMyg) = ~2Rewysin@F, + 2Ry cosbE, |
I i

Le vecteur accélération §'exprime par -

WM} = 2R ( dsm{@(l)};} smﬂ( dt)/-a':

deos[B(4] 42,
o By + cosﬂ(—(—l—g) m)

M drost do
odr -d9 C“

2Rmo{ wycos87, - wysin 87,

= waoosmf)

WMy =
- mﬂ smﬁgs 0rgcosBE, )

# M) = — 4R’ ( 0807, + sind3,)

3. Les vecteurs unitaires #, et #, sont définis pac :
#, = cosbd, + sindd, et #, = - sin6F + cosb?,
—

CH = Ri, = R(cost?, + sinfd))

U Mg) = 2Rog(~ sin®Z, + cosbdy) = R{2we)Ey.
HMyg) = -4 Rag{ cosBZ, + sin97,)

== R{2wg)t7, = —(Jwg)? CM.

Ce sont les caractéristiques d’un mouvement circulaire

" uniforme de M avtour de € avec la vitesse angulaire

Zag.

Remarque : {o somme des trois angles du triangle CMN,
origntds dans le méme sens de fagon & dlve positifs, est
égaledm:

Ly iy
{CN, CMj,

iy ey Tl iy
5t - (NG, NM) - {MC, 3{NV)
n-(5-8-(5-9) =2

la rotation seffechie avec unm angle

l:

(CR, Ty = 29,
polaire 26, sa vitesse de rotation estbien o = 26 = 2,

ﬁ - Cinématique




l, 4 Z{M’.’m}- = (ﬁg{@—)}m K J';m(d?a) ...z'w.Rd)?é’f

?‘ % Premiire analyse.: en isolantun point'M qﬁeiéonque sur

ol

3 1 Le systime studié dens le référentiel texrestre Rt
est le point 3. Celui-ci est repéré en coordonsiées polai-
res dans la base cylindrique mobile (, %58 bien
adaptée car (0z) est axe de rotation.

Le vecteur position est :

03 = OFr+ ¥t = R+ 77,
2. Considérons la variation de la cote zdu point M pour

un tour de Phétice :
AB+27) = {04 2x) = b+ 9ng = A6+ 2na

Le pas de Phélice est !h =20+ 2n) - 2{0) = 2mz1};
—y
3 _qdoan o gddy
8 ) = (_cﬂ‘—)m - R('&?)zgz”?‘f

= ROF+ 27, = Rovdy+ 27,

On reconnait Ia somme vectorielle de deux termes ; -

* T = R, estla vitesse dy point &, projection oztho-

gonale du point 4 dans fe plan (Oxy). Hdéeritun mow
vement circulaire uniforme de centre et de rayon R,

* Do = 24, 03t la vitesse dy point Z, projectisn ortho- -+

2
R = o ='(0
: g

- gonale du point M syr Iaxe (0z). Z décrit un mouve-
ment rectiligne uniforine  fa vitesse constante £ = aw,

Four déterminer 'angle @, calculons fe produit scalaire -

dans sa forme géométrique :
W) %, = (Rodyrond) maw -
l = ﬁﬁ(ﬂ%)ilﬁ?ci! cosa = wial + K 'oéq"

CosQL = --'l—a—-—
e+ R2

Pangle o reste constant touf au '_]ong du mouvernent de B '

i/

Le swouvement seffectus avee nre vitesse donit la noxme”. -
‘el constante. Laccélération: de M se réduit & Paceléra.. ;o PR
[ angle' 8 inférieur d

" tor " éénitripdtd “du ‘mouvement | circulaire  uniforme
autour de O.-La proj
(02) n'est pas accélérée.

la circonférence d'un disque, Je, tracé point par point de sa

: Eajectoire obtentie par rotation du disque si Faxe { %) :

[ "Mécanique PCSI, MPSH, PTSE. 2 taben, Classz pripec

o 3o CORRREIR ot .‘-‘ iy e
dans 1z base (&, ¢}, refaire un sehéma en

ection d_“ D}_OU_Vemﬁﬂt..se_iq? Paxe . 3. La bdse Gtant fixe dans 9, les vecteurs vitesse of accs- -

La courbe est une cycloide,

1. Partons de la condition de roulement sans glis-
. d 0y
ke = Rig w 22,
sement : Yo W
Lest un point géométrigue, prejection orthogonale de €
sur Vaxe (0x); il est situé en 2 Pinstant initial £ = 0.

En intégrant %g! = Ry :

OI= Rt Ot=0) = Rot = | xg= Rt |

La rotation; étant uniforme et en considérant que [ est
confondu avec 04 Pinstant initial, Vintégrationde 8 = o -
donne :

c o i

O = 0 B(¢=0) = wf =» Ioz: RO = Ad]

Le mouvement s'effectuant sans glissement, la longueur

OF est exactemnent égale & Parc de cercle [IF .

2. Le mouvement du point Mest Studié dans Je référen-

tiel tervestre, la base (?x,i’:) est Hiée & ce référen&el,_
denc constanfe. ‘ ‘

Le vect?i’r position de M ést_déﬁ-ni par ;

—-3

et OM_.; 5}-.« }:E‘+ .C—ﬂ)af

“Suivant £, et 7 les ggrz{posant_es du vectéur'p';(‘;siiﬁon sont ;-

9 ~Rsin®
0+ 0 -
Rl \Reoss S
~Rsin®y * (R(wt- sinw g, -
~Rcosd/  \ R(I - cosw

*
o
01+

ol

Root
=4 0 +(
AN ]

X IR(m;—.ﬂs'in'w_t_)_
=0 e
= Rl bbsff.)gf)

< Remargue: pour Projeter comrecterient, le, vecieur M

optantun

2

 lération sont obtenus par dérivations succebsives par,
. rapport3 ¢des composantes du vecteur pesition : .- o

| oo pRa(l-coswiy. (Rosinih
Hia)=| "o 00 L BgeyE! o

| Rasinot Rw? cosw,

_ 4 Le vecteur ft?{ ést défini pér larelation ;- .

| D=7+ T




0 - Rsinw!?

. ~ Rsinwt
17)11‘[ =[O+ 0 = 4]
~Reoswt R(1 ~coswe)
Calculons le produit scalaire
B ;. Ro(l -~ cosw) ~Rsinw?
i) M = o . o = 0,
Rarysinwt R(1 - cosw£)

Ce produit scalaire étant nul et le point M en mouve-
—
ment les vesteurs B{My) et JM sont orthogonaux
entre ewx & tout instant.
5. Lorsque le point M est en contact avec le sol:
= 9nn = 0w, (nestun entier positif)

Ro{t -~ cosw!, Ro[1- cos(2nmn)]

3{5@) = 0 = 0
Rwsinwt, Resin(2 )
oo Rell-1h 0y
=100 =i0f "
A
S Ro?sinot, R sin(27in) 0
Awy =l 0 |=| on |5l 0
o Meteosat/ .Rw.%?'s(ﬁzu;). o R
Amsx H Im) =

Ce e ccndmon c,onstxtue 1a condmon de roulemene

Ez)a,;: - wﬁé

: :6 la trajectoxre du point M z f{x}, ast ia. cyc](}ldel o
'su.wante ;

© sans ghssement

nR 28R BT I

Les I:eu*c de vitesse nitlle sont les pomts 0% M est en |

g "‘contactavec lesol; 8, = 2am = g

ST, = R(B, - sinb n) Zn‘m_R‘__. :
{z,, = R(1-cast )} = 0

‘ .="""’3ﬂ(?’t =0) =0, x(ri=1) = 2::R x(r& 2) = 4:1:}{
" “Lies Tiewx o la vitesse est maxxmale :

= Rod{1 = coswd)? + (sinw 2"

= JiRo. T comirt = 2R sm( )‘

= 2R you; w«f = (2p+ I) (penherposmf)

4::9 X

=0, = wf = (Ip+1in

%, = R(8,~sinf)) = (2p+ L)xR

zym Rl1-cos(Zp+ Un}] = 2R

= a(pw0) = nR, x(p=1) = 3nk...

7. Pour calculer Ia fongueur { de Pare, remarquons que
d¢ représente ia longueur &émentaire décrite par M4 la
wvitesse v, sur sa trajectolre pendant la durée di:

d€ = vd¢
E *%%»»«2&0} sm( 5 )i 2Rw sm@) =2R%% sm(g);i
= df = vdt = 2R sin(g) ds.
Sur un arc de cycloide, 9 var'ze de 04 2n, dodl:
{= 2Rf sm( )ida

2D

En effectuant le ch'mgement de variable ¢ =
t= 4Rf [sinuldu.

Comme sinu est positif da.ns cet intervalle :

e 4Rf sin udn —'mé-R{cosu]g

» 5 Pfeﬁu‘ére' dnalyse : [e tracé point par point de la tra-

s Jecl:o;re du point M de la circonférence du disque xou-

lent sans ghissement suz un dzsque identique donne :

s

™
s

eP P B,

1. Dobservation de la position initiale du disone sus la
figure permet d’écrire @
‘ 8 =0 e r=4R

Péquation de Ia courbe donne alors {‘fﬂ w 4Rl

g Cmemahque :




2. Avant d'effectuer une $tude succincte ée {a courbe, ) SR 8 s ;
remarquons que 7(8) = #(-9); la courbe est symétrique Y l'orsque CUS(E) =0, CESt‘a'dlre pour langi
par rapport & l'axe (0x), o

o AV i 8y = m: la vitesse nulle est obtenue qua' d M est cn_‘
Lemde peut ainsi tre réduite & Vintervalie & 6 & [0, "“'].'_ contact avec e support circulaire. Se retrouve i ici fa éon-:
Dérivons : 7(6) = - ‘;l? TasinG. R dition de roulement saris ghssement deja pbservée dans

le mouvernent cyclozdal

Cette dérivée est négative et r est une fonction decrcus— ’
sante de 8 dans cet mteura]ie ] 5. de¢ 1epreﬂente Ia Iongueur élementaxre der:nte par M :
Ia vitesse v, sur la trajectoire; pendant la durée di:
. ] P

o 0 Z 5 i cos( 2‘)] 4R03 cos(g) ’

5 i 3 A

TO (1)

¥y ra | 08535 0,57‘0.' 0,1462'9‘ 0

43%«? cgs(a)Idz =

En tragant point par point la courbe on obtient :

¥

“Tts ag:t d'une cardlmde, ie graphe a Ea. forme usi cmu .

: '3. Dans la base polaxre (e ?J le vecteur Vitesse
= v(ﬂrz’,ﬁ) secnt S s

u(M}m) = r? -1—763

» La dénvée par rapport & : de la fonction composee
1{9( ni est obtenue en décomposant :

o dr{eu] 8(nH] de
TR i&@”dt

ré’ + rw?B

‘F/(Mm) = _—% fdésir_xc:ut:?ﬁ 5 r;)e)(i i ‘éps':(,;";) ?@

”r'-' R T

4. La norme de ¥ oest:

21 = J:va +v9 p -——n,mq/I ¥ cose

cos(a-‘i!

W

v

:

e .
RyWicos i = fvs r(,co

4 .34! : b
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Remarque

Linertie caractérise i
résistance que le point
matériel oppose au
mouvenent,

T Systéme étudié : le point matériel

En cinématique, le point 1°a aucune matérialité. La dynamique lui associe une grandeur
scalaire positive et constante qui caractérise ses propriétés d'inertie : la masse (ou « masse
inerte ») notée m et exprimée en kilogramme (kg).

Un point matériel A est un objet physique défini par quatre nombres : trois coordonnées
de position: (x; ¥; z) et une masse m. It constitue un modéle qui permet de décrire con-
venablement le comportement d*un solide dont les dimensions sont trés petites devant les
distances d’observation.

2 La dynamique

Alors que la cinématique étudie le mouvernent de manitre purement descriptive, la dyna-
mique en propose une interprétation en éiablissant la corrélation entre le mouvement
observé du point M et les causes qui lengendrent, S'est-3-dire les forces appliquées & M
par les objets extérieurs. '

Listat mécanique du point matériel est défini & Pinstant ¢ = 0 par la donnée des condi-
tions initiales sur sa position et s vitesse. Les trois lois de Newton appliquées au systéme
constitué du point matérie! fracuisent par tne équation différentielle son évolution au
cours du temps. La résolution de cette équation pour un champ de force donné permet de
prévoir état mécanique du systéme & 'instant 24 partir des conditions initiales : le sys-
téme est dit déterministe.

.2 - Dynamique

35




2 Enoncé des trois lois de Newton

/e

Isaac Newton (1642-1727) a fondé la mécanique sur trois lois couplées entre elles : 1a loi
de Pinertie, la loi fondamentale de Ia dynamique et ]a loi des actions réciprogues.

Ces lois sont aussi appeles principes : un principe est Pénoncé dune loj générale non
démontrée, fondatrice d'une théore physique et qu'aucune expérience n'a encore contredite.

3.1. Principe dinertie : premiére loi de Newton

Un point matériel qui n'est soumis & aucune action mécanique et donc 2 aucune force est
dit isolé.

3.1 Enoncé du principe d'inertie

| 1l existe des référentiels privilégiés dits galiléens dans lesquels un point matériel isolé
est soit en mouvement rectiligne uniforme soit au repos.

Commentaires :

* Un mouvement rectiligne uniforme est caractérisé par un vecteur vitesse constant.

* Un point matériel isolé est une abstraction irréalisable. Par contre i est dit pseudp-isolé
lorsque les actions mécaniques qui lui sont eppliquées se compensent exactement. Il est
alors possible de Iui appliquer le principe de linertie.

3.1.2. A la recherche des référentiels galiléens
Un référentiel Py est galiléen si le principe de Pinertie y est applicable, autrement dit si
un point matériel #isclé du reste de Funivers §'y déplace avec un vecteur H(Hf re,) cons:

- > .
tant ou s'il reste au yvepos F(A ) = 0.

Dans Ia plupart des expériences courantes, pour de petits mouvements et de petits
intervalles de temps, le référentiel tecrestre Hé 4 la surfaca de la Ferre ou référentiel du
laberatoire est considéré comme galiléen,

Tout référentiel %4’ animé par rapport au référentiel terrestre d'un mouvement de transla-
tion rectiligne et uniforme est lui-méme galiléen.

Antrement dit, tout référentie] accéléra {en translation non aniforme oy en rotation) pas,
rapport au référentiel terrestre nest pas galiléen, on ne Ppeut pas Iui appliquer le principe #
de linertie. ‘ -

3.-‘; é : i emde?fa‘.'

3.2. Principe fondamental de Ia dynamigue :
deuxiéme loi de Newton

3.2.1 Vecteur quantité de mouvement
Un point matériel 4 de masse m, est animé par rapport 3 un référentiel quelcongue 9 de
la vitesse B(M,g), Par définition, le vecteur quantité de mouvement de ce point est :

BMg) = m3(M,p).

ey —
Mécanique PCSI, MPSI, PTSN . © Nathan, Classe pripa




Attention

i la masse du sys-
gme varie au cours
lu temps :

I}exi-"M
dm-th/& }

s Sonn),

Remarque
‘e principe des
ctions  réciprogues

st appelé aussi prin-
ipe de Paction et
e 1a réaction.

Commentaires !

» Le vecteur quantité de mouvernent est relatif au référentiel 9.

» Le vecteur quantité de rrouvement d'un systéme isolé (ou psendo-isolé) dans un référen-
tiel galiléen reste constant.

* Sa mesure exprime en kg - m - 5L

2.2.2. fnoncé du principe fondamental de la dynamique
Un point matérjel 4 dont le mouvement n’est pas rectiligne uniforme dans un référentiel
galiléen a un vecteur accélération’ non nul. Il r'est plus isolé et est donc soumis  Paction
d’une force ou de plusienrs forces. Autrement dit, dés qu'un objet change de vitesse, il faut
invoquer les forces.

Soit %, un référentiel galiléen, Mun point matériel de masse constante met 6, 'ensem-

ext
ble de I'Univers a Pexception de 34, les forces appliquées 2 M et son mouvement sont liés
par le postulat :

dp(a
M}m = mAM,q).

Dans fe référentiel galiléen R, }?MWM = ( n

I?M - gt €t la résultante ou sorame vectorielle des forces dues aux actions sur M de tous
les autres objets B, de P'lUnivers. Ces objets constituent le milieu extérienr.

ﬁ e
ext- M = ZF‘E,M”

Commentaires :

s DM ) et M sz} sont exprimées dans le référentiel galiléen 9.
* Lé principe fondamental de la dynamigue traduit une relatu:m de cause 2 effet dite de
caugsalité
Fexl-‘M = ma)(MJ’éﬂ.g)'
cause = inertie x effet.
(i) La canse du mouvemnent est la résultante des forces appliquées 4 M
(i) Ueffet est la modification du vecteur vitesse et donc Paccélération de 44
(i) Le point matériel oppose aw mouvement une inertie par sa masse 7.
« Lintensité d’une force Yexprime en newton (N).
3.2.5. Principe fondamental de la statigue
alors 3(M,¢ts) =

Lorsque le point M est & Péquilibre dans R, G et (M ) = i

‘?exl--M=8

Par conséquent :

3.3. Principe des actions réciproques :
troisidme loi de Newton

Deux particules ponctuelles M, et A, sont en interaction.

Les forces d'interaction F My M, € F M~ a1, STt portées parla droite (M, 44, elles
ont méme intensité et des sens opposés. Ceci est vrai quel que soit le référentiel, que le
systéme des deux particules soit en mouvernent ou au repos.

Ce principe se traduit par :




Remarqgue
point d'applica-
a du poids d'un
'ps est son centre
gravité,

4 Lois de force

4.1. Actions i distance

Il existe quatre types d'interactions fondamentales dans 'Univers caractérisant les interac-
tions & distance entre particules élémentaires,

4.L1. Interaction gravitationnelle : quatridme loi de Newton
H s'agit d’une interaction de portée infinie agissant sur toute particule possédant une
« masse gravitationnelle »,

M, B 7, M,

T A, - A 2
. . MM 4 v . i
?Ml»M2=“G () b o

G = 6,672 - 101! {S)} est une constante universelie, la constante de gravitation uni-
verselle. La « masse gravitationnelle » et la « masse inerte » qui intervient dans la relation
fondamentale de la dynamique sont proportionnelles. Par un choix d'unité, nous les consi-
dérerons égales.

Au voisinage de la surface de la Terre, uzn objst de masse m est soumis a son poids :

B = m.

En prremiére approximation, le poids est égal 2 la force de gravitation exercée par la Terre. En
un lien donné, la verticale est la direction de Z. Le module de 7 vaut environ 9,8 m - 572,

4.1.2. Interaction électromagnétique
H s"agit d'une interaction de portée infinie agissant sur toute particule chargée possédant
une « charge électrique ».
Quand les charges sont immobiles dans le référentiel d’stude, cette théorie donne la Joi
dinteraction électrostatique ou loi de Coulomb {1785) qui fournit ta force s'exercant entre

deux objets ponctuels M, et 44, de charges &lectrigues alggbrigues respectives 0 et Q.

> " »«>F
My & £3 -
ﬁ 1 2.0, P, ! G Tt
M M"”'"-*_"**“‘i E;12 )
- M, hd bt
VT dmey 2 0,56 @70

Cette force est beaucoup plus intense que la force gravitationnelle. La constante g, est
1

appelée permittivité du vide ;oma et 9 108 (S]).
0 : ‘

4.1.2. Interactions microscopiques : interaction forte et interaction faible

Linteraction responsable de la cohésion des protons et des neutrons 4 l'intéreur des
noyaux est interaction forte qui agit entre deux nucléons. A distance égale son intensité
est 100 fois plus forte que Finteraction électromagnétique, mais sa portée n'est que de
10-1% m {dimension du noyau).

Létude expérimentale des noyaux a conduit & lexistence d’un autre type d’interaction : Finte-
raction faible, responsable de Pinstabilité de nombrenx noyaux et de particules. Sa portée est
de Pardre de 1017 m et son intensité est inférieure & celle de Pinteraction électromagnétique.

Ces deux forces sont a trés courte portée, leur domaine d'action est celui des nucléons dans les
noyaux des atomes. It n’en sera pas tenu comypte dans le cadre de la mécanique newtonienne,

Mécanigue PCSI, BAPSE, PEST. o Nathan, Clasee prapa




Remargue
e point dapplica-
on de R n'est pas

dcessairement sur fa
wface de contact,
ar exempie dans le
s d'une table ou
‘un véhicule 4 roues.

4.2. Actions macroscopiques de contact

Lovsqu'un point matériel n’est sounis qu'a des actions a distance, ce point matériel est dit
libre, sa trajectoire également. Lorsque ce point matériel est en contact avec un solide ou
un fluide, il existe, en plus des actions 2 distance, des actions de contact.

Les interactions macroscopiques de contact ne sont actuellement pas caiculables 2 paxtir
des interactions microscopiques électromagnétiques dont elles découlent ; 'expression
qu’on en donne est alors phénoménologiqus, tirée de Vexpérience et seulement valable
dans un certain contexte expérimental. Ces actions de contact comprennent les forces de
Haison et de frottemant qui sont directement appliquées sur le point matériel.

Lorsqu’un point matériel glisse sur un solide, il est sowmis 3 une foree de contact : quia
deux composantes : une composante normale R, qui assure le maintient du contact et une
composante tangentielle R, qui s'oppose & la vitesse du mobile. Ces composantes sont
reliées, lors du glisserment, par fa loi de Coulomb : J& ] = f §R .

Le coefficient positif f est appelé coefficient de frottement de glissement.

En l'absence de frottement, ce coefficient est nul et implique la nullité de la composante
R, : Ia force de contact R est, dans ce cas, normale an support,

Cette force résulte de Ja somme de toutes les forces exercées en chaque point de contact entre
Tobjet et le support, mais elle peut se résumer 4 une force unique dont le point d’application
est exacternent sous le barycentre de Pobjet.

Lorsqu'un point matériel se déplace dans un fluide, il est soumis 2 une force de frottement
opposée A sa vitesse. Awx faibles vitesses, cette force est proportionnelle & la vitesse dusobile.
Pour des vitesses plus élevées, elle est proportionnelle au carré de la vitesse du mobile.

(. Latroisiéme étape consiste I
effectuant le bilan des forces appliquées au port M.

Tester ses connaissances

» Corrigés . 58

b 1

B 2

CQuelles sont les limites de la mécanique
newtonienne ?

Dans le Systéme Internationat d’unités, I'inten-
sité de la force s'exprime en newton (N). De
quelles unités fondamentales le newton se
déduit- ?

Comment réaliser un systéme pseudo-isclé ?
Newton énonga en 1687 la premiére loidela
dyramique :

« Tout corps persévére dans I'état de repos ou
de mouvement uniforme en ligne droite dans

lequel il se trouve, & moins que quelque force
n’agisse sur hud et ne le contraigne a changer
d’état ».

Mais c’est Galilée qui, un derni-siécle aupa-

~yavant, eut te premier 'intuition du principe

d’inertie.

En appliquant le principe fondamental de la
dynamique & un point matériel M de masse
m dans le référentie] galiléen %, montrer
que le principe d'inertie peut apparaitre
comme une conséquence de la dewd@me loi
de Newton.

2 ~ Dynamique
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5 Réciprogue du principe fondamental de ia

statique : si F;XMM =0 , alors le point
matériel M est 2 Péquilibre dans le référen-
tiel galiléen %,

[ a veai b Faux.

é Un point matériel animé dun mouvernent
circalaire uniforme est isola.

E] a, Vrai. D Bb. Faux,

7 Deux particules ponctuelles A, et M2 sont

b & Un point matériel M de masse m glisse sur un

plan incliné.

envinteraction, les forces £ a3, BF F M, iy ws B
obéissent au principe des actions réciproquaes. Les comp_?szintes de son poids dans la
Elles sont telles que : base (7, ¢, %) sont:
M, , mgcoso, mEeosu
D a. - @ i 0 ) D b. 0
Frty v 1, L . ]
' ~ME S mgsina
7 oy M mgsine g sir oL
b e MM M 0
y £ O 0 d’ O
# M —mgeos mgoosa
1 z
D c. & . —& =
Fagy e, Fia, ~ a1,
Savoir appliguer le cours > Corrigés p. 59
4

E T LaTerre est supposée & symétrie sphérique,
de centre 7, de rayon By et de masse g
La force d'interaction gravitationneile

B T+ e¥ercée par la Terre sur un point A
de masse m distant de rde son centre est :
mrin by 4
Brow= ~G— = m$ .

s e -

b = ——Grf,z- ¢ru estle champ de gravitation,
En effectuant une application numérique,
moatrer que considérer le référentie] terres-
tre galiféen revient 3 confondre Je champ de

p 3

gravitation avec le champ de pesanteur § 3
la surface de la Terre. ‘
Données :

G = 6672101 (81);

! wip=6-102 kg, Ry =638%0 km.

Z En prenant Pexemple d'un proton et d'un
électron en interaction dans le vide, justifier
que l'on peut totalement négliger Pinteraction
gravitationnelle devant Pinteraction électros.
tatique pour décrire I structure atomique.
Donndes : G = 6,672 . 10-11 (S.L);
gy = 5,854 . 10712 (81);
my =2 000m, = 1,67 - 1027 kg ;
e= 1,6-10-19 C,

Expliquer pourquoi Vinteraction &lectrosta-
tique ne joue pas de role 4 Péchelle macroe-
copique.

4 A Pextrémiti d'wne corde de masse my
réguliérement répartie sur sa longueur £ est
accroché un objet ponctuel M de masse m,

Mécanique PCSE, MPSI, PESE - © Nukas, Clare prp
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Mim

Exprimer la tension T'(x) en un point N dis-
tant de xy du point dattache A Que dire de
la tension si la masse de la corde est négli-
geable devant m ? Définir un i idéal.

Deux ressosts horizontanx idéanx de constan-
tes de raideur %, et &y, de longueurs 4 vide
€1 et £qo sont attachés par leur exirémité B.

elD “‘,20
i L7
b kg kT
TR —— T — M

a, Définir le ressort idéal.

b. Déterminer la raidewr £ du ressort équiva-
lent & cette association en fonction de & et k,.

Le référentiel terrestre R, (0; 7, ?y, 7)) est
supposé galiléen et le champ de pesanteur
uniforme. Un point matériel 3 de masse m
glisse sans frottement sur la ligne de plus

3 7

grande pente (0; ?,) d’un plan incling fai-
sant wn angle « avec Phorizontale.

Déterminer les composantes Ry, Ry et Ry

de la réaction R du support de M dans la
base cartésienne (Z,, 7, 7,) et établir Péqua-
tion horaire x {¢) du mouvement de M .

Un anneau ponctuel M de masse m est enfilé
sur un cercle fixe de centre O et de rayon &
placé horizontalement dans le plan (Oxy).

A Tinstant ¢ = 0, une vitesse initiale z'):)
tangente au cercle est communiquée 2
Panneau qui glisse alors sans frottement le
long du guide. Déterminer les composantes

de la réaction B du guide circulaire.

2 -~ Dynamique




“ Une tige rectlhgne homontale ( X" ) toume autour de I’a3
.‘lalre,constante 6 en restant dans le plati (Oxy).
g ige e peut y ghsser sans frottemen

rotahon de la t:ge est Tep Ee pai
: 'rla, hge p’lr "OM "

; " Vanngan déinarre sans v:tesse tnitial
poin M; repere par les coordonnees poieures

anneau Iors de ia rotatmra
Le co dztlons !




* Position du probléme : la-connaissance de fa résultante des forces et 1o donnée des éond:’ti&)ﬂs_ :
initiales permettent de déﬁ'nir comp{étement I'état mécanique du pomt M £l chaque lnstant t:

. Pour sborder un probleme de dynam:que, il est conserlle d’aéopter ysté
T etude suwant :

Le prmcnpe Fondamentaf de la dynam! ue ¥ es!: apphcable
. v(M ms) eta (M,m ¥ seront expnmees dans ce referentre

‘ (u) ies forces dé contacf




B 1

" Lanneau est entrainé par la rotation de la tige, il va s'€loigner pas
gine O pour quitter la barre & son extrémité, Le prob
s'agit dune chute Iibre.

- essivement de Pori-
léme chang: ensuite de nature, il

73

urmn du référentioi de Ia tige. Rappelons
Su_en, tramlation; reltilip ne uniforme par rapport

s

Le référentiel de la g
un référentie gaiiléen et fe principe fondamental de fa dynarnique n'y

ge est en rotation par rapport au référentiel terrestre. Ce n’est donc pas

est pas applicable.

Pour interpréter le mouvement en term

¢ de forces par application de Ja seconde loi de
Newton, il faut se placer dans le référent

iel terrestre car 11 est galiléen,
Le point M décrivant une rotation autour de Odans le plan {0xy), Ia base de projection
permettant une description simple du mouvement estla BOND, {0 Z, B E’:).

e mainteniv sur'one’”;
edécompose en deux

Jerique Je rqouv@me:nt )
e mobife :

Les objets extérieurs agissant sur le systéme sont ;

) adistance: ﬁ)%m_, w=F= mg, le poids du point matériel A,

(5} de contact: &, tge—~ar = K, laréaction dy support sur 4
Le point matériel se déplacant sur une courbe {un degré de ltberté) et sans frottement, la
réaction du support ft‘l est contenue dans le plan perpendiclaire 4 la tge.
—
Mécanique PCS, PABSE, PTSE - Nahan, Clarse frépa




il R

X (tige}

\\»- sens du déplacament

da M sur a tige

sésolution permet d'accéde
tielle étant du second ordre

Appliquons le principe fondamental de la dynamique au point M dans &,
Son expression vectorielle est :
BiR, = mid(M,q).
Pour écrire Paccélération de A, partons de son expression générale dans la base
cylindro-polaire (03,7, ,), en considérant que :
(i) larotation de la tige est aniforme : 8 = w et § = 0,
(i) son mouvement reste dans le plan (Oxy} dtoutinstant: 2 = 0 et 2 = 0,

F-rf? F—raml
AMq) = |rB+2¢8) = | 2¢0
Z 0
0 0
Les composantes des forces appliquées & M sont Bem|o] et o L Ry
—g Rz
La projection du principe fondamental dans la base (., 36, zz) donne :
0 0 F o r 02
m| 0| +|Re] = m| Z¥w |,
—& R, 0
et conduit & un systéme de trois équations :
- projection sur 7, : F-wir = @ {1}
- projection sur Zy: Ry = 2miw 2)
R, = mg (3}

* projection sur 2
La résolution de I'équation différentielle (1} donne la solution générale :

() = A;ch(wt) + dysh{ws). 45
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Pour accéder & 1a solution du probléme, considérons les conditions initiales :
r{teQ) = rg et f(tzD) = 0.

La vitesse de M dans le référentiel de I, tige est DM i) = 72, Cette vitesse est nulle 2
Pinstant £ = 0, d'odl la condition initiale : #(# = 0) = 0. Par suite :
) = w{Alsh(wJ)-z—Azch(u)z)].
4y et 4, sont déduites des conditions initiales :
Tt=0) = wdy =0 et T(t=l) = 4 =1,
r{£) = rychliwe)
Ce résultat confirme Panalyse préliminaire, la solution obtenue est divergente.

Dlauire part, 8 = . Lintégration donme 8(¢) = w1+ 8(2=0) avec 8(t=0) = 0, don:

o

La trajectoire est une spirale, son équation en coordonnées polaires est -

EORED)
3 \TWM

Laréaction de Ia tige sur Vanneay est -
R=R, = R+ RZ, = 2ms Wi, + mg?,
R= 2mwirgsh(wt)d, + mgd,
La composante orthoradiale de Ja réaction du support est une fonction Crojssante cu ternps.
Plus Panneau s’éloigne de 0 ot plus la tige doit fournir deffort powr maintenir la rotation.

R,
Mécanique PSS, MPSE, PTSE & Nathin, Classe pria
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. ressort est suffiamment élevée pour le reterur c[ans un mouvemerzt shusmdai
"Le probleme r'impote pas de cond:txc I.rmste e I f'_:jgueur de fa tige ﬂt rappelons
éxpression linéaire de Ja tension du ressort n'estvalable’ Guie poitsf e Fa:bfes a!larzgements

Reprenons le probieéme en ajoutant une nouvelle force de contact radiale, la fension du
ressort. Son expression est :

ﬁ ot — M © ? = —k(m—-m()) = —k(T—TO)?,.

T
Le point d’application de la tension du ressort est le point d’attache au ressort de la parti-
cule M

L-11
B
E

X (ige)

- - 5
Pexpression du principe fondamental devient: P + R +7 = ma(M,@iﬂ).

0 0 re g F— 7 ?
Exprimons sa projection dans la base (?,, ?e, ?Z) cm| 0 [+ iRl k| 0 |=m| %%w
~£ R, 0 0
« projection sur %y : Ry = 2mfuw; * projection sur &,: R, = mg.

> Sujvant ¢,, équation différentielle du mouvement est : 7+ (%— (.og)r = ﬁ"o-

o Discussion sur le mouvement
.k k " k
+8i = > w?, posons Q% = = -w?jalors: F+Q%r = =y,
m m m

La solution de cette équation différentielle est sinusoidale, 2 la solution de Péquation
homogéne sans second membre, ii faut ajouter la solution particulidre constante :

i) = +Blcos(9.t)+ Bysm{Q1).

B
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Les conditions initiales imposent :

kg k
r{£=0) = “7?:_9—2)“31 =71y = B = r°(1_%“§7z')
FEtm0) = QB, = 0 w= By =0
kry k
r(t}wm+ra(l—m)cos(9t)
Corame 8(¢) = o, Péquation de fa trajectoire est :
kry k 9]
r(8) = mwQZ+T°(l“m) cos(aJ-E'}).
¥
[
.
™ ° 2’_‘ My

osi k< o?, posons G = - l!‘:;alors: F-Q% = «’lfro.
m m m

La constante de raideur du ressort est insuffisante pour ramener Mvers 0 la solution de
cette équation différentielle est divergente :

krgy
r{f) = -5 + Gy shiQe)+ C; chiQe).

Les couditions initiales imposent :

kry k
r(t=0) = - =40 =y = B = ro(lu;@)
r(E=0) = QC, =0 = () =0
krg k
r{f) = "’n?’"”m“‘)(”ﬁ?ﬁ) ch(Q1).
Comme 8{£) = wi, 'équation de la trajectoire est :
krg k Q
(&) = Mm +T0(I '1';1-55) ch(—‘;(ﬂ)

Son allure est une spirale dont 'alluze est représentée dans la Guestion 4.

divergent:ll est impor-
fferentielles ;




& eferenne[ terrestre 92 (O AT J ) est supp
Aiﬁ stant £ =

sys

de force est ici connue, el!e permet de dé
Les etapes [1] 5 fS} de fa methode sorst ecrltes an:




?9 1 Le mouvement da point matériel Mest étudié dans le référentiel terrestre R, galiléen,
¥ Les objets extérieurs agissant sur le systdme M sont :

(i) # distance : ?Tme »M =B m g, le poids du point matériel M ;
(i} de contact: F it M ﬁf = ~k D, la foree de frottement due & Vair

Il n'est pas nécessaire de représenter ces forces sur un schéna car Porientation du vec-
teur vitesse est pour I"instant inconrue.

F)?ewewM*" ﬁail‘ﬂﬂ'_f = mE(M/mg}~

Pour ce mouvement quelcongue, la base adaptde est la base orthonormée directe carts-
sienne suggérée par Pénonce, ¢’est-a-dire (?x, ?y, Z?z}.

a, # U, z
Hitg) = loyi =515 ) = o] = |35
a, b3 £
0 X
B=| o |; Ba=-hy
_mg 3

Uexpression vectorielle du principe fondamental de la dynamique appliqué au point
matériel 4, dans le référentiel terrestre supposé galiléen est :

P gt Prgoy = m d(Myq ), soit mE-hB(Myg) = m M ).
En multipliant les deux membres de celte égalité par ‘%, it vient ;
1as -
E-o3My) = UM g).
Effectnons une analyse dimensionnelle de cette équation. :

=1o]= 7]
[d]—fg]-f%-

T

or =8 o ims T
< 2 la dimension d'un temps.

Mdécanique PCSI, MPSE, PTS) .2 Naen, Clasys pripc




Explicitons maintenant 'équation dens la base (Z,,7,.%):

0 i E
TN )
AR
~g/ . z Z
Pour répondre & la question posée, faisons apparaitre les composantes du vecteur vitesse :
0y [ oy
¢ [~ ; Uyt = | L
- v o

Le principe fondamental conduit ainsi 2 un systéme de trois équations différentielles :

* projection sur . T+ ;El» v, =0 (1
« projection sur & : oy + % v, =0 (2
« projection sur &, : &, + 1% v, = ~g (3

La résolution des deux équations (1) et (2) donne les solutions générales exponentielles
dont les constantes d’intégration 4, et 4, sont fixées par les conditions initiales :

il

* projection sur 7, v, Alexp(—-é), avee v, (1= 0) = 4, = vycos0;

LS

» projection sur 7,1 v, = Aﬁexp(—_%), avec v, (1=0) = 4, = 0.

La résolution de Péquation (3) donne une solution générale exponentielle de 'équation
différentielle homogéne sans second membre complétée par une solution particuliére
constante imposée par le second membre. La constante dintégration 4, est fixde par la
condition Initiale v, (¢ = 0} = ygsina.

= Projection sur 2, v, = Aaexp(—i) ~tg avec v, (¢= 0) = dy-zg = vysina,

Les composantes du vecteur vitesse sont :

!
¥, = Uy COST EXp (M-E)
v, =0 .
v, = {vosina +1g) exp(—-%) ~tg

Pour déterminer la vitesse limite, faisons tendre £ vers I'infind

Uy, = ;E.r?:my" =0
- vy »-) -_— -
Lo, =0 = | Yy = —T88, =13
Ve = Mmooy, =t
z lim Paaing: &

Le mouvernent limite correspond 2 une chute verticale de vitesse constante.

v

Z - Pynamigue

|51

B




o.

ur vitesse compte tenu des con

Les composantes du vecteur vitesse peuvent aussi s'8erire :

i = vy cose exp(wé)
P=0
£ = (yysina +tg) exp(—-_%) -1z

Leur intégration permet d'accéder & %, y et 2, sachant qu'a Pinstant £ =0, le projectile esten 0
X =1 vgcosaexp(-—é) + 8, avec x(t= 0) = ~teyeosa+ By =0
¥y=B8y, avec p{t=0)= By =0

=wrgtwt{vosina+1:-g)exp(w«3 + By, avee z(f=0) = —t(vysina +1g) + By = 0,

Récapitulons :
{
v, = vgcosaexp(—i) x = wocosa[l - exp(-%)} :
v, = 0 dou Jy =0 :
v, = (uosina+1:g)exp(-%) -1g Z = —tgi+e{vysina +~cg)i:1 - exp(wg)] ;

Le mouvement du projectile est plan. A tout instant y = 0, la trajectoire de Mreste dans
le plar: {Oxz) imposé par la vitesse initiale.

sous les yeux les composantes ¢5 ‘
s pourrez ging puiser dans ces donn,

v

Méacanique PCSE, MPSE, PTS). o Muthan, G pripa




Cet instant est atteint lorsque v, = 0, soit:

3
v (t=tg} = (yosizm«l«tg)exp(-—f) ~tg = 0

vgsin a)

b= rin(l * I

En remplagant dans les équations horaires du mouvement :

exp(**%_.;___gr__ = {1_“?(”%‘)}_ vpsino

vpsino + gt T ppsina+ gt
Tehcosasing
on obtient les coordonnées de §: S Hg e
vosing + g
*ys=0

e SERLC .
rag = wgtzin(l +-9~§;-~) +Tvgsino

),4

i dtidior

Calculons la position limite du projectile en faisant tendre ¢ vers Pinfind :

Xy = lm x = twgeosa

§ - +oa

y=0 = K = TUHCOS0
z

Hm z = —1gl —-%

b oo

I

La trajectoire admet une asymptote verticale forsque ¢ tend vers linfini. Le sol inter-
rompt la trajectoire du mobile pour z = 0.

z
2
Rl
3
a
o
5
62
3@ o
s‘!

2 ~ Dynamique




La courbe qui suit permet d’évaluer Pinfluence du coefficient de frottement % (exprimé
en N -5 - m"!) sur la trajectoire. _ !

ZA

Wy
—-—

i
H
h=015 \ A=008 i

Mécanique PCSI, MPSE, P13 & tubua, Cluse prisr




> Corrigé pr. 62

QOscillations d'un point matériel relié
A un ressort horizontal

Le référentiel terrestre R (0;7,2,7,) est sup-
posé galiléen.

Un point matériel M de masse m est 1é & un res-
sort horizontal, Iautre extrémité du ressort étant
fixe en A, Dans son domaine d’élasticité, le ressort
non tendy est caractérisé par une constante de
raideur ket une longueur 3 vide £,

Le point M glisse sans frottement le long de Paxe

(0;€,) & partir de sa position d'équilibre située

en 0. 1l est repéré sur cet axe par son abscisse
= OM {grandeur algébrique).

N L Etablir I'équation différentielie du mouvement
de 4 En déduire la pulsation propre w, des
oscillations.

‘2. A Pinstant ¢ = 0, le point matériel est aban-
donné sans vitesse initisle du point M, d’abscisse .
Déterminer I'équation horaire du mouvement x(2).

3. En déduire Pexpression de la tension T dures
sort. Justifier son qualificatif de « force de vappel
élastique ».

> Crrige g 63

QOscillations d'un point matériel relié

a deux ressorts horizontaux

Le référentiel terrestre R,(0; P e’ .%,) est sup-
posé galiléen.

Un point matériet M de masse m est attaché & Joux
ressorts {1} et {2} horizontaux de raideurs £, et
kg, etde longueurs 2 vide £, et £y, reliés 3 deux
points fixes 4 et B distants de (£, + {4g).

Le point M glisse sans frottement le long de Paxe
(017, a pastir de sa position d’équitibre. Il est
repéré sur cet axe par son abscisse x = OM
(grandeur algébrique).

1. Justifier la position d’équilibre en O du point M.

2. Etablir Iéquation différentielle du mouvement
de M En déduire la période T des oscillations et la
raideur kdu ressort équivalent & cette association.

3. Alinstant ¢ = 0, le point matériel est abandonné
sans vitesse initiale du point M, d’abscisse x,. Déter-
miner I'équation horaive du mouverent x{£).

= Corrigé p. 64
Oscillations d'vn pendule simpie

Le référentiel terrestre R (03 227,72, est sup-
posé galiléen.

Un pendule simple est consti-
tmé d'un objet ponetuel de
masse m, suspendu a un fil
tendu, inegtensible et sans
ridise, de longueur £. Le
chamyp de pesanteur terrestre
est supposé uniforme et ia
résistance de Pair négligeable.
Lextrémité 0 du il est fixe.

L. Faire le bilan des forces appliquées a objet M.

P
Mim)

2. Etablir Véquation dtfferenuelle du mouvement
de M éudié dans le plan de la figure en précisant
Ia base de projection,

3. Dans quefle condition le pendule estil un
oscillateur harmomque ? Diéterminer alors la pulsa-
tion propre w;, des oscillations en fonction de get £

2 =~ Dynamique
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4. A linstant £ = 0, Pobjet M est abandonné sans
vitesse initiale d’une position repérée par I'angle 8,,.
Déterminer Péquation horaire du mouvement 8{{}.
5. Exprimer la valewr maximale Vpney e Ja vitesse

de M au cours du mouvement en foncton de 8,
fetg

> Corrigé p. 65

Mouvement d’une bille dans un liquide
Le réferentiel terrestre T {0 ; ?x,%,?{} est sup-

posé galiléen et le champ de pesanteur uniforme :

§=g8,avec g = |F = 98 m-s2.
Une petite bille d’acier 4 de rayon 7 et de masse m
est fachée en O et sans vitesse initiale dans [a gly-
cérine de viscosité 1. Ce liquide visqueirx exerce
sur la bille en translation -
* la poussée &’ Archimade #;
= des actions de frotternent modélisées par une force
1?, = ~6nnrd ot ¥ est le vecteur vitesse de la
bille dans % -

glycéring

Données

» masse volomique de Yacier : p = 7 800 kg -m3;

* masse volumique de Ia glycérine :
p=1260kg.m3;

* masse volumique de Pair : p, = 1,3kg - m3,

L Donner les caractérisiques de la poussée
d’Archiméde # exercée par le fluide sur la bille,
Comparer & la poussée d’Archimade qui serait
exercée par air sur Ja bille. Conclure.

2. Effectuer e bilan des forces exercées sur M en
précisant le référentiel d’éuide,

Mécanique PCSI, MPSE, PTS!. & Notan, Clisieprapr

3. Etablir Iéquation différentielle que vérifie la
valenr de la vitesse 7 de la bille.

4. Montrer que Ia vitesse de la bifle tend vers une
valeur limite ;. Donner son expression en fone-
tionde p, py, g retn. Quelle est Ia constante de
temps © du mowvement ?

5. Pour une bille de rayon r = 1,50 mm, la vitesse
limite ateinte est de 5,2 cm - 51,

Er déduire Ia viscosité 1 en précisant son unité ef,
la constante de temps 1.

Conclure sur le caractére observable du phénomane.

> Corrigé p, 66

Projectile soumis 3 des frottements
quadratiques

Reprenons le tir balistique de 'exercice 2 de
Savotr résoudre los exercices. 11 adoptait un frottement
de type visquewx correspondant 4 un mobile Men
translation & faible vitesse. Lorsque les vitesses
afteintes sont plus importantes i fant avoir
recours, pour modéliser la résistance de Pair, Aune
loi de force proportionnelle au carrs de Iz vitesse
(dite quadratique par rapport 3 Ia vitesse de M)

B = kST,

K est une constante dépendant de Ia forme du
mabile et de la nature du fluide (ici Tair),

S est le matire couple, section du cylindre engen-
dré par le mobile en translation,

Le mouvement de M est émdié dans le référentiel

terresire galiléen %g(O ; E“x, ?’, ?z) et a lien dans Je
plan (Oxz),

1. Ecrire les équations différentielles du mouve-
ment suivant les axes (0 ; ?_,) et (0; Z"{). .

2. La résolution de ces équations différenticlles
nécessite un logiciel d'intégration nurnérique.

Avec vy = 30m 57}, o = g, £=98m-52

m=0lkget K§ = 75. 0-4kg - m™ la courbe
obtenue est ici comparée 3 la trajectoire libre du
projectile :
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Déterminer graphiquement et dans les deux cas la
portée et Paltitude maximale de la trajectoire.

3. Existe-t-i] une vitesse limite ? La trajectoire avec
frotiement admet-elle une asymptote ?

3 R ; ¥
6y o
bAoA f&f;‘\‘ Sl

» Corrigé p. 67

Freinage d’un véhicule
Les vitesses du véhicule sont exprimées par rap-
port au référentel terrestre supposé galiléen
R0 Z, 2}: ?2,) Le champ de pesanteur est uni-
forme :

F=-gé, aveeg= |7 = 98m-s2
Une voiture de masse m se déplace sur une route
horizontale le long de Yaxe {O;?x) aves une

vitesse constante 7 = vg?,.
A Pinstant £ = 0, le véhicule est en O et le
conducteur arréte son moteur.

La voiture est sourmnise :
* 4 une force modélisant les frottements solides
dus aux contacts entre les roues et la route :

ﬁ § = =M Ci?x H
* & une force modélisant les frottements visqueusx
dus au contact entre la voiture et Paix :

By = ~mplzI.
Les paramaetres o et f sont des constantes positives :
1 puSCX
o = fg et ﬁ o § er;t*"“"

1. Déterminer linstant? correspondant & une
vitesse v du véhicule. A quel instantt le véhicule
s'arzéte-til P

2. Exprimer la distance x(#) parcourue par le véhi-
cule. En déduire ja distance £ parcourue par [a voi-
ture pendant la durée .

3. Que deviennent © ot € lorsque le frottement
solide n’est pas pris en compte ? Commenter.

Données :
= coefficient de frotternent de glissement :

f =002,
° masse volamigue de Iair :

p, = L3kg -m3;

* maitre couple ou section du cylindre engendré
par le mobile en translation :

§ = 3 m?;
= coefficient sans dimension reflétant Paérodyna-
misme de fa voiture :

Cy =03;
* masse et vitesse initiale du véhicule :

m=600kget vy = 90km -0},

U
'I—E—E = arctany + ¢te.
1+u

2 ~ Dynamique
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1 la mécanique newtonienne ou mécanique classi-
que est le domaine de la physique qui déerit fes mou-
vements des corps macroscopigues 2 de faibles vitesses
devant celle de I humiére {c = 300 000 km - 5™ dans
le vide).

Ses hypothéses :

« possibilité de connaitre avec une précision illimitée
la position et Ta vitesse d’une particule ;

* possibilité de définir une méme chronologie dans
tous les référentiels (hypothise de Pexistence du
temps absolu introduite par Newton).

Ses hypotheses furent révisées :

* dans le cadre de la mécanique quantique qui aban-
donne fa notion de trajectoire au profit de I probabi-
lité de présence de la particule ;

* dans le cadre de la mécanique relativiste qui revoit
les notions d’espace et de temps.

£ Décomposons 1a force F par une analyse dimen-
sionnelie en partant du principe fondamental :
F = ma=s[F} = M[a] = MLT-2,
Le newton se déduit donc des unités fondarentales :
le kilogramme, le métre et 1z seconde.,
Nakg-m. sl

3t systdme  wst 7}
pseudo-isolé  lorsque
fes actions mécani-
ques se compensent
exacterment,

Un palet en déplace-
ment sur une table 4
coussin d'air réalise un systéme pseude-isols et le
principe de Yinertie Tui est applicable. Sur un dépla-
cement suffisamment bref et 2 la précision exigible
Prés, on pourra vérifier le caractére constant du vec-
teur vitesse. Le coussin d’air entre Je palet et la table
rend Ies forces de frottement négligeables, la réaction
du support est normale au support et équilibre exac-
tement le poids.

nL

=4

= e d
m+ R =0,
Lexpérience est suffisamment brave pour supposer
le référentiel terrestre galiléen.

4 Appliquons le principe fordamental de la dyna-
mique & M dans le référentiel galiléen R =

7

et == 3 = mE(M’?L;)

p

Le point M isolé mest soumis 4 ancune action
extérieure :

dB{ My

- ) g
Foimu= 022085 = (=) | =8,

Le vecteur vitesse 3( M/m;} est un vecteur constant,

le point M est animé d'un mouvement rectiligne et
uniforme en accord avec le principe de Pinestie,

B Réponse b Le principe fondamental de la stati-
que n'est pas réciproque : si ?e.-«w- P 8 , le point
matériel 4 est pas forcément a Péquilibre daus le
référentie] galiléen Ry

Le point matériel est isclé, son vecteur vitesse eut
constant et garde sa valeur initiale -

3(11%‘} = 3{(=0) = 3,

M sera & Péquilibre si sa vitesse initiale est nulle. Si
elle est non mulle, le point M sera animé d'un mouve-
ment rectiligne uniforme.

€ Réponse b.Un point matériel A animé dhan
mouvement circulaire upiforme est accélére, il ne
peut donc pas étre isols.
Sa trajectoire est un cercle de rayon R décrit avec
une vitesse v, son accélération est radiale :
2
vy

a’(M,ﬁg) e
La résultante des actions mécaniques qui lui est
appliquée est non nulle et centripéte, Cest-a-dire diri-
gée vers le centee de la trajectoire :

f-‘zem——M = ma(Mm,) = "mv“g?r-

7 Réponse a. Les forces dinteraction 7 sty b, et

?Mu" #, sont portées par la droite (M) : cette
proposition exclue la réponse b) ;

*efles ont méme intensité : Cest le cas des trois
réponses ;

* et des sens opposés : ce qui exclue Ja réponse ).

& Réponse . Le poids B fait un angle o avee la
normale au support ;

i 'Még::aniqi.ee_z PCSI,MPSf, PrsI.




Les composantes de son poids P dans fa base
mgsin e
3 3 3
(& &, 2;) somt: [
~mgcos
Consed! ! it faut prendre soin de toujours orienter les
angles dans le sens positif adopté et de les choisiv
n
Z

2

wnférieurs &

g 1 Un point matériel M, de masse m, est en chute
libre 4 la surface de fa Terre (r=Rp) et soumis 2 ia

seule force gravitationnelle 2 F» 3+ B0 SUpposant le
référentiel terrestre galiléen, le principe fondamental
de ka dynaraique appliqué & M donre Faccélération
de son mouvement :

- M b d

Froy= ~6 By = m = mi(Mym,).
Done : Mg ) = % = me—g?w.

.3 R'{'
AN:e¢e=%=98m- s
On retrouve l'intensité du champ de pesanteur 3.
Le point M est soumis & son poids et le principe fon-
damental qui lui est appliqué donne :
Pamd e mid(Me)=3Ms) = 7

En premitre approximalion, le poids d’un corps est égala
1a force de gravitation exercée sur hui par la Terre et :

m
Fen Gy,
B}

2 Comparons les intensités des forces d'interactions
édlectrostatique et gravitationnelle :

2
L& o 5 =ale

Fyee = e e "
Paw .1 & o jom,
Foay ey Gmym,

Ainsi on peut totalernent négliger Pinteraction gravi-
tationnelle powr décrire la structure atomigue.

3 Dans la natwe les dewx forces qui agissent sur de
grandes distances sont la force gravitationnelle et la

force électrostatique (les partioules sont supposées icl
fixes dans le référentiel d'étude}. Les charges éleciri-
ques sont disposées de fagon 3 créer des ensembles
éleciriquenment neutres et, i 'échelle macroscopique,
le champ électrostatique produit par une charge est
compensé par celul d'une charge voisine, de signe
opposé, La force gravitationnelle est done prépondé-
rante 4 notre échelle.

& V¢ point matériel M est soumis & vne Haison car, s'il
est sowmds 4 une impulsion horizontale, il est alors
astreint 3 décrire une courbe ayant la forme d'un arc de
cercle. Sa trajectoire est imposée par la tension 7 dufil

Le systeme § est constitué par le point #{m) etla
partie de corde infériewre 3 M.

T(x} est la tension exercée sur § par la partie de
corde supérieure & Net P{x) le poids du systéme :

« T = -T(x)%, I(x) est Pintensits {positive) de la

tension ;
[m+ mg(ﬁg_’j]g-z,

mg[] + %(1 - ‘-;}]?,.

Le principe fondamental de Ja statique appliqué & §
dans le référentiel terrestre galiléen est ;

B+F =i
= | T(x)= P(x) = mg[-l * mo(; B :?ﬂ

B P2,

it

B

1w

Remarquons deux points pasticuliers du fil tendu :
Oy = (m+my)g et T(£) = mg

La tension est une grandeur définde en chague point

du i, son intensité décroit régulierement du point

d'attache A an point matériel AL




Un fil idéal est un fil parfaitement souple et sans masse,
dans ce cas my = 0 et T'= mg: la tension est uni-
forme, elle ala méme valeur en tout point du fil.

B

i

Te lif estia Haison
entre Aat M

F
@ Mim)
Remergue : un il inextensible parfaitement flexibie
prend une forme rectiligne dés qu'it est tendu entre
deux points d'vne lizison. Ta valeur de la tension
appliquée en M reste indéterminée car elle est fone-
tion des autres forces. Lorsque le fil n'est pas tenduy,

le mouvement de A est indépendant de la corde, la
liaison disparait et la tension s'annule.

- = |
!Fsl—.u=f

; B 5 a. Un ressort est ideal 5%l est de masse négligea-

ble et 9'il est linéaire, sa tension est dans ce cas pro-
portionnelle & Iallongement relatif du ressort par
rapport 4 sa longueur & vide £). La longuewr i vide
est sa longueur & tension nulle, le ressort #’est alors
ni compressé, ni tendu.

b. La grandeur k est appelée raideur du ressort et

Sexprime en N - m~,

T L 3
b I;)‘rcssort-—M“ ?:"I'C(f—fb) = wkAE

Plus précisément :

= et
Bou= T o k(M - 23
A peut étre mobile dans %t

Commentaives
* M est le point d'application de la tension 7 et A
Pextrémité opposée du ressort ;

3
+ AgMy = €, estla longueur du ressort 4 vide ;

— 3
« AM = { estlongueur du ressort & Uinstant ¢;
* si dest fixe, 4, est confondu avec 4 :

ji" = k{AM ~ AM) A fixe dans &

Le point matériet M est soumis & une linison par le res-
sort. La tension qui lui est appliquée par le ressort (2)
est: ’

T = ko (BM - ByBhy).

Ecrivons le principe fondamental de la dynamique
au point B de masse m' dans le zéférentiel terrestre
Ry galiléen :

?msm(uw.e* }?resmrt gt };Tcrre-a
F Fagpor g = m'Z(B/mE)

-
Frem:t{]} ~gt f‘z:esm @-atF+ R) = "*'Z(B.fm,l

Les ressorts ayant des masses négligeables, il en sera de
méme pour e point particulier B commun awx deux.

- - L
mel; P=mgul; R=0.
S

= "gmssort(l)-'-B+ﬁrmoﬂ(2)—'3“0
m‘?rassnn(l)—'B = "ﬁmmu(E}—vB

wommd e
k(MBI Gt

) e
ko BM - Body) = T w

i

Le ressort étant idéal, la tension 7 st uniforme et tout

point du ressort subit la méme force élastique 7

Latension 7 &tant identique pour chaque point de la
liaison, exprimons-la successivement pour le ressort
équivalent, pour le ressort {1} et pour le ressort {2) en
observant que A est fixe :

T = ~k(dd - 1) = ~&,(AB- AB)
= ~k(BM - ByHhy).

J— e e e ey
= (AM - AM,) = AB+ BM - 4B, - B, M,

= (4B~ 4By + (BM - Byl
LI, 7
£'H
P11
~ EE R

Mécanique PCS1, MPSI, PTS1. 0 Nasun, Clse pips




& Remargue : o point matériel M est soumis i une
taison torsqu’il est astreint & rester sur une courbe ou
sur une surface. Sa trajectolre lui est imposée par une

force & appelée réaction du support.

+5i le point matériel se déplace sur une surface
{mouvernent & deux degrés de Hberts) ia normale 7

au support est définic sans ambiguits. La réaction se

décompose en deﬁu;x composantes : une réaction nor-
male au support &, qui s'oppose A la pénétration du
mobile dans le sapport et une réaction tangentielle
au support K, appeiée force de frotternent de ghisse-
ment qui s'oppose au déplacement du point.

?suppa:lﬂ-n'vfm E”w" ﬁn""ﬁi

. sens du ™

liaison sans frottement 27", figison avec frofternant
- s mauvament I
R =G Bl

Le peint matériel pouvant éventuellement quitter
son support, la liaison est dite unilatérale. Le mobile
perd coatact avec le support dés gue Iz réaction nor-
male s'annule R, = 0, la condition nécessaire du

conlact est: R, = R.p=0.

Le systeroe considéré est ke point matériet M Létude
est effectuée dans le référentiel terrestre

R0 2. E’y, 2) galiléen.

® Bilan des forces appliquées au systéme
F’Tme-#[ = ? i m?

ﬁs\:ppon-'ﬁ = K

sens du
mouvement

¢ Expression vectovielle du principe fondamental
de la dynamique
P+ R = midiMy ).

Daxns }a base (2,, "e’j, ?z) :

gsinct R, i
mi 6 |+ R =
~gC08 R, ¢
d'oil le systbme d'équations :
* projection sur #,: mgsino+ R, = m3 (1}
* projection sur 4,1 R, = 0 @
* projection sur ¥, ~mgcosor+ B, = 0 (3

et les composantes de la réaction du support :
B, = ~fR, = —fmgcosa
R, =0
R, = mgeose

Lgquation (1) doane l'expression de l'accélération
du mobile :

¥ = g{sina - foosa).
Le mouvement de M est uniformément accéléré,
Une premiére intégration effectnée sachant que la
vitesse initiale de A est nulle permet d'accéder 2 1a
vitesse de M :

& = g{sine - feosa)t.
Une seconde considérant que M est en O 3 Pinstant
t = ( permet d'écrire I'équatien horaire :

X %g(sina - feosa)?

« Si e mouvement Feffectue sans frottement :

.. . . ] 1 .
[F=0;% = géino; & = gsinas; & = §gsn_;a32_
*3i f=tanw, cequiéquivaut & (sino ~ foosa) = 9
PaQ, 2=0 et x=0.

Le point M déposé en O reste & 'équilibre.

7 Remorgue : Yo trajectotre du point matériel est
imposée par un guide (mouvement & un degré de
liberté), la liaison est bilatérale et le mobile ne peut
pas guitter son support.
5i le mouvement seffec-
e avec frolternents, F3
se décompose en une
composante B tangen-
tielle 2 la trajectoive qui
Foppose au déplacement
et une composante -3
normale 2 la trajecioire
contenue dans le plan perpendiculaize 2 la cowbe.




Sile rouvement seffec-
e saps frottement, &
est contenu dans le plan
perpendiculaive & I
courbe en M:

ﬁ:ﬁ_._ eiﬁﬂ=6.

est effectuée dans le référentiel terrestre

L .y
R0 2, 2y, 8,) gadiléen.

* Bilan des fbmzs apiligudes au systime
Iy
ﬁTen‘c-'M = P mi‘é

£ =R,

suppoiz -+ M =

laire en M

Le systéme cousidéré est fe point matériel M Llétude

Ie mouvement s'effectue sans frotternent, I? est
contery dans le plan perpendiculaire au sapport circu-

* Expression vectorielle du prinsipe fondamental
de la dynamigue
f’)-i- E = "33(Mms ).

« Danslabase (2, %, 7,

w2

0y (R, “F

miOi+{0 | =m dv

- R, d¢

0

d'olt le systéme d"équations ;
2

* projection sur &,: B, = mmgg {1}
* projection sur g ; %—z-; =0 (2
* projection sur #,: R, = mg &3]

Léquation {2) indique que le mouvement du point 4
est circulaire uniforme ! la vitesse v est constante et
égale 4 la vitesse imposée par la condition initiale v,

::-R,=mmf£; Ry =0, R, =mg

o5t e.p

M, 50 mguy‘enﬁ_en@ est &t
tre supposé galilée S

3 L
*Ia réaction R est normaleian support-cas-le
ment s'effectue sans frottem,




R=r2, (r=1R1>0),

" Rest Pintensité de la réaction A.
« la réaction f? s'écrit
T o MAM - AgMy) = ~k(AM ~ AM),
car A est fixe dans R,
T o l(l )2, = kLot x-Lg)3, = ~F2d,s

&, RN R

+ Paccélération es't:&)(M,m) =gy =15 =10
' @

2'

LA

Le mouvement 2 ayant leu selonn l‘aXé (0 e)x); }es‘com«
posantes d, et a, de Paccélération sontnulles )
Dans la base (?x, } 3 le prmc:pe fondamental de la
éynamtquesecnt S S s
Y080

G

“m| 0 |+o “ kD
A-g ._R-".‘-FI 0l

Doty Jes équations : |
* projection sur [ mx-i- kx =0
* projection sur Z’;. R wmg

{9) La réaction du suppory éthbre Ie po:cis et Y oppase

ala pénétration de M daus le support:

(1 Lequa.uon d.tﬂ'erent:eﬂe du mo&vement cle M qm a

heu sefon ? est

x+kx—0

T aglt de ]’equatmn d1fferentre]ie d’un osmliatem‘ harv -

la penode propre est mdependante des condxtmns"‘

m:hales

1'3-5‘-2“«/;

Les oscaﬂatlons sont purement s;m:soxda.les. La soluuon B

générale de Péguation st : :
CaE = AI cosm0t+ Agsmwoi. .

2. Les conditions mmales per-mettent dé- déﬁmr tes’
constantes d'intégration A et 4y et daccéderains{ala
solution du probigme. La posmon et la wtesse de M3

Vinstant ¢sont :

#(2) =
{s:g:) '

4, cosmotﬁgsmmbi;

3

“wyl—d, sifeg b4 Ay ddswg ).

'?_’m;mu)-mé

Et & Pinstant £ = 0
#t=0) =4 = m=4, = x,
{:&(x:O) = gdy = Qe dy = 0
PYott I'éguation horaire du mouvement :
[_(x} = xocos(noc

3. Lexpression de Ia tension du ressort est définie de Ia
fagon suivante

]

7 —kxe, = —kageoswgtd, = T2,
La position d’&quilibre du ressort correspond & la solu-
tion de I'équation fondamentale de ia statique appliquée
au pomt M:

bﬁ Fa Or—‘:-?-m—lsx

&

dq

Ainsi xy, = 0.
.+ La composante T, est posmve s %<0, elle est néga-

tive si x> @, Ifs'agit d’une force de rappei slastique qui
tend & ramener le pomt M & sa position déquilibre en

- 0. La fensmn ,’7" du Féssort a la méme expression, que

fe ressort sojt comprithé ou tendy,

«
i
3
Il
'
i

3
i

X<0

le ressort ust comprimg

7 2 1 Le systéme estle pomt M, son mouvement est etu— -
‘die dens le referenne[ terrestre suppose gahieen

‘_'fﬂl (03 fx,e,.e o

® Belan des form app[zguées au pamt M

{1} ad:stam:e F?e,mn,,,,, = P = mg, Iepazdsdu pomt
matérie] M;-

R s
() de contact : Fmppm_‘ W= R la ream(m du suppert

ﬁ,m‘,"(g} w=Ta, a !erLsz'or: du redsart (2}

e E,xpresswfz vectorielle du grvincipe fmzdamenml
de Ia dgﬂmmzque

ﬁ+R+?l+?2 = mﬁ’(%ét?‘ -

2 Tynamique

" fa tonsion du ressoit: (13.-




f

B
i K

+
5
1
s
'
i

© Projection dawns Iz base orthonormée divecte (2., e,, )
i * le poids B

*la véaction & est normale au support car le mouve-
ment s'effectue sans froitenent

5
—HGE,

E=r2 (R= };1‘?1
- ta tension 7 : f L
7, = w ky(AM- 4,00 = —ki(A—;fmeﬁ;)' i
= by My LR

A stant fixe dans Gy, Aest confondu avec Ao

* la tension ft '

7, “@(3’”'130";};) P

M R

B étant fixe dans R, Best confondu avee Bo
La réaction du support équilibre e pom’s

z ﬁ-i-Rm{)mf”-fz
: Oc: . i
T+ 7 = -"’".k:%M' %MD =
M, étant confondi avec 0:
T+ By = -k + k) OM =
(dZCLM)
ds

Lequahon différentielle: du mouvement de M ecnte sous
forme vectorielle est.: o

_@(E{ﬁ';fﬂ};) G

ma(Mm -

mﬁf%}

208 ki 4k
(di:" )!m+_('7zz ) -
Selon eﬂ:x ( ;+Aﬂ)x = 0,
On reconziajt Péquation dlﬁerennelie dun oscﬂ!ateur :
harmonique : :
i+ wf;x = (.

64!
, Mécanique PCSL, MPSE, PTSI- o o, s prie

- Et a?’mstant £ —fG-:

= renhel tetiestre ?R (O
e lean dex fbrces ajbﬂzquées ait point M
: (}adastance ?Tcm_,M = 1-3) = m'g

] (zz) de. contact

’ -,de l.:x dynamzque o

Ohy -
et de période T
2 .
o= oy nn};{' +h

Llassociation des dewx ressorts est équivalente 2 un res-
sort unique de raideur & = £ + &
La solution générale de I équauon différentielie est :

x{8) = 4 coswyl+ dysinoyé,

2. Les conditions initiales permettent de définie les
constantes d'intégration 4, et 4, et d'accéder ainsi 2 fa
solution du probléme. La position et Ea vxtesse de Ma
I'instant 2sont ;

e
: {’&U).

A;coswyt+ 4y sindg

g~ sivicng £ 1‘.{2 08w, 1) B

X(d"*O)_Ai x‘}m!ll.—_u )
"{x(z—c;} = wydy = 0—:-112 =070

D il 1’equatxon hormre du mouvemezzt

> 2(1) # xycoswoe ] :
3 Le systeme étudié git le pomt matériel M dans Ie refe-
H Z ?) suppose gahleen '

x’y’z

Ie pazdf du pcmt -
mateslel i

..??mm,M ? ]atemzor.:duﬁl'

° E.xy}mmon wiec!onelfe a’a ﬁmmpe fondczmmml

ﬁ-rf} = mZ’{MM )

2. Te point materzel B est sourmis & ane Isa.lscm et esL

B astremt a ciécnre une traje toire imposée par la tension -
7 ‘du il La’ courbe décrite étani in arc de cercle, la base
-de pm;echon poime g'impoese pour une tclle descnphou :




; qfrojecﬁon dans la base a?tkoﬁormée {3,, 39)

+ le poids B
B mh = (mgcosﬁ)

~mgsin

g= I3 >0);

=3
F =T & =1{g

Puisgue c’est la variable 8 qui nous intéresse, Paccéléra- |
‘tion de M sera exprimée par :

' HMy) = — 0828, 4 0BE,.

La pro;ection du principe fondamental dans Ia, base

(3.4, donne : :
: (— {’_é

’"(—g;;%) (5) =

" Elle conduit 3 un s ystime de deux t.quatxons

« fa tension .
I «r=th>0;

: j~p1'03ect10n sur 7,: {ﬂzgcos& T —meéﬂ

. -pmjechon st ? “rgsing = ' mee -‘_,

Lequatlon cbfferehtzeﬂe esmlors lmeamee o

@.

' '4. Les oscxliahons sont smusmdales et la soluﬁzun gene— :
rale de l’équatwn ast .
Oty = 4 costH Azsmwoi ;
Les conclitions mitialas permettent “de’ définir les cons-
“tantes dintégration A, et Ay et d'adcéder ainsi 3 la.
.. - solution du probleme La. posmon et la vztesse de Ma
: l’mstant tsont =

G+m08 0 Cavec (uo

8(d) = wo( Alsmcoom&,coswnt)
Etalinstant £ 02 0 :
8t=0 = 4, = 0:"41 =8,

CHE=0) = wgdy = 0= 4y = O

1’51l 'équasion horaire dy mouvement ;

5 La viteise de Mest orthoradtale H
B(Mg) = ee?‘, = €wuﬁnsmw0s3
_de sa valeur est obtenue pour

_{2p+1J

La valeur - 1ximale Y

fes instants 4 vérifiant cun .
a:

Amsx en § =

‘ Comparons cette foree au poids de la Eéiile .

'Lmtens:te de ta poussée d'Archiméde ne represente que

‘Ii est donc légitime de négliger - poussee d’A;c hxmede :

. danis Je cas d'un projectile en mouvement dans air. Par’,

| contre pour le cas présent d'une chute dans fa glycerme,
-elle’ “doit étre prise en cowpte.’

- 9.% Bilan des Sforees appliguées au poth e
: (xj achstance F)'?mcn_‘w =P mg, Ie_{)azdsde !ahlﬂe 5

L "/'E:é: 6!)

Ve = {?03(,9(, avec wy = [g

4 Le systéme est la bille d’acier, son mouvemen! est
#udié dans le référentiel terrestre supposé paliléen

R0 7.2.2,).

1. Daction exercée par les forces de pression sur un
corps immergé est représentée par une force unigue x
appelée poussée d’Archiméde. Cette force est dirigée
selon la verticale ascendante et est égale, en norme, au
poids du fluide de masse m, déplacé :

3= wmy = wp(}%ﬂ:r"‘g’ = upugyzr:*g?z.

Bomispfarnd
r_ Po_
F=5 =016 ‘.

Lmsensste de la poussée d’Arch:méde replésente 16 %

du poids de la bille.

. §i Pon considare le probleme de ld. chute verhcale de [a o
8 bslle dans l'air : R

T pa

%= = L6104

1,65 10~ % du poids de a bille.,

Remargue le point d'application. defa pmzssée dmchv '

- made est e centre d'imertie C du fuide déplacé, appelé: |
. centie de poussée. Il est confondy avec le céntre dinertie

‘G de fa bille sur lequel s'applique fe poxds 5i 1 répariition . 7
des masses, pour fe fluide et pour la bille, est homo«réne

{ii) de contact : Py = % la poussée af’Ar;lz:mEds;_-

j‘zﬂumt—._u = f:‘r la f.f)rce de ﬁbttéme'f;t.'f

Hycdrine

sans du
daplacamant .

2 ﬂyna




3, ° Expre;fsion vectorielle du principe faﬁdammtﬂl
de la dynamigue

5.2

Biiir B = mllMq),

soit .
_ A% Mg )
m - my§ - 6 r (Mg ) = m{— ),%.

Pour simplifier I'écriture ;

mE -~ mg-Grnrd = m'-i—“-tg
¥ g T
Fe ; 4 .4
pgnr’g)wpuwnrdzmﬁm}rv = p§n73—&—
- Ona d7 {dd 9 2 Por =
(p-ond =570 = 03 i+t = (1)

o4

Le mouvement s'effectue suivant ¢, caf Ia résultante

des forces est orlentee selon ? etla wtesse initiale est

nulle: ¥ = ¢ ec '
Liéquation différentielle que vérifie v, est: -

e

T der= (12

4. 1La vitesse limite atteinte par fa hille a5t e solution .pari'i

culigre de cefte équation différentielle obleiue lorsque Ia,

vitesse de la bille est mdependante du tcrnps

g(p pn)—gw

v{ilm i 9

: (P Po)

La constante c[u mouvement st obtenue & _partis de '
I'analyse dimensionnelle de 1’équahon cleferennelle I

:.?E__

Remarque : la soiuuon complete de i’equazmn dliferen«.'

tielie donne :

5. La dimension de fa vxscomté 5t obtene en consuit- T

rant, par exemple, la force de frotiemen

.E?r = ~funrd
S AFL _MALTE o
=Il= jg = T T MR LT
La viscosité n sexprime en kg-m™ <57 dans le Sys-
térme International des umtes pour caiculer sa valeur :
{D Po}—“g“

AN.in = 0,61 kgomtest,
La constante de temps est obtenue par :
= 2prt

=5
66I JTN 1% = 6,8 ms. i

l Meécanigue PCST, MPSE, PTST. o Nahan, Clse prip

‘ o
Exmlol, B =_v~KSJx2+

La pzo_;echon “du. prmc:pe fondamental dans ia base

‘Elle permet d’exprzmer Jes equatlons dxfféreﬂneﬂes du
: mouvement ;

- projecnon sur 2, mi = -—K.S',\;‘a:2 +zax 3

2 La iecturc g‘rap}uque donne :

R = T
i R S vy

La bille prend instantanément sa vitesse de croisidre. Lo
phénoméne est inobservable.

5 Le syseme étudié dans le référentiel terrestre sup-
posé galiléen est le projectile ponctuel M

1. Les objets extérieurs agissant sur le systéme Msont :

(i} & distance ; I?Tmum,,_,\,! =B mg  le poids du point
matériel I

(#i} de contact : ﬁasr TR ?r

~KsZ, Joree de

Jrottement due i lair.

Lexpression vectorielle du principe fondaments! de 1z
dynamigue est :

ﬁTe.n‘ew-v'M'*' ﬁnir-\M = mz(ﬂ’f/m,_)

nd ~ KBS My ) = md(Mg ).
La base adaptee au mouvement est la B. O N. D carté-
sienwe (2,2, .)
Le texte précisant qué le miouvement reste dans 1 p'l‘m

{L’sz) atout instant y Oety=0, d’cu
3(1%5} =mol; H(Mg) =m0l

~g/. 7.‘ - z

(ex,ey,e{) donne B -
POy T N R

m| 0 ~stq'/:e2§zﬁ 0| =m0
y : z Az

> projection sur #,2 m% = - mg~— K8, :c2+z z

3. La vitesse limite est atteinte lorsque
3 : , >
UMy} = 0 = g ESIPE (Mg ) = 0

# est rienté shivant (-2,




ANz o, = 361 m -5t
La composante horzontale de la vitesse finit ainsi par
sanmuler, la trajectoire avec frofternent admet une
asymptote verticale, o
Le schéma suivant permet d'évaluer sa posmon a
z= 114,5m.

z{m}
P
&,

Ld l

& v

aves frottemant

: d'étude est l¢ referentel terrestre suppose galiléen
"9?. (O ? ? ?} Le champ depesa.nteurestumforme

* Bilan des ﬁm&s aﬁphguees aw systéme

“tnatériel M

L (”.) _de contack }'2:(uppori~||d' = Ie
du support ;
. £}
}?NHM Fp, Iacnon delzur

- Remarque < ta composzmi:e tan anticlle de h réactxcn du
,suppore est |4 force d¢ fratteis

CR=T
.T;n remph;ant o par §a va‘ieur o
E ﬁsw'—mo.'e’ w—fmgg ;
Aingl [IR = f [ERﬂﬂ f estie coeffiment de gixssement:- ‘
-z _._..3}

; sansdu .|
deplacement .

= —-maev.

: uﬁ'ﬁ'v a.\‘fecdy:m‘«f:du
R P A

?} & Le systéme est la. vo:ture &e masse m, le referentlel_ =

SR Y soiut:(m de cette mtegrale est :

: (z} & disfance : ?Te,,e_,M = ? = m§ ie pozds du pomt :

}i"}ﬁ“ la.réart;foﬁ ‘

Le vehu:u!e s'arréte pour ¥ = §:

"-'AN 7=

. Prbjectioh sur 3,, : —(c. + ﬁv’z) =

. Expre‘;‘mn zrectériéllé du p-ﬁnape faﬂdameﬁtai i
de Lo dynamique

BeRa ?y= m??(M,.(-,lg)
B ﬁﬁﬁ\ﬁﬁv = m?f(M;gla)
* Projection dans la base (8xs 8
()R n(5hem(H) - o[,

» o les équations

(arpon) = 8 &

;proj.éciion sur ? : Rn = mg ]

1. Sépatons les variables vitesse et temps de ]’equatlc}n L
{1} pour pouvoir intégrer membre A membre ;

dv_ _ qr =Y o ads..
W-” ds = = Cl.dt.-.

« projetion sur £,

Pour nous ramener & one zntegrale du type f E -

7
i
effectuons fe changement de variable : . . - !

o By
[ st
arctzm[u arctan[vo—-ﬁﬁ

Lmstant tcm:espondant é ung vitesse » est donc

Jﬁ ﬁ(ammnﬂfgvo arcta.n[

tmmwwarctcmlj—vc )

76,3 s..

2. Pour faife appataitre fa posznon c!u mob;[e da.ns,_
quuai:len ( ) dﬁcomposons . : '
dv o de dx v§g

TdxTde” Vs

.Separons les variables d’espace ez dé temps ¢

o wdw 1 dlo+ Bo?)
dx = a+Bot 1§ a+ ol
= zﬁcﬂn(uﬁizﬂ)

25 |




'

Intégrons membre & membre ;

f{)dx:‘wz—ﬁ i dln{a+[$v‘3)

o= iy

La voiture s"arréte loesque v =
lz longueur

£= %—ﬂ}n(l + gvg)

a's}

| mecantque PCsI, mPst, PTSE. 5 van, Gl

‘3. Lorsque Ie frottement solade by
" compte : o = _
- mninants. Dans cecas, fet.T. tendent vers 'infind il faw-
~drai

0, elle a alors paréc;urﬁ

t: pas ‘pris -en
9 et les Frottements 'de 'air sont prédo-

ainsi-une longuéur ef une durée - infinies - pour' :
arrgter la voiture, Ce résultat irréaliste & exphque parle”
fait qu'a faible vitesse, alors que la Voinice est ialentie,
ce -50nt au- contra.ue les frottements soltdes qus dewen—




Remarque
. @(ﬁ’,,&} >0

ﬁ est motrice,
PR <0

13 est résistante.
cP(Fg) = 0:

F ne travaitle pas.

Remargue
8 (Fg) > O

I-')‘ est motrice.
BT (Fig)<0:

ﬁ ost résistante.
8T (B = 0

-5
F ne travaille pas

eas o st perpen-
~ dicalaire & H(Mg)).

A
T

T Puissance et travail d’une force
dans un référentiel

1.1, Puissance d"une force

Une force 7' est appliquée & un point matéxel M de masse m animé par rapport an réfé-

rentiel & du vecteur vitesse 7{M ). La puissance instantanée P(F s fournie par
cette force est définie relativernent & ce référentiel par :

P(Fg) = F -3 M,q)

Lrunité de puissance dans le Systéme International d’unités est le watt {W).

1.2. Travail dune force

1.2.L Sur un déplacement élémentaire

Dans le yéférentiel R, le travail &lémentaire algébriquement fourni par fa force Fau
point matériel M pendant Pintervalle de temps infinitésimal d ¢ est, par définition :

65 (B ) =B ig)dt = B 3(M gzl

Lunité de travail dans le Systéme International d’unités est le joule U)
=,
En considérant que dOM = F(M,5)d¢, nous obtenons une autre formulation du travail

élémentaire 6T fourni par la force P

8F(Fg) =P dOM

3 - énergéﬁque




7o| :

S
P
S

o

Commeniaives :

M = T - . I »
= dOM est le vecteur déplacement élémentaire du point M entre les instants fet £+ d, il
est colinéaire au vecteur vitesse et tangent 4 la trajectoire en M

— 5 —
« Il s’écrit indifféremment dOM = d€ (M) = dM (Q est Porigine du référentiel %),

¢ 89 estla circulation élémentaire de la force B

1.2.2, Sur un déplacement fini
Sur un déplacernent fini allant d’un poirit 4 4 Pinstant & au point B4 linstant &, en suivant
la courbe %, le travail fourni par la force F est :

: B
T 4o s Fra) = ng’{ﬁm)dt=fﬁmﬁ-daﬁ}.

Cette circulation représente le travail, il dépend a priori du chemin suivi et done du contour
{%) pour aller de 4 vers B.

? 2 Théoréme de la puissance cinétique

et de ['énergie cinétique

2.1. Energie cinétique d’un point matériel
dans un référentiel
Par définition, énergie cinétique, mesurée dans un référentiel R, du point matériel A/

de masse m animé par rapport & ce référentiel du vecteur vitesse D{4,5) est une grandeur
scalaire positive d’expression :

Bo(Mm) = émve{Mm).

L'enité d’énergie dans le Systéme International d'unités est le joule {J).

2.2. Théoréme de la puissance cinétigue
Dans le référentiel galiléen R, dérivons par rapport & ¢ Pexpression de P'énergie cinétique
1
BolMya,) = 5 m[B(Hq )]

AH(M g, ))

(d‘%c(Mm )
3

de )"3‘; = mg{M’g‘s)'(

-, = mE(Mrms) : B(M;’ERK)

La résultante de toutes les forces appliguées au point M est notée E
Comme le référentiel R, est galiléen, on peut appliquer le principe fondamental de la

dynamigque au point Af:

dB (M) .
(T)f@lg = U(M’W‘s)

P = mi(Mg )=

I Mécanique PCSE, MPSI, PTSE. o Nothan, Classe pripe




D séfereniil paliiéen 1 1a darivés
ique du point matériel M est sgale 3 la som
ant sir Ge point

(é%C(Mf@g)
de

}/ma = QP{F/%M)

2.3. Théoréme de I'énergie cinétique
Calculons la variation élémentaire de Pénergie cinétique du point M pendant la durée df :

dBe(Myg) = P(F p)dt = 8T (F ).

Lintégration de cette équation enire deux instants ¢, et £ donne:

f2
Bollym) ~Eoltya) = [ P(Frm )dt

Et entre deux positions

. J:3
BB~ Boldm) = f P 0=, F o)

3 Théoréme de 'énergie mécanique

3.1, Energie potentielle d’umn point matériei -
Forces conservatives

Lorsque le travail &lémentaive fourni par la force P s'exercant sur le point A se met sous la
forme de la différentielle totale d’'vne fonction scalaire %y, cette force est dite conservative :

69 (Frg) = B dOM = ~d8p().
Bp( M) est I énergie potentielle du point M dans le champ de force F ; on dit gue le champ de

force F dérive de I'énergie potentielle € (M), Lorsque le champ de force est indépendant
< temps, I'énergie potentielle n'est fonction que de la position du point M.

{’énergie potentielle est définie 4 une constante additive prés, celle-ci est précisée arbitrai-
rement en chojsissant une position d’origine des énergies potentielles.

Calculons la variation de I'énergie potentielle du point M pour un déplacerment fini de M
allant de la position initiale 4 3 la position finale B:

B .
Kp = €o(B) ~8p(d) = | ABp(M) = ~T 4 o Fr)

u-

3 - Energétigue

71




Remarque
Le travait  d'ane
force  conservative
sur un confour fermé
estnul :

T g alF )

2
= Bl Ay~ L A)
= ),

72‘

Commentaires ;

Le travail fourni par une force conservative est indépendant de la trajectoire réellement
parcourue par la particule 44 il ne dépend que de la position initiale et de la position finale
de M,

T s (Frp) = ~[8(8) - %p(A)].

[ S R
position position
finale imiciale

3.2. Energie mécanique d’un point matériel
dans un référentiel
La particule M est soumise dans le référentiel galiléen 92, & deux types de forces :
« B est I résultante des forces conseraatizes qui dérive d'une énergie potentielle ;

- F™ estla résultante des forces non comseroatizes ou transformatives qui ne dérive pas d'une
énergie potentielle.
Appliquons le théoréme de Pénergie cinétique :

dBe(My) = 8T (i, )+ 8T (EE ) = - dBe(M) + 59 (B )
d[8c(Mp) + ()] = 8T (F5 ) = P(ES Jau.

En définissant I énergie mécanigue de la particule dans Py par:

CnlMp ) = Bo( Mg )+ Ep(M)

Léquation précédente s"écrit :

A8, (M) = 5T (Fig ) | ou

Cette dernitre équation constitue fe théoréme de Ia puissance mécanique.

3.2.1. Conservation de Pénergie mécanigue
Dans le cas oit la particule n’est soumise qu'a des forces conservatives ou & des forces non
conservatives qui ne fravaillent pas, Iénergie mécanique de ce point se conserve an cours
du mouvement. Les forces conservatives conservent I'énergie sous forme mécanique, le
systeme est dit conservatift

dﬁm{M/m )
(_(f‘t__—s—) Ry = 0w c'gm(M/mg) = constante

Le probleme posside un invariant scalaire dont la valeur est fixée par les conditions ini-
tiales sur la position et e vitesse de la particule.

I Méacanique PCSL, MPSI, PFSE. o tasan, Citar prée
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3.2.2. Transformation de ’énergie mécanique
Lorsque la particale M est soumise & des forces non conservatives, son énergie mécanique
ne se conserve pas au cours du temps :
« 8 M est soumis & des forces de frottement dissipatives qui s oppoaem ason déplacement :

d«'ém(Mm} = 39 (F, 31 1<,

i ya diminution de 'énergie mécanique au cours du temps, le systeme perd son énergie
mécanique qui se iransforme en énergle d’agitation thermique en 'accompagnant d’une
é&lévation de termpérature.

= Si M est soumis & des forces non conservatives et non dissipatives {la force musculaire
motrice exercée par un intervertant extérieur par exemple} :

0 (M) = 8T (B ) >0,

ily a augmentation de I'éprergie mécanique du systéme au cours du temps, le travail positif
fourni par ces forces est transformé en énergie mécanique, Un intervenant extérieur peut
ainsi entretenir les oscillations d’une balangoire en réinjectant dans le systérae Uénergie
mécanique perdue par frottement.

Les forces non conservatives sont ainsi dites transformatives car c’est par leur intermé-
diaire que Pénergle mécanique s transforme progressivement.

4 Mouvement 3 un degré de liberté

4.1. Position du probiéme - Mouvement unidirectionnesl

Considérons une particule M de masse men mouvement sur axt (€ ; #,) d’un référentiel
galiléen &,
Les énergies ne dépendent que du paramétre de position x

Bp(M) = Ep(x); %C(Mms) e ém;&ﬂ; ‘vﬁm(M,@) —mx2+‘8p(x)

Les composantes des vecteurs position, vitesse et accélération sont yuivant ?x :

O = 53 SMg) =it (M) =22,

Dapplication du principe fondamental de a dynamigue au point Msoumis 4 ja seule résul-
tante ° des forces conservatives impose :

P = mit = PR +F3+Fi=F,=F =0

[F-ra

3 - Energdtique

73




Altention

F{z) estla compo-
sante (grandeur algs-
brigue} du vecteur

.
.

Le vecteur déplacement élémentaire du point M selon la trajectoire est :
dOM = dxZ,.
Le travail élémentaire foursi par FCoest:
ST (F5 ) = FO-d0M = Fd,-dxd, = F,dx = -d%,().

D'ott Pidentification :

d€p(x)

Tdx

Comme Pénergie potentielle ne dépend que de x, il en est de méme pour F, et:

F, = -%h(x) = -

Bee Pt = -0y

4.2. Intégrale premiére de Pénergie

Sila particule M est en évolution conservative dans P, elle ne peut dtre soumise qu'a des
forces conservatives et les forces non conservatives ne travaillent pas. Son énergie méca-
nique se conserve au cours du temps :

i+ By(x) = S+ Bolxg) = %,

instant ¢ instant { = 0

4.3. Equilibre d’un point matériel et condiiion de stabilité

Le systéme constitué par la particule M est conservatif et Ia particule est & Péquilibre en
#5q dans le référentiel galiléen %, . "

4.3.1. Recherche des positions déquilibre
Son. aceélération et sa vitesse sont nulles a tout instant. Le principe fondamental de Ia stati-
fue permet d*écrire que la résultante des forces conservatives auquel il est sournis est rulle :

R = -(G), = 0=, = 0

La position d’équilibre correspond & un extrernum de 1a fonction énergie potentiefle.

4.3.2.Etude de la stabilité de Péquilibre
» Une position d'équilibre est stable si, fa particule étant abandonnée sans vitesse initiale
au voisinage de cette position, la force ? ° & tendance & I'y ramener.

' Macanique PCSE, MPSE, PTS1. 0 Natun, Clene pripe




* Une pos;twn d’ &quilibre est instable si, la particale &tant abandonnée sans vitesse ini-

tiale au voisinage de cette position, la force F* atendance 3 Fen éloigner définitivement.
« Une position d’équilibre est indifférente sl n’apparait aucune force lorsqu’on aban-
donne la particule sans vitesse initiale au voisinage de cette position.

Le problame est & un degré de liberté et il est conservalif ; la résultante des forces conser-
vatrices agissant sur Mest :

Fe = F (0.

Pour analyser Ja stabilité de Péquilibre, effectaons un développement limnité a 'oxdre 1 de

la fonction F (x} au veisinage de la position d’équilibre x,; en notant que & = x » 2,
dF,
Fds) = e+ (s-ae)(-g) +
[ —— L") 8y
= 0 {gquilibre} £
F(x5q) = 0, car x,, est position d’équilibre.
Ainsi
dr
Fay = s(5h)
0= o(F)
Observons la figure qui suit :
Bplx} £plx) i)
—_—
] ® 0 x |@ ".aq X
M F B Fom MoEe M #
Xea x Yiq x Xoq x
B e e s B e—
£<0 >0 <0 2= e<d =0
 daquiibre (1) stable dquilibre (2) instable gquilibre (3} indifférent

o Déguilibre (1) est stable . P* estune force de rappel.

dF, a3
~(%)., = ()., <°

(i) e>0 et F(x)<0

(i) e <0 et Fx)>0

dF, . d2E
= ( dxx)‘xéq s _(mci":cm;).\eétl <0

3
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G,

Remarque

car X, est position
d’équilibre.

o

o Liéquilibre (2) est instable : #° 8loigne la particule de sa position d’équilibre.

i e>0 et Fx(x)::-{}::,(iific) _ _(dz%P)
e

dx d.‘)tf2 g (d”ﬁy)
dF, d%% da? /5
i) e <0 et Fx(x)<{)=a(dx) = '("d?ﬁl:) “
*q Hg

4 Uneposxtmn d’éq&iiib{e ‘est instable g élle Gorresp nd 2
ion; énergie potentielle, -7 1 B

maximum de la fone-

© Déguilibre (3} est indifférent :

gx0 et F (x) = OF’(ddex)x;q =‘M(9§§2§)’r‘q =0 |

()., =

Commentaires : :

* Le repérage des positions d’&quilibre stable ou instable est aisé :

~ Imaginez que vous placez une bille sur une bosse d’énergie potentielle. Si vous Pécartez
de cette position, vers fa droite ou vers la gauche, elle s'éloignera en roulant vers le bas ;
équilibre instable.

~ Placez maintenant la bille dans une cuvette d'énergie potentielle. §i vous P'écartez de
cette position, elle reviendra immanquablement i I'équilibre en effectuant des oscillations.

+ Lorientation de la force F ¢ qui apparait fors du déplacement de la particule est obtenue
simplement : elle est orientée dans le sens des énergies potentielles décroissantes.

4.3.3.Petites oscillations autour d’une position d’équilibre stable
Une situation trés générale en physique : une particule matérielfe &loignée trés légerement
d’une position d'équilibre stable y revient en effectuant des petites osciflations. Supposons
la particule soumise seulement & des forces conservatives, elle n’est donc pas soumise 3 des
forces de froltement de sorte qulelle est animée d'un mouvement oscillatoire perpétuel.
Effections un développement limité i Pordre 2 de la fonction % #{%) au voisinage de Ia
position d’équilibre x,, en nofant que X = x—x,

€q M
4% 1 da%g 1 48
) = Belg) + xR, = B+ 5 X
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En remarquant que & = X, Pénergie cinériqi:e de la particule M{m) dans @ est:

%C(Mf{?t) = me = §MX2

Et son énergie mécanique :

< 1 2, G d %?
Bo(Myz) = 5m X2+ %) = mX +Bp(ng) + 7 Xﬂ( — )
d*¢p dF, e g
Notons £ = (_-.:i—;’—) L= m( T ).:;q > 0, car la position d*équilibre est stable.
1, o 1 oo .4 i
‘é’m(Mm‘) = §mX?+‘8?(x) =3 X2+éy{xéq)+§kXi".
Commenlaire :

En intzoduisant £ dans le développement limité & Pordre 1 de la fonetion F (x) an voisi-

nage de la position d'équilibre x :
dF, dF

P = Pl () Bl = X( )

= 0 {équilibre}

= ~kX.

F (x) est une force de rappel et X Pécart par rapport 4 la position d'équilibre stable de la
particule : fout se passe comme st la particule était soumise 3 une force de rappel de raideur &
Le systeme étant conservatif, "énergie mécanique est une intégrale premiére du mouvenent :

d¥_(M
( m{ IR ) ﬁ X) = 0,
L m
Celte &quation est vérifide i tout instant et le systéme est en mouvement :

#efxoo
m

)I?RK = 0=-«>mX(X+

Il Sagit de I'équation d’un oscillateur harmonique de pulsation :

2 k1 (dg%;’)

Wy = -~ _
0 da® /s

mom
Cette technique de linéarisation de Pénergie potentielie valable pour les petites oscilla-

d
tions constitue 'approximation harmonique si (—d—;) ast strictement positif,
X</ x,
“

4.4. Diagramme d’énergie potentielle :
barri¢re de potentiel et puits de potentiel

La particule évolue dans un champ de forces conservalif. Son énergie mécanique est une
constante du mouvernent et 'on assiste & un transfert d’énergie cinétique en énergie
potentieile et inversement.

% = %m,fu%‘?(x) o %m:&z = B, ~Bp(x).
Sur ta représentation graphique de I'énergie potentielle en fonction de x, les positions
d’équilibre et leur stahbilité sont facilement observabies: x; et x; sont des positions
d’équilibre instable car elles correspondent & wa maxiroum de 'énergie potentielle, xp est
une position d’équilibre stable car elle correspond & un minimum de Pénergie potentielle.

o
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Remarque

Tous ies cas de figure
sont visualisables par
Vimage dune bille
roulant de long de la
courbe d'énergie po-
tentdelle. Par exem-
ple : st vous ia faites
rouler 4 partir de xg,
dans le sens des
x>0 avec une vi-
tesse initiale telle que
vous lui transmetlez
une énergie mécani-
Gque cém > cgp max?
elle franchira les
deux bosses d'éner-
gie potentielie pour
aller & & — -Foo,

Toutes les valeurs de
x soni alors permises.

78]

Plagons une droite horizontale représentant Pénergie mécanique constante. L’évelution
de "énergie cinétique de Ia particule est aussi visualisée :
%mﬁ]——fﬁ'; céy(x}zzm”; CpmC,~Ep{x)= HE - BP= PE,
Cette énergie cinétique &tant positive ou nulle, les domaines accessibles A la trajectoire de
la particule correspondent 4 :

B, = Eplx).
Lovsque Pégalité est réalisée, Cest-a-dire lorsque la courbe %,(x) coupe la droite horizontale
€ la vitesse de la particule s'annule : ce sont les points 4 B, € et D correspondants aux
abscisses x4, ¥p, %; et Xp.

Bplx)

l—— équilibres instables

équltibre stable

o max

@

i 8 E [+
'y B
4o P X
E: B
M
Aoy <o Xz Xz

puils d'énargie
potentielle

barrigre d'énergic
potentielle

bartigra d'énergie barrigre d'énergle
potantielle potentlelie

barridre d'énergle
potentiofe

Certains domaines sont inaccessibles 2 la particule car ils correspondent 2 une énergie
cinétique négative. Le domaine de variation de x est :

I~eo, 2,0 [25, 261U [xp, +oo].
Les intervalles Jx 4, x50 et Jxg, xp[ correspondent 3 des valeurs interdites pour Ja varia-
ble x, ils sont limités par des barritres d'énergie potentiells.
La trajectoire de la particule en mouvement dépend des conditions initiales,
* Alinstant £ = 0, la particule est en xp dans le domaine j~ o, x,], et sa vitesse initiale
ast o) > 0. Lénergie mécanique €, estfixée par {#,), #),). La particule se déplace vers
la droite et sa vitesse décroit progressivement pour s'annuler en 4. Elle ne peut franchiv
la barriére d’énergie potentielle et repart vers la gauche en direction de linfini. Elle ne
revient plus en 4 : C’est un élat de diffusion.
+ AFinstant ¢ = 0, la particule esten Zgy dans le domaine [x, %] et sa vitesse initiale est
- Uénergie mécanique €, estinchangée. La particule ne peut pas franchir les deux bar-
rigres d’énergie potentielle. Elfe est pidgée dans Vintervalle [x;, #0) entourant la position
d'équilibre stable x,. Cet intervalle constitue une cuveste (ou un puits) d'énergie potenticlle :
cest un éat lié de Ja particule. Le mouvement de la particule est borné et péricdique entre
Zg et %o
- Alinstant ¢ = 0, la particule est en zy, dans le domaine [xp, +{ et sa vitesse initiale
est Zg3 > 0. Lénergie mécanique ¥, est inchangée. La particule va directernent & Pinfini
vers la droite sans rencontrer de barrére de potentielle : c’est un #at de diffusion.
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Tester ses connaissances

3 Corrigés p. 88

b 1

p 2

Définir 1a puissance instantanée QP(I:‘)'@)
fournie par la force P dans le référentiel 9.

Déterminer le travail élémentaire fourni par
la force F au point matériel M pendant
Pintervalle de temps infinitésimal de.

B 3 Deux machines M, et M, fournissent le
méme travail et pourtant vous préférerez uti-
liser la machine M, qui est plus puissante
que la machine M,. Pourquoi ?

B 4 Le travail fourni par une force F dépend-il
du chemin suivi pour alier de la position ini-
tiale & la position finale ?

B 5 Le travail fourni par une force F sur un
déplacement fini allant du point 4 au point
Best:

B s
ATz .= [ F.dOM
) (Fr) f 46
E:} a. Ecriture correcte.

b. Ecriture incorrecte.
® & Levecteur déplacement Elémentaire exprimé
en coordonnées cylindro-polaires dans la
base (7, %, ?Z) g'écrit :
= > s
(] a. dOM = di2,+ doZ, + de?,;
- F
U . d0M = drZ,+rd0d, + dzd,;

U1 ¢ a0t = 0dri, + dod, = d22,

B 7 ILesensdu déplacement de Mest précisé sur
le schéma.

/dm;l acemant

Schéma ©

e
dénlacament

Schéma @ }

—
déptacement

Schéma @

Associer deux 4 deux un schéma et une
proposition :

E] a. La force F est résistive.

{1 5. Laforce P ne travaille pas.

D ¢ Laforce B est motrice.

B 8 Uneiforce 1;3 © est conservative. Quel est le lien

entre le travail éiémentaire 69’{? ) foumi
par cette force et Pénergie potentielle 8 dont
elle dérive ?

B 9 Dans quelle sitwation pouvons nous écrire la
conservation de Pénergie mécanique du sys-
téme ?

B 10 Un point matériel M de masse m est 4 la pro-
fondeur z Laxe (0 ; ?z) est orienté selon la
verticale descendante. Tlorigine de I'énergie

otentielle de pesantewr G5 estfidedz=0.
p p A
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ao!

[]a B =

-mgz; 1w 2" = mgz;

e Lénergie potentielle de pesanteur aug-
mente avec l'altitude.

B T1Le point matériel 4 dénergie potentielle
Ep(x) estal'équilibre stableen x = x,, si:

éq

323 d¥g
Da‘(axeij)xfo‘ Bb‘(ﬁx_;)xfo"
Do (), <0 Da (fjji?)x‘_q -0,

B 12 Surla représentation graphique de Pénérgie
potentielle en fonction de x les énergies
potentielle, mécanique et cinétique sont visua-
lisées en x), par les longueurs algébriques :

[ a g, = Hi; LomdB, %o = HB.
(b, wi;  %eiB;  %o=Bi
e e.=30  ¢ufB;  e.=H
[(Jae,=F; =B .=H

e

210 SR SRR 5N

/

x
kg

B 13 Sur la représentation graphique de Pénergie

potentiele :

% ,,;x)

R 5

© J % \ x

L] a xy est une position d’équilibre stable ;
b, x, est une position d*équilibre instable ;
€. xy estune position d’équilibre indifférent ;
d. x, w'est pas une position d’équilibre.

Savoir appliquer ie cours

> Corrigés fr. 99

Le véférentiel terrestre %, est supposé gali-
jéen et le champ de pesantear uniforme.

B 1 Un point matériel Mde masse mest & Paltiude
g Liaxe (0;2,) est orienté sefon Iz verticale

ascendante.

a. Déterminer énergie potentielle de pesan-
tewr ™ dont dérive le poids B au point M

b Un opérateur extérienr déplace le point M
du point 4 d’altitude nulte au point 5daltitude

z Relter ]’energ;[e potentielle de pesanteur au
travail 9%, » fourni par Popérateur pour
amener la particule M de la position initiale 4
4la position finale B, Quelle est 'interprétation
physique de Pénergie potentielle ?

¢ La particule M de masse m est lichée
d'une altitude H sans vitesse initiale. Quelle
énergie est-elle susceptible de hberer & son
arrivée au sol ?
Donnée: g = g =
et H = I,

10m-s2 m= 100g

Un point matériel M de masse m est [ié a un
ressort horizontal, Vautre exirémité du ressort
étant fixe en 4. Dans son domaine d’élasti-
cité, le ressort & vide est caractérisé par une
constante de raideur £ et une longueur ¢;.

5
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B3

Le point M glisse sans frottement lelongde B 4

Paxe (0 ; 2,) 2 partir de sa position d'équili-
bre située en O. Il est repéré sur cet axe par
son abscisse x = OM (grandeur algébriqus}.

a. Exprimer la force de rappel élastique 7
exercée par le ressort sur le point M

b. Déterminer I'énergie potentielle élastique
‘égm dont dérive cette force pour un allon-
gement x du ressort 2 partir de sa longueur &
vide €.

€. Par une analyse énergétique, établir Péqua-
ton différentielle du mouvement de M En
déduire Ia pulsation propre wy des oscillations.

Le mouvement du point M est 2 un degré de
liberté. La position de M est repérée unigne-
ment 4 'aide du paramétre § des coordon-

nées cylindro-polaires. Lénergie potentielle
de M ne dépend que des cocrdonnées de
position de ce point, ici elle ne dépend que
de 6. Montrer que la force Fe qui dérive de
celte énergie potentielle p{8) est:
1dp(8)

FC= B0, = ey

Un peint matériel M de masse m glisse sans
frottement sur la ligne de plus grande pente
(Q; 'é:) d'un plan incliné faisant un angle o
avec 'horizontale.

22 .
: 3
3% /4 4

&x

Etablir, par une étude Snergétique, Yéqua-
tion du mouvement de A4

i T S
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b 1 Le systéme est le point M son mouvement est étudié dans le référentel terrestre sup-

posé gahleen R0 ?x,

Dans iz base (? ), sachantque r = £, # = 0 et ¥ = 0, les vecieurs vitesse et accélération
sont :
AN E. o F-rH2N - £h
”(Mm) = ( ) - (re) - (eé) Z(M/ﬂ) (ae) N (r§+2f'é) - ( 28
3(M,g1‘) = £07, et Z{M,ms) - 0027, 4+ 83,

La vitesse est orthoradiale.

© Bilan des forces appliguées au point M

(1) & distance : ﬁTerre a = mE le poids de M: force conservative

(i} de contact : f}m_, P 7

la fensi

on du fil : ne travaille pas

=> Le systéme est conservatif, il conserve son énergle mécanique au cours du temps.

Z 4

a@&
e

+ Calcul de la puissance de la tension 7

PTa) =T 3(Mpy) =

du fil ;
wT?,- eéé’e =

17

favec T =

Lorsque Ie fil est fendy, sa tension 7 est, & tout instant, perpendiculaire & Ia rajectoize de M

et dong & son vecteur vitesse B m:}’ La tension ne travaille pas, sa puissance est nulle.

-

i
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* Caleut de P'énezgie potentielle de pesanteur :
o
8T (Pig) = B-dOM = ~mgd, (dx?, + dyd + ded,) = ~mgdz = ~dimge) = -dBEY2)
“giies(z) = mgz+ 4.

En choisissant la cote z = —{ comme origine de 'énergie potentielle de pesanteus :
Bz L) = ~mgl+ 4 = 0= 4 = mgé.

= O = ~fcosh = ‘%Pes( 8) = mgd(1 - cosd)

® Détermination du nombre de degrés de libertd

(i) le mouvement s'effectue dans un plan et la trajectoire est un arc de cercle, les
coordonnées adaptées au probléme sont les coordonnées polaires r et 8

(i} or v = € (vayon de la trajectoire circulaire) tant que fe £il est tendu.

Le probleme est & un degré de liberté : le paramétie permettant de préciser la position de M
est 8.

* Intégrale premidre de l’énergz‘e
B = B Mg )+ E5(M) = ~mvz(Mm )+ BE(M)

de,
dr

]

Lnert e m £(1 ~ cosh) = cte
] 5

i
=

o mE%(ﬁ +§sin9)

mposant fa foricton

Le systéme est en mouvement et 8 = 0, Foi I'équation du mouvement :
8+ £5ind = 0.
¢
Lénergie mécanique de 41 est une constante du mouvement. Intégrale premiére de

I'énergie, la nullité de sa dérivée par rapport au teraps permet d’obtenir simplement
I'équation du mouvement de AL

3 ~ Enargétique




* Expression vectorielle du principe fondamental de la dynamigue
BT = mi(M)
1 » Projection dans la base orthonormée ( Ez, E:)
= e poids B
= (meeest) (g= 13> 0)

~mgsin

' » la tensiocn fz: 7
Fe-T = ( 0) (T =T >0)
La projection du principe fondamental dans la base (7, %} donne :
mgeos8y | (-Ty _  (~£02
(-—mgsin@) +( 0) - m( {8 )

elle conduit 2 un systéme de deux équations :

- projection sur 2, {mgcos@ T = —m€O? {1)
{-—mgsin& = méd {2}

* projection sur &,
L'équation (2) est '¢quation du mouvement de M déja établie de maniére énergétique.
Déquation (1) permet de déterminer 1

. . . 2
Le terme €62 peut se décomposer de la fagon suivante ; £87? = %(89)2 = %—
2
= L
= T = m(gcosa+ 6)'

Or la conservation de P'énergie mécanique permet d’établiz Pexpression de +?:

3ot L) = dmol+Bp(0=0) = %,

instant instant £ =0

%mv2+mg€(l ~¢cos8) = %mv:z =%,
[0% = o8- 2ge(1 -~ cos0) |

En remplagant % par cette valeur dans l'expression de 7°:

i
v
v
I
I
i

2
T= mg[%- (2- 3(:056)}

Cette expression a ét¢ obtenue en faisant I'hypothése du fil tendu tout au long du mou-
i vement de M

. .
T,

T = mg[?g»(?w&os@)]mg = -3mgsmB<Q¢ s B0, n}

- 86’ - '
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Test alusi une fonction strictement décroissante de § lorsque 8 varie de & & %, puis Tcroit
avec B lorsque @ varie m & 2 :

2
5i le pendule fait un tour complet : T, = 7(8 =) = mg (;-g«'m 5) =0,

Le mouvement est révolutif et le pendule effectue un tour complet dés que vy = J/52¢

= vy = Jogl

La vitesse Sannule en § = 8, : 2 = vf-2ge(1 - cosOy) = O

9
Yy

cosfy =1 —2—@

Llexpression de la tension du fil 7(8 = 8,) est alors :

2
T(0=8,) = mg{gg—-(Z—-BcosBa):’ = mgl2(1 - cos8y) - (2 - Scosty)]

2
T(8 = 8y) = mgcoshy = mg(i _;Tog)

Le domaine de variation de 6 est [0, x| et le point M abandonne la trajectoire circulaire
en 9y:

2
T(8 =8y) = mgeosty = mg(l-—%) < Qme vy > 20

z"01=“ﬁ‘2—§—£

Le décrochage de M a lieu lorsque cos8y < 0:m > 8, > g

La condition de décrochage sur vy est: J2g€ < v, < J52¢L.

Tableau récapitulatif
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de Fénergie cinétique de M gqui nous inté

e d !

énergie cinétiq

Eerivons le théoréme de l'énergie cinétique
pour un déplacement &lémentaire de A alors &
qu'il passe 3 la verticale : l

(M) = 89 (Fg) KO
57 (T +87(Fra)
BB (Mg )dt = 0,

car la tension T ne travaille pas et le poids de
M est normal au déplacement de ce point 3 la
verticale.

il

1l y a conservation de Pénergie cinétique du point M ar cours du choc 4 la verticale.

Eangle o est compté négativernent car il est orienté dans le sens contraire du sens positif
choisi.

Calculons Ja vitesse de la particule M aloxs qu’elle passe par sa position d'équilibre stable.
Ecrivons pour cela la conservation de P'énergle mécanique de 3 :

By = %mrﬁ +<{gP“((-)) = G+ mgl = %m?,%-é-o.

o= ﬁg =0
La vitesse de M A son arrivée  la verticale {juste avant le choc) est tefle que :
2
Vy = 2 g(,’ .
La particule garde cette vitesse au cours du choc par conservation de son énergie cinétique.

Pour la suite du mouvement, le pendule a une fongueur (£ -4} et tourne autour de €.
Son mouvement est révolutif si :

ve > 5g(8~d).

} Mécanigue PTSY, MPS!, PFSI -0 i, Gl prips




Or juste aprés le choc : Uo 2g8=02g0 > Bg(f ~ d)

Drans la question 3. nous avons vu que la tension de fil 9écrivait en fonction de la vitesse
de M par :
T=m (gcose + %fﬂ).

H

Juste avantie choc: 6 = 0 et (v7)2 = o = 26,

Ty=38my

Juste aprés le choc : 6 = 0F, (¢*)? = v:f = 2g£, mais il faut remplacer €par £ -4,

Ty = m(g»tw E'"}E”E) = mg(lﬁ—»%w ,

ord>otmtod<ie ot 20 55,

5 ‘5 £-4d

Alors que la longueus du fil passe brutalerent de € 4 £ ~ 4, Ia particule M conserve sa vitesse
et la tension du fil subit une discontinuité au moins égale 3 3 mg.

i e
etude’énergétique de ce systéme conservatif a0
: fé:;b'éi’ 'é!égénté 'l’éc‘;uafx A

89
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Le systeme adopté est Patome d’azote N. Le référentiel d’étude est R, cest un référen-
tiel galiléen. '

La seule force appliquée au point Mest : P e —az2-a?) 7.

Pour démontrer son caractére conservatif, montrons gue le travail éiémentaire est ia gif-

férentielle totale d’une fonction (~%,): 68!‘(1—3 ) = ~d%p
ag(ﬁ,@s) = B a0M = ~az( -, dzZ, = ~az{f -at)dz = ~d%,.
En intégrant : €p(2) - €p(0) = Otfzzadz— wdf zdz=1la o taatat,
o ¢ 4 2

En choisissant pour origine de 'énergie potentielle de pesanteur €4(0) = 0, il vieat -

Bp(2) = iazz(zf*m%?)

Effectuons une étude succincte de la fonction %,(2).

* €p(2} = €p(~2): fonction paire, la courbe est symétrique par rapport & Paxe (0z).
« Cette énergie peut aussi s'écrire 1 $p(2) = éazﬁ(u Larz—- f2a).

Lénergie potentielle sannule en z = 0, z = —/2a et z = .fa

» Détermination des positions correspondant 3 une énergie potentielle extrémale :
d%p
dz

= Tableau de variation pour zE€ [0 ; +e.

= qz{z2~a?) = az(z~a}z+a) = O0=z=0, z=¢ et z= —a

Spl2}

aquilibra instabia

équitibre stabie Méaaz #quilibre stable

Eésiéh't:ié:l_le permet de localiser ey posi‘tiqr_;i
-instables {maximum de F'énergle po

3 .




il
!

o]

Lénergie potentielle est extrémaleen 2 = 0, z =g etz = ~g,
Ces positions sont les positions d’équilibre de P'atome d'azote.
4%
Létude du signe de ( 3 .,P) permet d'en considérer la stabilité
Leq

d¥, .
“‘a"’gﬁ” = 0:(3.{’]--(!2}.
ey = -t <) = = 0 est position d’équilibre instable
(77)..... " = O estp 9 :
A%y d?% . o
libre stable.
¢ Autre solution

Une analyse dynamique peut aussi étre faite 1 F, = ~nz{z? - %) = 0 lowsque £ = Zaqr
Les positions z = 0, z = @ et z = —¢ sont les positions d’équilibre de Patome d'azote.
Lléquilibre est stable si F, est une force de rappel :

dF,  d%e, )
_E?_'_ = -'a—z—z‘ = “0(35 - }

d’FZ dE%P ) aes y = e .
(-a?)z o -—(-E—Z—?—)% LT aa? >0 = g, = 0 estposition d’équilibre instable.

aF, dF, 2 _ e
(-a?)%” = (ﬁ?)z&qha =200 <0 = z, =-a et % = & sont  positions

d’équilibre stable.

P gé,%:?ans.un:pufs de po_ténﬁé!. $es

onction €,{z} au voisinage de

Supposons que Patome d’azote est en position d'équilibre stable dans Pespace z>>0:
L = 4.
Sa vitesse est nulle et son énergie mécanique est réduite 3 'énergie potentielle :

S = 3 Efeeg -0t Brld) = Bpla) = ~ Lo,

Une élévation d’énergie de A% < icm * augmente I'énergie mécanique de Iatorme d'azote

qui reste négative. Il Sagit d'un &tat 1i¢ de Patome qui se trouve piégé dans une cuvette de
potentielie. il y a un transfert permanent d'énergie potentielle en énergie cinétique, celle-ci
s'annulant pour les valeurs 2, et 2, de z: 'atome oscille entre ces deux valeurs limites,

i
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Bal2)

équiiibre instabla

-f2a -2 2, a z{.f2a
R N
' .
H '
. :

€ H !
: i
T *
H H
H i
' .
.2 méaaz 1«

équifibre stable éauilibre stabte

© Méthode de linéarisation (valable pour les petites oscillations) : .
Effectuons us: développernent limité & Pordre 2 de la fonction $5(z) au voisinage de la
position d’équilibre z,, = & en notant Pécart de la position de I'atome d'azote par rap-
port & sa position d’équilibre 1 £ = z-4a,

- d%? 1 g &2"8}?
0 = Gele) e (), *alem w37,
= (équilibre)

_ 1, 4%
== %p(h) = %p(zéq) -+ 582(“(}"?"4?){“‘
La fonction $p(¢) est une représentation paraboligue, les oscillations sont sinuscidales.
En remarquant que £ = £, Pénergie cinétique de la particale N{m) dans ?RS est :

EolMyg ) = %miﬂ = %méﬂ-

et son énergie mécanique :

1, i 1, 8%
E = smE2+ = zmé? -«2(——).
m gms‘ %P(z) 271’2 € +<£F(Zéq) + 25 a2 %
4%
Onavu: (——QP) = Zaal.
dZ Liq
E, = ém £24%p(2) = %m &+ Bp(ge) + cra?el.
Le systéme étant conservatif, énergie mécanique est constante :
fex4 2
== = mé(§i+2aa a) =0,
d# L m
Cette équation est vérifiée & tout instant et le systdme est en mouvement ;
2
§+2aa g = é-:-mga = 0.
e e . . . . oo
It s’agit de I'équation d’un oscillateur harmonique de pulsation :] wy = —

La fréquence de ces petites oscillations est done :

3 ~ Energétique
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Pour de petites oscillations, 'énergie fournie étant faible devant Ia profondeur du puits
de potentielle, la position de N reste comprise entre 2, et Zy. Le mouvement de Patome
d'azote est sinusoidal au voisinage de la position d’équilibre. En fonction de sa position
initiale, la particule est localisée soit dans le puits de gauche, soit dans e puits de droite.

“}4

- ue est maintenant positive, V'atome d'azote est.maintenant confiné dans.un

""éné'rgig mécanig :
patentief symétrig te un état li€, mais les oscillations ne sont plus

'doublé piits d
idale:

Lobservation du diagramme d’énergie potentielle perinet de conclure que Ja particule N
est en mouvement et oscille dans ce double puits de potentielle entre les positions limites

£3-6t 2.

Bplz}

éeuitibre instable

]
o

moldela en moldcile on
pesition toupie position trépied

ol A

équitibre stable équifibre stabla

Lénergle apportée est suffisante powr franchir le col d'énergie potentielle en z = 0. La
particule passe alternativement des deux c6tss du plan des molécules d’hydrogene et
vibre suivant Paxe (0z). Lédifice moléculaire subit un renversement ef « parapluie »,
Les oscillations ne sont pas sinuseidales,

zlle qui permet o envisa
tion de Vénergie poten- .

£

e préciser la nature du

34

b
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> Gorrigé p. 101

Chute d’un giagon le long d'une sphére
Le référentiel terrestre R (0 ;¢ Zer J,, ) est sup-

posé galiléen et le champ de pesanteur dintensité g
est uniforme.

Un glagon est abandonné sans vitesse initiale 2 Pins-
tant £ = 0 au sommet A d'une sphére métallique
fixe [S) de centre O et de rayon R Dans une pre-
rniere phase, if glisse sans frottement sur le profil cie-
culaire en restant dans le plan (Oxz). Le glagon se
comporte comme un point matériel A de masse m
et, tant qu'il est en contact avec la sphére, sa position
est repérée par "angle 6.

Le glagen est en contact avec Ia sphére.

L. Donner les expressions des vecteurs vitesse
B{M,q) et accélération @(M,q) due point M en

précisant la base de projection adaptée au pro-
bizme.

2. Appliquer le principe fondamental de la dyna-
migue au point M dans le référentiel tervestre.
En déduire Péquation différentielle du mouve-
ment de M

3. Exprimer la réaction du support sar le glagon
en fonction de wm, get 6.

4. Moentrer que l'intensité de cette force est upe
foncilon décroissante de 6. En déduire 'angle 6,
& partir duquel le glagon quitte e profil circulaire,
Quel est le mouvement ultérieur du glagon ?

» Corrigé p. 102

Equilibre d’'un point matériel
Le référentiel terrestre @t L0 2,2,2) est sup-
posé galiléen.

y? Uz

Un anneau ponctuel 4 de masse m est enfilé sur un
cercle fixe de centre O et de rayon r placé verticale-
ment dans le plan (Oxz). 1 est susceptible de glisser
sans frottement le long de ce guide circulaire et est
sournis au champ de pesanteur terrestre supposé
uniforme. La reszstance de I'air est négligeable.

Une force 7 = &MA tend & attiver Vanneau M
vers le point 4. Elle se comporte comme une force
de rappel élastique due 2 un ressort de raideur ket
de longueur A vide nulle, dont Pautre extrémité
serait fixée en 4.

1. Représenter les trois forces appliquées au point 44

2. Projeter ces forces dans la base de projection
adaptée au mouvement de M.

3. Etude dynarnique : déterminer les positions
d’équilibre de Yanneau et préciser leur stabilité.

4. Ftude énergétique : exprimer Pénergie poten-
tielle €p de I'anneau en fonction de 8.

5. En déduire les positions d’équilibre de 'anneau.
Brudier leur stabilité.

6. Déterminer la pulsation © des petites oscilla-
tions par rapport 4 la position d’équilibre stable,
& _ 1
fog * 2 (XY = 2 .
Données : cos (2) = 2(1 + cosfl) ;

i

e = 1+ tan28.
cos?6

86 6
Zsmgcosg,

sing =

3)
&
Mouvement d'une perle le long

d’une hélice

Le référentiel terrestre M (0 ; 7, +&,,2,) est sup-
posé galiléen et le champ de pesanteur d intensité g
est uniforme.

Les équations en coordonnées cylindro-polaires
d'une hélice, droite, d'axe vertical {Oz) et de pas
constant  sont :

> Carrigé p. 1G4
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Une perle de petite dimension est enfilé sur ce fil
rigide de forme hélicoidale et abandonné sans
vitesse initiale au point 4 d'altitnde H

Cette perle M, de masse m, assimilée & une parti-
cule ponctuelle, est mobile sans frottement le long
de P'hélice.

1. Etude cinématique : exprimer Je vecteur posi-
—

tion OM et le vectenr vitesse B(M,q). En déduire

v? en fonction de &, Ret 2.

2. Etade énergétique : déterminer Péquation dift
férentielle du mouvement de M dont est solution
fa cote verticale zde M.

3. En déduire I'équation horaire z{¢) du mouve-
ment de M et le ternps © que met la perle pour
atteindre sous P'action de son poids le plar hori-
zontal 4 la base de Phélice en z = 0.

3 » Corrigé p. 105

Yoyage au centre de la Terre

La Terre est un astre supposé sphérique, de centre
et de rayon R.

Le référentiel R, {0;7,%,%) hié a
supposé galiléen {la rotanon de la Terre n’est pas
prise en compte] et le champ de pesanteur, uni-
forme 4 la surface de la Terre, est noté g,.

la Terre est

I Mécanigue PCSH, PAFSE, PTSE. 2 st e priin

R
%y

Pour relier dewx villes 4 et B, un tunnel est foré au
travers du globe terrestre. Un mobile assimilable &
un point matériel A de masse m part sans vitesse
initiale du point A et glisse dans le tunnel sans frot-
ternent, selon Paxe (0;32,), pour rejoindre le
point B. Se position est repérée par I'abscisse

x(£) = OM. Laforce gravitationnelle exercée par
fa Terre sur Afest:

ﬁ'} = —-mg{,R? avec Ei&‘ﬁ[l w CM = r{8).

La distance El o H du tunnel au centre de la Terre
est notée d.

1. Quelle est Pénergie potentielle de gravitation
associée au point M en choisissant Porigine
de cette énergie en 0. En déduire la vitesse maxi-
male v, du mobile. Le point M posséde-t-il une
position d’équilibre stable ?

2. Déterminer la nature et I"équation horaire x (£)
du mouvement de M Retrouver 'expression de
ym:lx'

3. Calculer numériguement le temps T nécessaire
au mobile pour revenir en 4.

6400 km et gy = 10 m- 2,

Données: R =

» Lorrigé p. 106
Chute d’une chaine

La wnotion de joint matériel est wtilisable pour le contre
d'inertie d'un systéme ot permel Uétude d'un systéme
solide quelcongue en décomposant celui-ci « par la
pensée» en éléments matériels considévés comme guasi-
ponctuels.

Le référentiel terrestre M (07,9, %) est sup-
posé galiléen et le champ de pesa.nteur intensits g
est uniforme.

Une chaine de longueur £ repose en partie sur une
table horizontale. Sa masse m est uniformément
répartie sur toute la longueur £, La chaine est
lachée sans vitesse initiale quand son extrémité B
est située en x(0) = x,. Le contact entre la
chaine et la table est supposé sans frottement.




1, On pose 12 = ¢ En queile unité le paramétre

Oy

v gexprime-t-il ?

2. Exprimer Pénergie cinétique %o(%) de la
chaine, en fonction de m et de %, en la décompo-
sant en éléments matériels ponctuels constitués
par chacun de ses maillons,

3. Considérons la partie pendante 08 de la
chaine. Exprimer son poids en fonction de m, £, g
et de sa longueur x. Quel est le point d’application
de cette force ? Donner P'énergie potentielle de
pesanteur $3%{x} de ce fragment de chaine.

4. En écrivant la conservation: de Pénergie méca-
nique, déterminer Péquation différentielle vérifiée
par x.

5. En déduire expression de x(¢) en fonction de
%9, T €t L

* Carrigé p. 137

Glissement sans frottement

d’un anneau sur une tige en rotation
Une tige rectiligne horizontale 0. tourne autour
de l'axe {0z) 2 la vitesse angulaire constante w
en restant dans le plan (Oxy). Un anneau M de
masse m est enfilé sur cette tige et peut y glisser
sans frottement.

A un instant ¢ quelconque, la rotation de la tige est
repérée par Pangle polaire 6 = wt et la position
B

de 'anneau sur fa tige par "OM” = OM = r(2).
Le mouvement de M pent &tre étudié soit dans le
référentiel terrestre galiiéen R,(0; 7,8, 7)), soit
dans le référentiel de la tige R0 ; 7, 4,,7,).
Léquation de la trajectoire de M dans le référentiel
terrestre est :

r{f) = rochiw?).
1. Donner les vecteurs vitesse et accélération de

point 3 successivement dans le référentiel R, et
dans le référentiel ',

2. Effectuer le bilan des forces appliquées au
point M. En appliquant le principe fondamental de
fa dynamique dans le référentiel galiléen, expri-
mer les composantes de la réaction Bdela tige
sur Men fonctionde m, g, 1, # et w, dans la base
(7, %.%,)

3. Calculer la puissance de cette force dans le
référentiel R’ de la tige.

4. Déterminer la puissance de B dans le référen-
tiel terrestre M. Commenter.

3. Etablir Péquation: différentietle du mouverent
de M par une méthode énergétique.

3 - f-.'nergéﬁque
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b 1 La guissance instantanée @(ﬁ,%) fournie par la %
1 force F dans le référentiel @ est Je produit scalaire :

P(Fg) = P2 |

Z Le tavail slémentaire foumni par la force F au
point matériel M pendant Iintervalle de temnps infini-
tésimal d&

iag(ﬁm) = @(F0de = B a0M !

3 1es deux machines fournissent le méme travail :

89 (F ) = 1 Fmbity © Po(Frn)dty.
Si la machine A, est plus puissante que Ia machine
My, alows @, > %, et df, < d4,y
A travail égal, la machine M, est plus rapide que la
machine M.

4 Le travail fourni par une force F quelconque
dépend du chemin suivi pour alter de la position ini-
tizte & la position finale.

% Réponse b. Le travail fourni par la force 7 dépend
du chemin suivi ; il faut écrire

B
gAwaU?.vgl}$ L(C)j‘z‘dw-

3F est une forme différentielle.

Inversement, la variation de D'énergie potentielle
associde & un point matériel A ne dépend que de la
position initiale et de la position finale de M:

5
f AL (M) = Cp(B) ~ Bpld) = AS,.
4 LTI
positicn F
initiale

d%p estune différenticlle totale.

position
fimale

La notation 34 est totalement & proscrire car le tra- [
vail dépend du chemin adopté par M.

& Réponse b Le vecteur déplacement élémentaire

expriraé en coordonnées cylindro-polaires dans labase $
——

(2,2, 7,) decrit: dOM = drd, +rdod, + d2Z,.

#. et ¢ Réponses fausses et inhomogenes, chague

composante du vecteur déplacernent a la dimension

d'une longueur,

7 Le travaif fourni par une force est !
——
89 (Fp) = F.d0M = F. B(M gkt
= [FHI30 cosards, avee o =

== gigne {87') = signe (cose).
Le sens du déplacement de Af est précisé sux le schéma.

"/\’
-~ daplacemant deptacemant

déplacement

SBehéma (D Schéma @ Sehéma (3

-
&. Laforce F est résistive : schéma (@
b. La force & ne travaille pas ; schéma @.

¢ Laforce F estmotrice : schéma .

Remargue :

La force F se décompose en une force qui exerce un
travail ?,,. paralizle au vecteur vitesse {et tangen-

tielle & la trajectoire} et une foree F 1, normale 2 fa
trajectoire qui n'exerce aucun travail.

ST (Fy) = Fodat = (B, +B).Pdt = F, -Dae
Seule la composante 1?4, intervient dans le travail
-59'{?,@ et la puissance @{ﬁm).

& Une force }?c est conservative si :
BT(E ) = —dBp.

9 Lorsque le systéme est conservatif © il est soumis &
des forces conservatives et les forces non conservati-
ves ne travaillent pas.

10 Reponses a et o Dénetgie potentielle aug--
mente avec laititude. Dans le cas de la figure, cette
énergie est forcément négative.

B == ~imgz: bonne réponse car z > 0.




11 Réponse b. Le point matériel M d'énergie

potentielle Gp(x) est 2 Péquilibre stable en x = #,
d?%

si: (——~—P) >0,

dx? Xgq

B 12 Réponseb.?ﬁmzm; %p{x}ﬁf_ﬁ;
B =B~ Bpl) = HA - HE = BA.
Byl

™

Hon

7
N

e

a

X

o 43

13 Reponses b. et d. Sur la représentation graphi-
que de Vénergle potentielle, 4 est un point
d'inflexion.

(dfgp

E‘) w 0 : 4 est une position d'équilibre.

Imaginez que vous placez une bille au voisinuge
de 4 : elle s'¢loignera définitivement de ce point en
roulant vers le bas ; équilibre instable.

00

F,
P
r\
(&)
‘ %

b 1 a. Calcufons le travail slémentaire fourni par B
6?]'(13,%] = B.aom= ~mgd, - (da?, + dyd, + dzd)
= ~mgdz = ~d(mgz) = ~dEF"

%8*(2) = mgz+ cte.
En choisissant Yorigine de I'énergie potentielie de
pesanteur €57(0) = 0:

(2} = mgz

b. Le théordéme de la puissance mécanique permet
d'écrire :

d€,. (Mg )
( d¢ ) Ry
= A (Mg} = d{Be(Mg )+ 65 (M)] = dT P
Pour un déplacement allant de Péquilibre 4 & Péqui-
tibre B:

8%, = BBy~ Bold) = AE+A%, = TF 4
Le point M est au repos en deten B:

Bl B) = Bo(d) = 0 &t A =GB}~ oA} = 0
= Al = 57 B) -8R (4} = mgz = T s
{iénergie potentielle mgz est ainsi accumulée par le
systéme et restera masquée tant que lopérateur
maintiendra sa contrainte en lui imposant Paltitude 2
Des que Pexpérimentateur iache Polvjet, celui-ci rest-
tue ceite énergie potentielle en se meitant en mouve-

= @(F oy ) + (P

ment pour revenir & 'état initial. L'énergie potendelle
se révéle alors par son transfert en énergie cindtique.
Iénergie potentielle est done I'énergie accumuléc par
le systéme et restituée dés que celui-ci a la possibitité
de revenir & ["état initial.

¢. Le systdme est conservatif, son énergie mécanique
est constante :

+ état initial : ¥, = mgkH;

= §tat final : §,, = %mv"’.

Lénergie mgH = %mzﬂ, libérée & l'arrivée de la

particule sur le sol, vaut 1 .

Pour évaluer ce que représente le joule, retenons que
c'est I'énergie recueillie si on liche un objet de 100 g
d'une altitede d’'un matre.

o L
it I
[ A ey

H k M 3 | M X

e RT3
A O: X B

—]
Fl

a. La force de rappel élastique est
T o - MAM—AMo) = —kMgM = —kOM = k2,
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My est la position du point A alors que le ressort est % 3 Dénergie potentielle ne dépend que du

au repos, il est confondu avec I'origine 0.
b. Pour déterminer I'énergie potentelle &lastique expri-
moxns le travail élémentaire de la tension du ressort :

8T (Tye) = T+ d0M = ~kod, - dsd, = - hedx
_ _1_ AT
= —d(gkx) = —ded=
Lignergie potentielle élastique est donc
B0 = %kx’l + ate.

En choisissant 0 comme origine de 'énergie poten-
tielle élastique : cte = 0, d’oi :

() = %.%xﬂ

¢. Le systdme est le point matériel A4 son mouvement
est étodié dans lo véférentiel R, supposé galiléen.

* Bilan des forces appliquées au point M

(i) & distance : ﬁnmﬂM =B wd, le poids de M:
force conservative ;

{ii} de contact ;

. f?}-d., u= T), la tension du ressort : force conservative ;

-
. I—f)'xuppm »p = R, la réaction du support : ne travaitle
pas.
Le mouvement s'effectuant sans frottement :
=

P(Rg) = B-HMpg) = 0.
Remargue : le systéime est conservatif, il conserve son
énergie mécanique au cowrs du temps.
* Ddlermination du nombre de degrés de liberté
Remargug : le mouvement est 4 un degré de liberis, la
seule abscisse ¥ permet de repérer M.
Ces deux conditions permettent ¢’8crire Uintégrale
premigre du mouvement

Bl ) = Bo(Mq )+ EF(M) =
= %
d%,,
e
Le systtme est en mouvement, 'équation différen-
tiefle du mouvernent est

1

1
R 20
me +2£x

= mk(:‘c’a»n%x) = .

,%+£x =0
m

I s'agit de I'équation différentielle d'un oscillatewr
harmonique de pulsation :

i
Wy = E

paramélre 8 : $p(8)
Le vectenr déplacement élémentaire en coordonnées
cylindro-polaires est :

——

dOM = &rd +rddd, + dz.

Lerivons la force conservative sous la forme -

Fow FR+F« FJ,.
Cette force vérifie :

—
85 (Foyq) = B a0M = -d%,(8).

Er effectuant le produit scalaire

¥
Fdr+ Fyrd+ Fdz = —d%,(0) = -di"ée}de
Cette égalité vérifiée pour toute variation élémen-

taire {dr, d6, dz) permat les identifications :
1d%y(8)

fo= -0

Comnme P'énergie potentielle ne dépend que de 8, il
en est de méme pour &, et:

"ld‘éip{e)

Bo= Py = 1= f

%

& Le systéme est le point matésiel Af

Le référentiel d’étude est le référentiel terrestre sup-
posé galiléen

© Bilan des forces appliquées au yoint M

(i) adistance : By, o= B = mg, le poidsde M ;
force conservative ;

(%) de contact : .r?suppoﬂ_.M = fé, la réaction du sup-
port @ ne travailie pas.

* Détermination du nombre de degrés de liberté
Le mouvement est 4 un degré de liberté, la senle abs-
cisse x permet de repérer M.

Ecrivons Ja conservation de Iénergie mécanique :




Bl £) = Bl M"e’*s) + 8RR (AN Lénergie mécanique est ainsi :

#

1 . :
§mx? +8%(x) = 4, émi‘ﬂ ~-mgsinax = €, .

Pour accéder & I'énergie potentielle de pesanteur
développons le travail élémentaire fownd par cette
force, les vecteurs étant projetés dans fa base (8, ,7,):

Pour établir équation différentielle du mouvement,
dérivons cetie équation par rapport & £:

oy LB aFD . [ Mgsina ydx Et_‘s_nlﬂ v o .0
5J(13ms) = B.a0M = (Mmgmm) (0) ] 5 = mi(é-gsina)
= mgsinods = d(mgsinex) = ~d8F" Le systéme est en mouvement, Péguation différen-

, tielle du mouvement est :
Eh ) = —~mgsinox + cle.

-

= gsina

En choisissant l'origine de Pénergie potentielle de
pes =0

pesanteur®;7(0) = 0: Le mouvernent de M est rectiligne et uniformérment

accéléré.

BE(x) = —mgsinax

sphéte n'exerce ducune force de frottement sur le
¢ dac eXercée par ke support sur M ne -

ervatif, il conserve son éner
2 au cours du temps.

- RB?
) =5 )
x équations
j_vigcos&+N:—mRé'*’ {1)

mgsin® = mRE (2)
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ment de M

3. Léquatmn {1) permet d'accéder & une cxpressxon de V:

= mgcosh - mROY = mgcosh - L.

3

Dans Pexpression de N apperait un terme e o qui
apparait dans Pénergie cinélique du point AL Appli-
quons la conservation de V'énergie mecamque pour le
déterminer, le systéme étant conservatif et 2 un degré de
liberté.

+ Calcul de I'énergie potentielle de pesanteur en choisis:
sant pour ongme de Pénergie potentielle dé pesanteur :
%Pes(z O) = X

BE7(2) = mgz== 870} =
« Energie cinérique du point A

%C(M,qk} ® —frw (Mm) = —mR'*B = mmv

mgRcosB.

Leuergle mecamquc. dua pomt M est une constanle du

mouvement ¢
.‘&,,_' = %SQ(MM)-E-‘E (M}

e Lo
m g +ngcose 0+ng -

. msmnt [ t)

. mslaz‘lt i

Dot 22 = .‘ZgR(lm c:osB)
En xemplagant dans I’expressmn cle N:

L{V mg(3cosh ~ 2)

Denvons l’expzessmn de I'énergie mecamque %, par

rapport _a__t_ B

. El—%;mfmﬁ?ﬂ( %sme).

Gn rctrouve I’equa.non dxﬂ'erentle]le du mouvement de

“Ceite equatwn dxﬁcrentlelle est non knéa.xre i cauge du
terme sinG, nous ne savons pasfa résoudre analythue- -
ment.

mouvement permet obtemrl expressmn de v2 :

gsmﬂ RS

Pour Ia résoudre, mult;phons les deux membres de
Péquation par 8 - .

gsnff = Rae

En décomposant :
dfz dui 1

B = g o

de. T di

L .....

’ Mecamque PCSI, MPSE, PYSE. 0 tindua, Cd’ampn-,m

Déquation (2} est Iéquation différentielle du mofve-

':Lorsque la’ ;:uartzcule asten d: N(G = U) :
g s:dérant le signe de la dérivée : N est decroxssanle a!ors‘ o

que's vatie de ba ( -5in <0).
o Lorsque N 0, Ee tontact est rompu

'Quand le mobde a quxtté Ia sphere sa trajectone est une: o
", -parabole (4 la coridition de négliger Ta résistance de Vai),
‘ On rehcuve alors ia sntuatwn d’une couxhe ba.hstxqu ‘

2 i. Le systeme est le pmnt M son’ mouvement est étu— g

- Bxlan des forces apphquées au pomt M o :

’ (a} S d:stauce F!»r
_conservatwe [

‘ ':{zz)‘de confdct :

Si 8 n’est pas accesuble, lmtégramon de l’equauon du

dcoée

deosé dB
BT Tl - singd.
En remplacant dans Péquation (2)
96 = 1EL,: et sin@f = - So0s@
2 de d¢
-, deos RGP
Adnsi “$TOr T 5ga
Lintégration donne :
R
-geosd = § +ote = Z-D+cte
Oralinstant ¢ = 0;
B{t=0) =0 et v{é-O) Do cle = ~g

= 2gR(1~ cos8).
Létude energet;que pouvait étre &vitde. Majs I'intégra-
tion’ précédente ne s'obtient pas aisément, alors que
écritare de fa conservation de I'énergie mécanique st
ici simple 3 appliquer.

4. Dérivons la fonction N(9) = mg{B cosh - 2)

an
E)

_.—-Smgsmﬂ

my.. En com -

'ag,utsz ‘

dlé déns Ee réfmentlel terrestre, supposé. gahie::::.

02,7

AT A

crre-M

= m?} le ;bom’s de M fmce L

fwg‘u';; o= 1,% la reac.fzon du gmde X

F ecssort — bt ? ia temwrz ch ressart

2, Le mouvement s effectue dans le plan vertxcal seion
Je guide circulaire a base ada.ptee au probieme est 2a
base polalre (c,, . ea) . A




Le schéma ci-dessous permet de décomposer 7, dans la
** base polaire :

B = mg3

?z = sin8d,+ cosﬁeg : '

[ﬁ ~mg(sinf7, + ccs@é’)

"Detemnnons la iongueur AM sachant que le tnsmgle
AMBestrectangle en M AM .._2rcos~.'. o

B4

§E,+ sind

IcMA 2krc052 (-'nco_s

u—Zﬁ:rc s'l- ge +2/crsmg

85
cosg %) ea

de la d)rnamtque .IT{) = m?f Mm} 1} 7
e

L 0 dabg le plan (Oxe) :
D autre part, pmsqu’x] 'y = pas de frottement, Ia rear;n

tmn est normale 2 !a t.ra;ectozre et ne travazlle pas

. ' avecR—i]R)[! ;

mental de fa dy‘namlque

)
'= '”( :e

F esé ia :esultanie des farces apphquees aa pmnt M
Lorsque le point M est & i’eqmlsbre le pnnctpe Ioncia-
znental de [a statique dorme

6 R .. ‘. o
na() ()

‘ ‘?our étudier leur stabxl:te, cartons [égerement de point

L R0 =
~dF,

ment de M Ia réactlon ﬁ est’ dunc necessalremem cians N
& plan“car, elte vérifie’ d'apes 1e prsnc;pe fondamental' o

' _‘Alethbre (cif))u = chosﬂ{i + mnﬂ
" :
Lesigne de ( e d & %{,&.9‘9-#
dFy

_cosapam(de)e é'so: el"} st
1 R

3. Apphquons dzms Ia base {e, i ? o). T prmczpe f(md s d’ethbre znstable L
- c0562<0m(d
o d’équahble stable.. . ‘

A Lénergze patenheile de ;)esantem- s 'gerif rapi&e ent :

B Lenergte potentlelle eiastzque est

. Dadditivité des énergxes permet d’écnre ]’énerg:e pot

et concluit & un systéme de deux équations :
Z:R= mgsind® + kr(l+ cos8} (1)

. %, : mgcosh = krsing (2}

La premidre éqguation exprime la réaction du suppork, Ja .
seconde permet de trouver la condition' d'équilibre
. mg
tan Géq = Ef .
Langle polaire & varie de 02 2x et tanf =
ily a donc deuwx positions d'équilibre :

81=arc€an(7—g) etE92= 8, 47w :H«a‘fc_tan(%?)'_- :
La tangente éténtposiiive-" ' R
Blr:[ 'Q[etGQE[ﬂ:

tan{d +zz};

d'éeuitibra -
Q' instable’:

O position
. déquahhre .
slabla

M de @ pogzhon d’éthbre ‘pous e’ mettre.
suivant 7

Tl -

Estce une force de rappel ?
= mgcos& +- krsmB

i = mgsme l-i:rcnsﬂ :

2%(6) ""mgﬁ -

&”(B} = -k(ﬁM}z = !'cr2 1+cosB)

tielle de PPanneau :
fg-?{a) %"“(e) + ‘8“"’(8
. m:.mgrsmﬂ»kkr?(i_‘é»-_c B},




5. Les positions d'éguilibre de 'anneau sont obtenues
pour :

3%, » .
(—Eﬁ;)e:e% = ?(TNgCOsBéQ.—/vrsmgéq) = 0,

Les positions d’équilibre sont :

m, a,
= arcfan et (G, =8 +n = T+ar tan(—g)
& e (If) E ! ’ © kr

Dérivons une fois encore par rapport & 8
(dZ%F
de? Je=a,

i

~r{mgsing + kv cosf)

= —kricosB(1 + tan® ).
ug

mede (S50 4 .
Le signe de (-&TB—E-)D " dépend du signe de - cos@
56y > 0 = i <0: B, est une position
cost, (d62)9=9. :. _‘1 .E‘- posib
déquilibre instable
28 : s
coslly < G »( o ) > () 92” g.s_t ..uln‘_e_..p.qstta_cjm o
d'équilibre stable

Remargue : I'étade cnez%t\.qne est plus hnle gue ] l’el:ude '

dynamique. Les forces s'ont pas &l exprimées, Hous ne
les .avons pas dacomposees sur ia base de pm;echon
Néanmoins dans cértains problémes, la tonnaissance de
ves forces est nécessaire ¢f il faut revexur au plmupe
fe:mdammtai de Iz dynam:que

6. Efféctuons tn cieveloppement linité & Fordre 2 de fa
fonction $p{8) au voisinage de la posmon d’équxhbrc :

8, ennotc.nt €= B8y,

25(6) = €p(00)+ (8-0)(27)

:fsp(s) = %P(ag) +3 s (d(ff’)ﬁ L

La fonction $ple) est T replésentauon parabohque, D
._Le garré de la norme de ce vecteur s’écnt
&, lénergie cjnéi_iqlie _.de':

les oscillations sont sinugcidales.

En wemarquant que 9 =
Pannean M(m) dans R est

“ﬁo(Mm) = ~m(re)2 = lmvr?&.z
et son Ene!’gle mecaﬂlque

B = %mrﬁéﬁ‘%% (g) = -mr’s +‘$P(92)

4% '
+ ( dﬂ;’) BTN

A€
(Ff) ot 0 car la posshon d’équl]:bre est stable
= 104'
kh ) I Mdécanigue P, MBS, PTSE. o xuthan, Ol préga

fear cos8y < 0)

' U(M/sn,,)‘

(¢} A distance : ?Tem.,,,, =

ie systéme &tant conservatif, 'énergie mécanique est
une intégrale premitre du mouvement :
A%, d*¥p
m{)mmér(u ( ) e):l’).
d¢ mri\ do¥ /o=y,

Cette dquation est vérifiée & tout instant et le systdme est
en mouvement :

d?%
* :r;;‘_\.&af)ﬁ 5
423,

il @ — k2 . an?
a6 )ame, kr? cosBy{ 1 + tan®0,)

= |+ tan?B, = cosfl, = -

aves (

.
o828y,

1
1+ tan?l,

el )
HﬁJu(gM TS

5«;«“/(1:-‘) —r—(f) =0
It s'agit de Péquation d’un uscxiiateur harmmuquc dorst
la pulsatwn venﬁe

m

’(")’_( "

? 3 1 Le systeme “stirdié dans ie réfewnhel terrestie %g

est l¢ point A Celui-ci est iepérd enr toordonndes

cyhndro—poia.lres dans o base cylmcinque mobile
(2.7, 2) biea adaptee car Ozest axe de-rotation. . 1

I‘..e vectew positon est OM OH + HM RY, + zé’

B

d? S
(‘*2:‘”") R(d;) i

il

Réé’ -i ze) = 2nkz? -9».3? !

B 3(M/m) = 2?'3%230‘?’5?:-

4 (EE)

-9. ¢ Bilan des farces appliquées au point M

B = mg, e paia’s de M
foree conservative.
{72} de contact : F hctice e M T ﬁ la réaction de I hehce

- La réaction de Phélice sur A est 2 tout mstant nem'lale
i la trajectoive giidée de M Efle ne tzavallie pas '
_ Le systeme est conservatif.




o Détermination du nombre de degrés de libertd .

La position du point M dans {espace nécessite, en caor-

données cylindro-polaires, la donnée des trois paramétres :

1, 8 et z Cewx-ci ne sont pas indépendants car le mouve-

ment est guidé par Thélice et impose dewx refations :

r-.Ret&:iG. .
an SN

Trois paramétres — deux relations :
= un paramatre indépendant.
Le probléme est & un degré de liberté et, pour définir I,
position de M, un parametre suffit : la cole zoulangle 6, ©
Dangle & prend ici en compte le nombre dé tours’ .
effectuds : la cote 2= 5 Acomespond 3Pangle 8 = Sx2mi- . O
Pour la suite, nous adopterons fe paraméire de posmon‘
zde facon & raisonner sur I'altitude de pomt M
Le systéme est conservalif et & un degré de hberte, &
" vons ia conservation de i'enerme mecamque ‘

%, =8 cM,91 ) (M) =

o

_1 (4:;"}124—/‘1
= 3" [

- (2

Doa ¥ equ'mon dlfferentzelle du rnouvement de y

)z2+mgz :

r.lans le zjngerenuel tenestre gahleen R (O i ?,, e’, ?

(=R

Laccélération vertic'ale est constante :

. z L ( AR ) :
A R B

© 3. Par imtégration, en prenant en compte les

-~ initiales £{¢=0) = 0 et gft = ) &

# = ‘(4nzé:_+ ka)g‘f B

La. force es onservatwe “chr el]e sexpmne sous 1
: forme d L dxfferentxeile totale :

= (mﬁéﬁ)g‘ +H |

Lotsque z = 0, Pheélice arr_ive au sol ¥ z{t) :

Les forces de Frofternent ayant &té negl:gees le nitby
" ment de la perfe est zndependant de sa’ masse.

gnw{x) _mgG R

B Le systime. est conservauf &haan degre de ixbe

M, se décomnpose en devs forces . une f?m“e Fi ;ﬂ guz et tozgours b . _posm(‘)\r? de Mest définie sans amblgwte par la donnge
pendzcuhzre & la bajectolre ot gui ne traveille pas ot wns forse: . ouvement de’ M est entidrement c[eterrmné pas

Fr quei st une forci d rappel comime ! mdzgue i fi
sous. Celle-ci s'annule en O, cotte prosition et une 15051 ior 44
libze stable et Iz deMgsi oscillatyy : -

?’ 4 1. © Premiire a:wlyse iz forcegram&z!zmm .gung.tsw




1%
= gmee .

1

gmeg + 65 (x)

}; 2+ EEY(x) =
2mx+$ {x}

= L
L instant £ instant £= 0
En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle

rectangle 40C: #f = R2-d?

p
B = %ﬁwﬁ + 8 (x) = lmgowmﬁi
La, vitesse est maximale lorsque I'énergie potentieile est
minimale. Or celle-ci est positive : sa valeur minimale
est nulle et le mobile est & cet instant situé en O

R?-4?
:1'\7<+0 = —mgo R

o = o2 5)

La position déquilibre stable con’espond 4 une vitesse
meximale du wmobile . et une énergie potentieile
minimale : Ia position d'équilibre stable esten 0.
Dérivons Pénexjie potent:el]e par zapport i x:

1
ikl

cgm =

%%-S—P = mg.,}«Z =0 =l position d’equzl:bre esten x=0;
%%E = mgo = O = la posmon déeqillibre est stable.

2, L’équanon du mcmvement est obtenue en dérivant
par yapport au temps E’energle mécamque, ;utegra]e
premiére d%.l mpuvément ;.

22
lm:ﬂ +‘Emv(x) = —-mx 45 mgo

b = 5 j

Le systtme est e_ﬁ‘_mouvement et £w 0, d'ol Péquation
du mouveinent de My < -

B

0

11 S'agit de Paquation différfé;’x_;ieﬂé d’un oscillateur haz-
monique, te meuvement de M est oscillatoire et pure-
ment ~sinusoidal,” Les pulsatzon ‘et période propres

5 o respectives sonit :
o [
Lo

R “’n‘:‘,\/%'

Pour déterminer leqﬁanon' horaire, il faut résoudre
I'équation dlfférenﬁe‘ile. L’equauon générale est :

x(t}

Les conditions fnitiales pe:‘mettent de définir les cons-
tantes d'intégration D et E pour accéder ainsi 3 la solu-
tion du probléme. La poslt:on et [n vitesse de M 2
Pinstant £sont :
] L HE) = wu(mDsmmut+Ecoswot}
o 105| -

| Mécanigue PLSI, MPSY, PTSH. & Nuvan. Clse e

Tp.

Dcoswﬂt-;-Esmmat

L2 Supposons que la chalne soit -constituée” de " N

Eta'mstant ¢ = Q=
%#(f=0)=D =g, =Dm= JR-42 (R>d)
Ht=0)=pE=0=E =20,

Dol I'équation horaire du mouvement !

| #(0) = (JREZ d%}coswoxl
La vitesse de Mest #(8) = ~wg( /R~ d?)sinwgt

~ ool [RE=TE) =

(2 5)

3. La périede Ty du mouvement est le temps I néces-
saire au mobile pour revenir & sont point de depart
en A

R

ga .

T=5 0265 s=1h 24 min;

AN T = To_w

5  Position du firoblime : co probléme dipasse be cadre de la
mécanigue s point pour dtudicr des .systeme.s‘ lus clnpleres én
les déi ifi it eiv dléments miatériels ponctuels o ensaussysxe-
mes animés de maavemmts simples. :

e Premiére :malyse : !a corde e.ﬂ.‘ abandonnée ur la
.har:zontale ef v glfsser le long de pette table tam g’ wlle ne
rmonmm pczs d‘ab:tczc!e La :alatzon at&mdue pour x(t} est :

'temps et s expmne en secondes (' .

E maillons de masses m; (=1, ., N) Fous Jes mal[lons

soni ammés de la’ meme vxtesse K2 Lenergte mnquuc .
‘totale st Ja sommé des energws cméthues ass 83
chaque maillor

Or la vitesse di B qui ‘&t I i
point de la chaine est notée EA

l’ér‘xergié totale d,e\iaj chaine est :

o i

| Yo =gt
3. La masse étant uniformément répartie, la masse par
unité de longueur (on masse lingique) est A = %‘ et la

masse de Ia longuear xde corde § éc.zit .




Le poids de la partie OB est donc : 5. La générale solution dé cette

x _ _t. B n 3
Px) = Ing x_$¢wf@m@5
Le point dapplication de catte force est le centre de gra- L1 B Ry
vité de la partie homogene OB, il est done tel que &= -.;[Aish{ ) + ‘42“}’(1)} .

5‘&3 = 52 Avec les ce.)ndit.ions initiales : )
#1202 0= (4= =00

ﬂnm_%_& 54;%§*

Lénergie potentielle de pesanteur de la partie OB est

BE” = —%m(x) gx en choisissant 'origine de cette éner-

gle potentielie en x = 0,
Ualtitude 4 prendre en compte est celle du point
d’application de la force de pesanteur, Cest-d-dire G

. x(t) ] xoch() -

Enmmpla.gant m{x) = —m

(x)—"“i fg .

4. Le systéme § consmiére estla chame, ;
est, étud:e dansle refe:enuei terresize’ suppose gahleen. :
B lean des jbmas‘ appligzwes dl chame '
. {)a d.lstance j}Tme L= :
_force consewanve 3

‘Te ghssement s’effectuant sams fmttement, Ia réa. Gon de:
Iz table fie travaille pas. Lé systéme est conservatif ot 3 .
tin degré dé liberté car le Paramétre x suﬁt & reperer la -
‘totalité de fa chaine.” . :

La consérvation de énergie. méca _que permet de
determmer I’équatson du mouvement de Ea chainie § v o

L’energ,m cmehque de la. chame a. deji té calculée Son
énérgie potentielle est la sommié de I’éﬂergle poteuhe[lel
de la partie OB et de Pénergie potentzelie de Ta patie 40,
Or celfe-ci et nulte car chozsle comi de Péner-,
e potenﬁei[e de pesanf:eur

‘ ‘msl.ann 5 e
Dénvons l’euetpe meca.mque par, ra.pport Beg
o d9g, £
| e = (e =0
Léquauon dxfferenheile du mouvement esr.

xng S R

En posant 72 = f;,' cette équaticn devient :-

PR S
T




La composente R, est donc nulle et la réaction du sup-

port est :
R = amtwd, +mgé,

La réaction du support est perpendicalaire 4 la tge @ il
n'y a de frottements.

3. La puissance de R dans @' s'exprime par :
9 Py

P(Rad = B 3t,q) = (Qmio’o) ~lof=0

: g 0

- 1]

La réaction du support e tra.vm]le pas dans Je référenhe!' i
de la tige, car elle est 2 tout instant nogmale & ja lige et -

donc & Ia trajectoire du point M dans le refereahel R '
4. 1a pu:ssa.::ce de B dans ?R est:

G

‘ 0.y e
?(E,) =‘E v(M/m) = (2mm) (rm) = Zmira?

mg /N OF

L @(ﬁ.%) w 2mrm2

par changement de. réferentzel dat bien perpendxculax:e' :

ila tlge elle n'est pas nermale & un deplacement e!e-

pas consewaﬁf dans B, a]ors qu’xl Hest da.ns ?R'

© Lénergie potenuelle de pesintevy de M est chn:)ls:e nuﬂe ‘
A i‘aiuwde constante tout alt long du mouvernent de M

Ma]gre 1absence ge fmbtement, Ta pwssance de la force'

"gente le pi ot M éio;gue fndefiniment de 0

tel dela ttge_)

Vous remarqlierez que ie tra,vaal d’une force dépend du_
référentiel.

5. Le probléme est & an degré de 1betté cir. r et & soat
Liés par la relation r(¢) = rech( ). $landlyse energetz
que demande quelques précautions car le systeme nlest

s, 108[. .
i | Mécanique PCSI, MPSK, PTSI. o Nwun, cluarpe




T Une approche du portrait de phase

1.1. Déterminisme mécanigue

Dans les problemes & un degré de liberté, I'état mécanique du point matériel M, & un instant
donné ¢, est complétement déterminé par la connaissance de sa position et de sa vitesse,
Pour toutes les lois d'interaction connues, ces variables d'état indépendantes sont une solu-
tion unique de Péquation différentielle du mouvement & condition que I'état mécanique du
systdrme soit précisé & linstant ¢ = 0 par la donnée des conditions initiales sur la position et
la vitesse de M.

Les systémes mécaniques sournis aux mémes lois de forces ont une évolution unique pour
Tes mémes conditions initiales, le temps ne fait que dérouler une réalité déja déterminée :
c’est le déterminisme mécanique.

"1.2. Portrait de phase

Le systéme mécanique Mest 3 un degré de liberté, de variable x (paramatre linéaire ou
angulaire de position).

Le plan de phase estle plan {0 ; x, £) dans lequel 'état mécanique de M est représents,
3 un instant 2 donné, par le point de phase Pde coordonnées (x(2), £(8)).

Latrajectoire de phase est la courbe décrite par Pévolntion du point Pau cours du temps
pour des conditions initiales données. Blle part du point de phase Po(x{0) ; #0)).

Le portrait de phase est Pensemble des trajectoires de phase obtenues pour diverses
conditions initiales.

”
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4 - Mouvement libre d’'un oscillateur harmenique
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Plan ds phase i

e B21 s sySlBme & Finstant t=0

P

E10; 3 PR ¢ Glat iz systéme 3 un instant f

o AN

Qy Xt

1.3. Propriétés des trajectoires de phase

+Sens de parcours d’une trajectoire de phase : toutes les trajectoires de phases sont
parcourves dans le méme sens ; il s"agit du sens horaire si le point matériel est soumis &
un champ de force attractif.

» Deux trajectoires de phase d'un systéme libre ne peuvent pas se couper : il re
peut y avoir deux évolutions différentes du systéme en partant du point d'intersection
comme état initial. Il y a unicité de Ja solution de Péquation du mouvement de Mpour des
conditions initiales données.

« Les trajectoires de phase fermées correspondent 3 des mouvernents périodiques de AL

» Les positions d’équilibre du systéme sont situées sur Faxe des espaces {0"x) car, pour
ces points, la vitesse de Mest nulle.

*»Les points de rebroussement de la trajectoire du point matériel sont les points olt la
vitesse change de signe. Sur la trajectoire de phase, ce sont les points P, 5.

» Iévolution du systéme est réversible s la trajectoire de phase est symétrique par rap-
port & axe des espaces (('x): & la suite ’un renversement du temps, le systéme repasse
par les mémes positions avec des vitesses opposées.

7 2 Uoscillateur harmonique non amorti

2.1. Petites oscillations d’un peint au voisinage
d’une position d’équilibre stable

2.%.1. Oscillateur harmonique & une dimension

dimension est un point
erentielle de la forme :

[ Mécanique PCSI, MPSL, PTS1 . o Notun, Cacprips




Remarque
Bordre 2 correspond
ay preroier  terme
" significatif non nal de
¢ développement.

m

]

Ce modéle intervient dans de nombreux domaines de la physique (mécanique, électricité,
acoustique, thermodynamique, ...J pour Pétude des petits mouvements autonr d'une posi-
tion d’équilibre stable.

2.1.2. Dapproximation barmonique

Nous altons voir qu'il s'agit de mouvement d’un point matériel de masse m soumis & une
force de rappel qui, en premidre approximation, est proportionnelle & Pélongation.

Un point matériel M de masse m, en mouvement sur'axe (0 ; 7,) d'un référentiel galiléen
?Rg, est soumis i Ia force conservative :

l?c = ?x(x)?x = e

Si la position xy est une position d’équilibre stable :
d*%

d“ﬁE(x)?x.

d¥
(Ff)xmxo =0 et (mam;ée)xnxt,)().
Posons :
dzté
k= ( de)x=x,,_>0

Appliquer Papproximation harmonique au systéme mécanique M consiste 4 assimiler son
énergie potentielte ¥ (x), au voisinage de la position déquilibre xp, 2 son développe-
ment limité dordre 2

. d¥ 1 +d2%
Blo) = Sl o), L 3w,

(1}

Appliquons maintenant le principe fondamental de Ia dynamique au point matériel M
dans le référentiel galiléen R

By(x) = B, (x0)+ %E'{x_«xo)z

F=F o) =mid, = min —g«%é«ﬁzi
En effectuant la dérivée de la fonction %,{x) définie en (1), il vient : ‘
d_‘édéx_) k(x~x,) etainsi: = —k{x—xy).

Lécart  la position d'équilibre est noté X, ce qui revient 3 prendre la position d'équilibre
stable comme origine. Son expression et sa dérivée seconde par rapport au temps sont :
Xox-—n et i=X

Déquation du mouvement du point matériel M obtenue est l'équation d’un oscillateur
harmonique : .
XrapX =0,

avec !

&2‘8
mﬁ:ak-t: 1( dx:'))xﬁxo

Pour un systéme unidimensionnel, 'approximation harmonique, appliquée 3 Pénergie
potentielle, a ainst conduit 2 nne &quation linéaire du mouvement elle est une linéarisa-
tion du mouvernent.

-

1

1F
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En premiére approximation, la force agissant sur le point matériel est une force de ralipe}
proportionnelle & I'élongation {ou écart 2 I'équilibre) ; le systéme subit ainsi la force de
rappel éastique lindaire :

d¥g
= —mé%c(wﬂ?, = = k{x-x,)2,

o]

[

o TR A
[} o

1 I

kX3,

Commenlaires ;

+ Loscillateur harmonique est un modele doscillateur linéaire dont le mouvement est décxit
par une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants,

~Le régime est fibre car Péquation différentielle 2 un second membre nul : il 'y a pas de
terme d'excitation.

2.1.3. Réponse de Poscillateur harmonique
La solation générale de Péquation différentielle du mouvement de Mest :

Aty = X cos(owyt+ @)

i/équation différentielle étant du second -ordre, sa solution générale est définfe 3 deux
constantes &'intégration prés : 'amplitude de I'oscillation X, etla phase 2 Porigine . Ces
constantes dépendent des conditions initiales sur la position et la vitesse de -M:
X(0) = X, et X(0) = v,

Ces conditions initiales permettent ¢’obtenir :

]

¥, Uy
Ko = Xg +5 | et] ng=——o-
" mﬁ DXy

Lloscillation d'un oscillateur harmonique est purement sinusoidale, de pulsation propre
@y (en rad - 571) et de période propre T} {ens) :

2n k
Ty = = = =
= . avee wy J;

Point maths. La solution générale de P'équation différentielle est une combinaison
linéaire de deux solutions particuliéres Enéairement indépendantes et peut se metire
sous la forme :

X(t) = 4;cos{wpt) + Agsin{wyé).

2.1.4. Diagramme d’énergie potentielle
Reprenons 'expression de Pénergie potentielle de Ja particule A
Byx) = B,(x0) + ék(x Rt
En potant X = x-x écart & la position d'équilibre stable xg, I'énergie potentielle
s'écrit : '
1
%0 =0+ .
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Boscillateur harménique évolue dans un puits de potentiet parabolisable (3 cause du pre-
mier terme significatif non nul en X?) au voisinage de la position d’équilibre stable.

B X)
1 t
1 3
1 i
i i
\J 1
. "
2 FA
8,000
X
“Xa o X

La particule ne peut pas sorfir de lintervalle [-X, X.], son mouvernent est borné et
périodique entre ces deux positions.

2.1.5. Portrait de phase
Le systéme est conservatif, la conservation de son énergie mécanique s’écrit :

(M) = B (M) +8,(00), -
soit g, = émXQ +8,40)+ %w

En choisissant comme origine de "énergie potentielle ‘89(0) = 0, il vient:

ot Y3 ] [&) o] o

k .
Déterminons la valeur de I'énergie mécanique %, imposée par les conditions initiales

E = émi‘%ékﬂ = %m{—moXmsin(wQMrp)}?+§k[chos{wnz+Q)}‘2 = ékXi

- |l G e [ - B

Ceite équation constitue I'équation des trajectoires de phase de P'oscillateur harmonique
non amorti. Dans le plan de phase (0’ ; X, X), ces trajectoires de phase sont des ellipses.

Point maths. I!équation d'une ellipse en coordonnées cartésiennes avec origine au centre
est: 2y

;3+E§ = 1.

Pour des raisons d’homogénéité et de manigre 3 disposer de grandeurs de méme dimen-
sion {une longueur) sur les deux axes, il est avantageux de tracer le portrait de phase de

Poscillateur harmonique de pulsation propre w, dans le plan (O’; X X Le portraitde

i
0
phase est ainsi constitué d'une famille de cercles concentriques de centre Q', orientés dans

)
v 22
le sens horaire et de rayons X, = [ & s = T‘“ imposés par les conditiens initiales.
w,

13
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Attention

Les oscillations sef-
fectuent autour de la
position  &'éguilibre
stable de la particule.
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Point maths. Léquation d"un cercle de centre Cxg, ¥} et de rayon Ren coordonnées
cartésiennes est :

(-2 + (3 =ye)? = B2

Léquation du cercle de centtre 0 et de rayon X, estici -

X 2
(E}_o) + X2 X2

Les graphes suivants (figure 3) ont été obtenus avec les conditions initiales X(0) = X, et
X(0) = 0, les variations de X(£) = x(f) - x) et de (¢} au cours du temps sont :

X(8) = Xgeos{awgl) et 2(8) = xg+ Xpcos(wyt).
La trajectoire de phase est patcourve dans le sens {1, [2], [3], [4]... La position de M, asso-
ciée 3 chacun de ces états, volue corrélativernent an cours du temps selon Péquation
horaire associée suivant [1], (2], [3], {4].

X

x(t)

Xg+ Xg

*

Xq ~Xg

Commentaires :

=1a lecture du point Pde Vespace des phases donne la vitesse et la position du mobile.

* Une trajectoire de phase circulaire est la « signature » d'un oscillatenr harmonique
{x varie sinuscidalement au cours du temps).
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« Chaque trajectoire de phase est un cercle isoénergétique correspondant aux &tats de
Poscillatenr de méme énergie mécanique %,
* Le mouvernent de l'oscillateur est un processus réversible.

3 Loscillateur harmonique amorti par frottement
fluide -

3.1. Mise en équation du probléme

Prenons maintenant en compte infiuence des Frottements sur Poscillatenr harmonique &
un degré de liberté. Le point matériel M(m) est en mouvement sur axe (0 ; 7,)d'un
référentie] galiléen R au voisinage de la position d’équilibre stable x,.

1écart & la position d’équilibre estnoté X = x - x;. Remarquonsque X = % et X = %,
Le point M est sournis ;

+ 3 la force conservative F° = —kX ?,;

+ 3 1a force de frottement fluide 7, s = X%,
La relation fondamentale de la dynamique projetée sur Paxe (Ox} donne :

m¥ = —hX-kX, doit X+£X+£X = 0.
Dans cette équation, on reconnalt la pulsation propre w, de Poscillateur (pulsation des

oscillations en I'absence de frottement} : wq = ﬁ«
m

#rlixioix =0
m
Flusieurs formes normalisées sont envisageables :

1k p Lo 2.,
(i} nom = X+TQX+w0X = 0.
T, est homogéne & un temps, nous verrons qu'il est la durde de relaxation de Vénergie, ce qui
équivaut A Ia durée de vie de oscillateur.
() %o = ﬁ% = X+2aX+wiX = 0.
2a = ;i— est Je facteur d’amortissernent de Poscillateur.

L]
o Wy 5 g
i} = =2 = ¥¢2
g m Q
Qest le facteur de qualité, (sans dimension), de Poscillateur. I est relié 4 la durée de relaxa-
tion de Pénergie par la refation :

X+woX = 0.

@ = wgt,.
Loscillateur harmonique est ainsi successivement caractérisé par les couples (x, ; wg),
(o5 wg) et (@5 w)
Pour la suite, nous adopterons Péquation différentielle du mouvement de M sous la forme
canonigue :

P %ﬂm WX =0 (1
< 115
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3.2. Résolution de équation différentielle du mouvement

Cette équation est uste équation différentielle linéaire 2 coefficients constants et sans second
membre : elle correspond & un régime libre.

Les solutions recherchées sont de la forme X(£) = de™ {r et 4 sont des constantes
complexesy. 1) équation caractéristique est obtenie en reportant X{¢) dans U'équation (1}

),
P4 —2r+mg = 0.

Q

De fagon 3 utiliser pour sa résolution le discriminant réduit, nous Pécrirons sous la forme :

W 2
2 Zodrd oo = 0,

2Q

e discriminant réduit s’écrit alors :

En fonction du signe du discriminant réduit, trois natures du mouvement sont envisagées,
elles dépendent de Pimportance de Pamortissermnent de Poscillateur.

Le tableau suivant récapitule les solutions de Péquation différentiefle :

FroaX+bX=0 A= g b
A'>0 X1y = e AefFey Be- Ay
Al =0 X(2) = (AL+ Ble
A(t) = e Acosmpt+ BY Rﬁwpt)
A<O ou
X(0) = Ce*cos(mpl+q) avec wp = A%

La résolution de cette équation différentielle du second ordre fait apparaiire & chaque fois
deux constantes d'intégration. Elles seront fixées par les conditions initiales :

X(0) = X, et X(0) = v,

3.2.1. Oscillateur faiblement amorti : régime pseudo-périodique

Le diseriminant réduit étant négatif, posons : wh = »-wg( Z}Qm? - 1)

1
Alors : wp = g limm

wyp est la pseudo-pulsation de ce régime pseudo-périodique.
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Remarque
la durée de relaxa-
tion de Pénergie est
relige 3 la durée de

relaxation de Pampli-
T
. tude par: T, = -‘)3;

dle  déeroit  donc
deux fois plus vite.

La solution de Péquation du mouvement est :

Wy

X&) = e_mf(écnswphﬁsinmpt) ou X(#) =_Cem‘55_l£c05(wpt+cp).

Compte tenu des conditions initiales, elle #écrit :

Wy
_‘ﬂ_lo_f UO+~XO
Xty = e M X,coswpt+ ngm sinwp ¢|.
, 3

v+ g, Vo + 29X,
0 0] 3 0 0
ok X() = [X4+ —%h- e 2Q‘cos(m?£+tp), avec tang = - ‘w ?Xo

P

f vy + 0K ? o
Cette solution peut encore s'écrire X(£) = X@ + (-—Q——w————ﬂ) e "cos(wpt+ @) le temps
i

T, = %_)Q caractérise la décroissance de Pamplitude des oscillations.
o

Lévolution de I'élongation en fonction de 2et la trajectoive de phase associée au mouvement
sont représentées sur le graphe ci-dessous pour un facteur de qualité 0 = 3. La numérota-
tion permet de suivre corrélativement Félongation et I'état de Poscillateur au cours du temps.

{2 X

m

S
N

4
[ &

+ Analyse du portrait de phase

= En présence de frottement, 'énergie mécanique dirminue, la trajectoire converge inexo-
rablement et se termine au point d’équilibre stable {&tat de vitesse nulle sur I'axe des abs-
cisses). Ce point est appelé point attracteur du systéme.

*La trajectoive de phase s'enroule autour du point attracteur 0, le systéme effectue des
oscillations avant d’atteindre sa position d’équilibre. Plus Pamortissement est fort, antre-
ment dit pius Pénergie mécanique est rapidernent dissipe, et moins la spirale fait de tours.
* Les forces de frotterents sont sources d’irréversibilité pour le systéme, la trajectoire de
phase n'est pas symétrique par rapport & Paxe (0'X).
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Remarque
Pour ) = 5, T'écart
relatif entre les pul-
sations est de Pordre

de 555 soulement.

: 113"

» Analyse de Pévolution de I'élongation an cowrs du temps
+ A cause de Pamortissement da au frottement, le terme périodique de pulsation wp est

]
enveloppé par deux exponentielles = Ce 20’ et tend vers zéro en oscillant.
+Le régime est oscillatoire sans étre périodique ; c’est un régime pseudo-périodique, de
pseudo-période :

TP = gﬁ = 2 = To
o ) J I- L J 1~ L
°" T4t 4Q?
+La pseudo-période T; (en présence de frotterent} est supérieure  la période propre T

(en Pabsence de frottement). La pseudo-période est, par définition, Pintervalle de temps
qui sépare deux passages consécutifs dans le méme sens par la position d’&quilibre.

* Dans Pétude expérimentale, Pamortissement du régime pseudo-périodique est caracté-
risé par le décrément logarithmique :

ol sy oy Te_mwy o
6—ln(x(T+t)) mmmmm e

La mesure de § permet ainsi d’accéder au facteur de qualité (), Plus amortissement est
faible, plus le systéme oscille et plus le facteur de qualité est élevé.

* Cas de Toscillateur trés faiblement amorti
+ Cest le cas courant des oscillateurs de factewrs de qualité @ == :21- pour lesquels w = oy,

*Le décrément logarithmique et le facteur de qualité peuvent alors §’écrire :

a0t = Drent
b= g = et Q—?mTG

* Llinterprétation énergétique du facteur de qualité est ainsi :

Brlf) - o,_énergie mécanique de Poscillateur
D+ (t+T) énergie perdue pendant une période

T
= D = Ut
Q 7,

» Le factenr de qualité Q fournit un ordre de grandeur du nombre d'oscillations observables

¥
Q~ ~«T3 =~ nombre d’oscillations observées.
¢

3.2.2. Oscillateur trés amorti : régime apériodique

_,. C'est-d-dire si Q0 < %, fas
La solution de I'équation du mouvernent est exponentielle :

X(0) = ¢ W (AeTs BTy aver JR = g li—é’—i- 1.
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Et compte tenu des conditions initiales, efle s’écrit :
-y o
(@) = € (v +
N/ )
Eévolution de élongation au cours du temps est représentée sur le graphe ci-dessous
atnsi que les trajectoires de phase associées.

Xo)sh( /A8 + chh(ﬂ:)].

i1

Pour diverses valeurs de la vitesse initiale, Pélongation: passe par un maximum. ou tend
uniformément vers 0. Hl n'y a pas doscillations, le mouvement est apériodique et les tra-
jectoires de phases ne s'envoulent pas autour du centre attracteur 7. '

3.2.3. Cas limite : régime critique

Ce cas particulier intermédiaire entre le régime pseudo-périodique et le régime apériodi-
que 1'est jarmais réalisé physiquement exacternent.
La solution de I'équation du mouvement est :

D
X(8) = (At + Ble 0 = (de+ By,
Compte tenu des conditions initlales, elle s'écrit :
() = [ X+ (vg+ wpXp)]e o,

La relaxation critique correspond au retour le plus rapide vers la position d’équilibre.
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Tester ses connaissances

» Corrigés p. 743

k 1 Choisir Ja bonne réponse. Léquation du
mouvement d'un oscillateur harmonique est :

[la J?»i-ng: o,
Lo X-ofx =0,

B 2 Uamplitude d'un oscillatenr harmonique
dépend-elle des conditions initiales ?

P 3 Pourunoscillateur harmonique, la période des
oscillations dépend-elle de leurs amplitudes ?

P 4 Laforme canonique de I'équation du mouve-
ment de 'osciliateur harmonique amorti est :

3 a.X~%°X+m§X =0

Cln. X+§X+m§]{ =0
0

O e X+%X+mng 0,

T 2-Ztvolx =0,
]

P 5 Comment peut-on passer de P'équation du
mouverment de Doscillatenr harmonigue
amorti & Péquation du mouvement de
Poscillateur harmonique non amorti ?

B 6 Reconnaitre parmi ces portraits de phase :
Poscillateur  harmonique non  amosti,
Poscillateur harmonique amorti en régime
pseado-périodique, Uoscillateur non linéaire
et non amorti.

[Ja X

Wy

>

.

N
N

]
o
[

3

D

P 7 Un oscillateur harmonique amort est carac-

térisé par le couple (o, w,). Son équation

du mouvement normalisée est :
Xe2aX+wiX = 0.

Le caractére apédodique du mouvement

implique :

a. 200> wy;

b o> @
€. O <y
d. 20 < w,.

o 0100

Déterminer la pseudo pulsation wp des
oscillations en fonction de la pulsation propre
wpet de a.

B9

Un oscillateur harmonique peu amorti cor-
respond & :

[ a. un facteur de qualité  élevé ;

] b. un facteur de qualité () faible ;

] c. un décrément logarithmique & élevé ;

O d. un décrément logarithmique 8 faible.
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10 Lorsque Pamplicsde des oscillations d'un

oscillateur harmonigue est multiphiée par 2,
Pénergie mécanique de cet oscillateur est :

[ a. multiplice par 2 ;

[C] b, multipliée par 4 ;
e multipliée par § ;
] @ non modifige.

Savoir appliquer e cours

» Corrigés p. 143

X

b 2

Un point matériel M de masse m est attaché
a un ressort vertical, Pautre extrémité du res-
sort étant fixe en A. Le ressort est caractérisé
par une constante de raideur £ et une lon-
gueur a vide £, Sa longueur 2 ’équilibre est
notée £,

A
3
ot s N
9, g
5 k ¢ [40)]
81
M,

Un opérateur extérieur impose une lon-
gueur £ au ressort. Déterminer la force de
rappel T exercée par Ie ressort sur M. Quelle
est Vénergie potentielle élastique de M?

Déterminer par une analyse dimensionnelle
fa périade propre Tj des petites oscillations
d'un pendule simple non amorti, Cette ana-
lyse nécessite de considérer attentivement
Pobjet étudié pour en exiraire les grandeurs
caractéristiques : la masse m de la boule M
supposée ponctuelle, la longueur £ du fil,
son angle § par rapport 3 la verticale et
Vaccélération de la pesanteur §; efle inter-

vient dans la force de pesanteur B qui tra-
duit Paction de la Terre sur M

b 3

5 4
»5

B 6

TUn oscillateur harmonique amord est carac-
térisé par le couple (7, ; wg). Som équation
du mouvement normalisée est :

I+ liiodx = 0.
Te

Cet oscillateur représente le mouvement du
pendule simple de la question précédente,
dans le cas d'oscillations de faible ampli-
tude. Les frottements que Pair exerce sur M
sont décrits par la force de frottement
fluide :

o= a3
Le coefficient de proportionnalité / est posi-
tif et & est [a vitesse du point M exprimée
dans le référentiel d’étude galiléen .
Identifier les coefficients T, et wy.

Pour Poscillateur de l'exercice précédemt,
caractériser les différents régimes d"amortis-
serment en fonction des valeuxs T,

Ecrire fa solution générale de cette équation
dans le cas d'un régime apériodique puis
dans le cas du régime critique.

Retrouver et intexpréter la définition énergeé-
tique du temps de relaxation T, dans le cas
du mouvement pseudo-pérodique d'un
pendule faiblement amorti :

-7 Bl
Te T oG Y-8, (1+ gy

h—-

4‘ ~ Mauvement libre d'un oscillateur harmonigue
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T (% ;, ?y est sug
riel. M &e masse m est att.ache a un reSSort vertical Pautr extremxte,
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Reprenons I'étude systématique d'un probléme de mécanique. Le systéme étudié est en régime
libre, U'équation du mouvement auguel on accéde est sans second membre. Nous allons nous
tntéresser ict & la résolution de cette équation.

. [1] Définir te systéme étudié,
[2] Choi.:ir le référentiel d'étude galiléen 97{
: [3] Effectuer le bilan des forces appliquées au systéme. Le systéme est—i[ wmervatzf 7

{4 Precuer {e nombre de degrés de liberté du probléme.
[5] Miseen équatwn du probléme : Féquation différentielle du mcuvement du pomt matertei M '
est obterwe 2 - :

i fi) soit par application du principe fondamental de la dynamique dans le réferentnei'_.

d'étude galiléen ; -
(u) soit & par!ar de l'intégrale premiére de I'énargie si le systéme est conservat(f et é un degré

de liberté,

A ‘@ L’equat;on différenticlle vérifice par {"écart 3 b position d'équilibré stable de M dort &
rmse sous une fcm'ne canomque {ou normalisée), par exemple : :

f L Ko ke alx = 0.
] . ’ . - it
terme d'amortisement

X tepresente [N positian du point M par rapport 3 sa position d'équilibre.
E @ fdentxﬁer la pulsation propre my et le facteur de qualité Q aux paramatres de l’oscnilatew‘

: [6] Resoluﬁon de iequatmn dnfferenﬁel[e.

[7] Iaterpretatwn physique des résultats obtenus.

3

= Premigre analyse : le vessort est ici plact verticalement, situation irés souvent renconirée. Nous allons
votr gu'um bon choix de Poviging O permet d'dliminer le poids de Pobjet M de Déguation dy movvement.
Le systime est le point M, son mouvement est étudié dans Ie référentiel tervestre R, galiléen.

« Bilan des forces appliquées au point M :
(¢) & distance : F‘fem - = B-= m, le poids de M, force conservative |
(#) de contact : F‘msonw_ ¥ = 7, la tension du ressort, force conservative.

=+ Le systéme est conservatif, il conserve son énergie mécanique au cours du temps.

‘@‘ - flonvement fibre d'un oscitiateur harmonique
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Ta projection des forces appligquées 3 M suivant 7, est :

T = HAM - AM o) = ~H(E—E)2,;

« B = mg = mg?,

Le mouvement est & un degré de Kberté : la variable de position est z.
¢« Principe fondamental de la statique ; Be7 =4

Suivant Z,, Ia condition d'équilibre est: - A(€,~ £y} + mg = 0. {1}
Droii Pallongement du ressort 3 I'équilibre

& =g+

° Interprétation physique du résuliat : il n'est pas inutile de constater que la longueur du res-
sort & Péquilibre est supérieure 3 sa longueur initiale.

} 2 Le point M est en mouvement, le principe fondamental de la dynamique s'écrit :

B+T = 2(Mmg)-
Sa projection suivant 7, est:
~kE-L)+mg = mE.
Ord={+z ’
= ~kE 42—y +mg = K&~ €y} + mg—~kz = mE.
-

0

Dans cette équation, se retrouve Péquation {1.
Léquation du mouvement de A est donc :

E+—Igz=0
Sm
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Le point M est un oscillateur harmonique de puisation propre :

m__k
07 Nm

- Dénergie potentielle &lastique est obtenue en calculant le travail Slémentaire de la ten-

sion T du ressort :

89(T) = - d0M
= —ME-8), - ded, = ~ k(£ + 2~ 8y)dz = ~ K€, - £y)dz~ kzdz
85 (1) = -';1[ﬁ;(ei _e)zk % kzz} = - dEE™,

Lénergie potentielle élastique sst définie  une constante additive prés :
85 = Mt~ e g Rt e A
Lénergie potentielle de pesanteur s’obtient de la méme fagon :
8T(Bg ) = B dOM = mg?,- dzZ, = mgdz = ~d = ~dBE®
IR = = mgé,- dzé, = mgdz = ~d(-mgz) = -d%;".
Elle est définie & une constante prés :
B8 = —mgz+ B.
Dot I'énergie potentielle totale de la particule M:
Ep(2) = ‘Sf;hs + %Ses = k€, ~ £z + é kz—mgz+ C.
La condition 93(0) = 0 impose € = 0:
Bylz) = KE Loz + %kzz— maz, soit Eplz) = (K€, ~ £y) - mg)z+ % k22
Q

Dans P'expression de Pénergie potentielle se retrouve Péquation (1). En conséquence,
Iénergie potentielle de Mest :

bp(z) = %kzg_

Pénergie potentielle de pesanteur est ainsi masquée et n'apparait pas dans le bilan final.
* Dénergie cinétique de Mest :

SolM ) = gui

et son énergie mécanique est :

%m m%C(Mfms}+%P(M) = ém22+%kz:2 = ﬁﬂ:z(}

Bl
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Le systéme étant conservatif, cette énergie mécanique est une constante du mouvement :
d%,,

de

On retrouve I'équation du mouvement associée 3 un oscillateur harmonique de pulsation

propre wp = ‘[é : !_E:" mgz =0

= mz’(2+§tz) = 0.

La solution générale de cette équation différentielle correspond i un mouvement de M

purerment sinusoidal :
Ay cos(wy?) + dysin(wyl).

wol A, sin{wyt) + 4y cos{wyt}].

i

z(4)
La vitesse de la particule est: £ =

Les conditions initfales permettent de définir 4, et 4, :
2A0) = 4y = =>4, = 2,

Z{O) = AQUJG = 0=¢'A2 = 0;

2(8) = zgeos(wyl) !

lé’(t) = £, + zycos(wgt) l

La solution du probleme est :

Or =€ +z dob:

Le graphe suivant permet de visualiser Y'évolution de la longueur du ressort au cours du temps.

£t

£+,

K
hied £,% 2,
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Les oscillations s’effectuent autour de la position d'équilibre stable €, avec une amplitude
constante et égale & z;,. La période des oscillations est:

2% i)
Tamm—‘}mzﬁ’\/%-

):5

La valeur moyenie d'

i} est utile de reten)
{cos{wt + @)

Connaissant z(f), nous pouvons exprimer I'énergie potentielle de M :

2(#) = zgcos(wgyt), donc Bp(z) = %kz? = %kz%cosz Wot.

Sa moyenne temporelle est :
%

m

{Ep(t)) = ékz%(cosﬁmot) o -

]

On obtient Pénergie cinétique ainsi :

kzdsintamgt.

) = —wpzgsin(wgd), done $p(2) = %mz’2 = vl—mmgz%sinzmot = é

2
Sa moyenne temporelle est

k3
{Bolt)y = ékz%(sinﬂmot) ikg% = _2“3

Les fonctions €p(8) et $o{f) sont périodiques de période 77 :

En utilisant la formule trigonométrique cos?(wi+ @) = %(1 + cos[2(wt + )}, I'éner-
gie potentielle s'éerit

e(0) = k(1 + cos(20yf)) = ikz%(l + cos(e4l)) avec wh = 2.

Lo 2 2 . _ Ty
Amsx.a—-; mm e TO M"‘i‘
* dnalyse des résultats

* Liénergle mécanique de Poscillateur est comsiante, sa valeur est proportionnelie ai
carré de 'amplitude z, des oscillations :

1,2
+ Il y a équipartition en moyenne de I'énergie potentielle et de énergie cinétique de A4:

(Be(t)) = (Bolt) = %.

u
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* La particule est piégée dans une cuvette de potentiel. Il v a échange permanent des for-
mes potentielle et cinétique de Pénergie au cours du mouvernent de M. Laspect spatial
de cet échange est représenté par le diagramme d’énergie potentielle :

J Balz)
jes
%
B
i
3 L
i e
= o % z
Squilibee stable

! ei!es ne sofent piu:
e dans 1"exercic

1zs|
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Le point 2 glisse le long de 'axe (0 ; 4, ) partir de sa position d’é thbre s:" e
en O et est repéré sur cet axe par son abscasse X. i
11 existe entre le mobile et le support un frottement de type visqueux. La force &
i frottement est de la forme : ‘
f‘i = -} %, ol la constante  est positive.
: 1 _ & Wy _ A

On posera : Wy =~ et MQO =

Foscillateur harmonique est caractérisé par le couple (@, wy).

A Pinstant ¢ = 0, le mobile est abandonné sans vitesse initiale d’une position %;
(avec xy 2 0). L )

)* 1 Faire le bilan des forces appliquées au mobile iorsqu’ﬁ 56 trouve en un point
d’abscisse x que[conque Eeabli Féquation ciszereaheﬂe dont x(t) est solutmn.

de M.

)‘ 3 1a ﬁgure ci-dessous représente l’evolunon de # au cours du temps (£ est exprim
en cm et ten 8§

3
£, .
3 .
-

1

i

t Q X, Wy et @,
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3 * Premiére analyse : le ressovt est placé horizontalement. Le problome précédent s'illustrait du dia-
gramme d'énergie potentielle, celui-of s'appuie sur Péquation horaive of ke portrait de phase de
Poscillateur. Le systdme & un degré de liberté est soumis & une force de frottement fluide dissipatrice
de Pénergie mécanique et n’est pas mmervatz_‘f.'

Le systéme est le mobile ponctuel M.
Le référentiel d’érude galiléen est le réferentiel terrestre R .

* Bilan des forces appliguées au point M
{i) & distance : ﬁrme i = B= m§, le poids du point matériel M,

{#} de contact : F

rossart ~» M ™ 7 , la tension du ressort ;

?Bup?m_, v R=N+ ?fr, Ia réaction du support.
La réaction du support sar Mse décompose en deux forces :
(i) la réaction notmale N qui équilibre le poids B du mobile ;

(##) la force de frotterent ﬁf :a_ngentielle an support qui g'oppose an déplacement du
mobile.
Exprassion vectorielle du principe fondamental de la dynamique :

BrB+T = f’a+ﬁ+ff+f = mﬁ’(M,%).

b—-ﬁ—-—-
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Dans fa base (2,7, 7,), le principe fondamental de la dynamique s'éerit !

LS L
0 0 X £ &
m{ O1+[0|-&|0{-2|C| = m[0y.
g AN 0 0 Q.
D’oi les équations :
* projection sur ¢, : mE+ hE+kx = 0 {1
* projection sur ?z: N = mg (2)

{2) La réaction du support équilibre le poids et ¥appose 4 la pénétration de A dans le support.
(1) Uéquation différentielle du mouvement de M qui 2 lisu selon 7, est:
b, k

K+ —dw—xn = {.
m om

En adoptant le paramétrage indiqué, 'équation différentielle s’exprime sous sa forme
canonique :

o, Dy 2
Etediroire0

Q

Le poids P est une force conservative, mais cette force ne travaille pas car elle est & tout ins-
tant perpendiculaire & la trajectoire du mobile. D'autre part, la cote zde Mreste constante et
nulle tout aun Jong du mouvement, Lénergie potentiefle de pesanteur est constante, nous la
prendrons égale 3 0 en choisissant 'origine de Pénergie potentielle de pesanteura z = 0.

gggﬂs = 0-

La tension 7 du ressort est une force conservative, En choisissant 0 comme origine de
Pénergie potentielle élastique :

a8 1
FE(x) = gkx?.

4
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La réaction R du support n'est pas une force conservative,
Liénergie mécanique du point M s'écrit :

€l 1) = Bolbyq) + BEV(M) = Smit+ ket 3
Le systéme n’étant pas conservatif, le théoréme de la puissance mécanique donne :

d% (Mg )
(W}msm @)—Iiv-{ﬁ+?) 7= F) #4, = —hi? <0,

La réaction normale an support ne travaille pas, la réaction tangentielle est dissipative de
I'énergie mécanique.

A% (M)

Ainsi : Y

) o -2 < O
I

Lénergie mécanique est dissipée sous forme de chaleur par la force de frottement Buide.
Dérivons Pexpression (3} de 'énergie mécanique

(d%m(Mlgis))
de¢ a

Le systéme est en mouvement et x vérifie 'équation différentielle :

= mx(x-t-ﬁx) = —h#d, soit mx(x+ n%x'-z— ﬂ%x) = {.

Y R -
E+—i+=x=0
m m

C’est bien 'équation du mouvement obtenue dans la question précédente.
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Les solutions de Péquation différentielle du mouvement sont de la forme x(f) = Ade*

| (o + et 4 sont des constantes complexes). L'équation caractéristique est obtenue en

l[ reportant cette solution dans 'équation du mouvement :
o

! P24 =2rs g = 0.

| Q

b

De fagon & vtiliser, pour sa résolution, le diserimingnt réduit nous P'écrirons sous la forme :

2
r2+2§—Qr+wn = 0
Le discriminant réduit s’écrit alors :
R T
Al = WG(Z'Q—'? - 1) .

Le mouvernent observé est pseudo-périodique, dansce cas: A’ < 0.

Cette condition nécesszte e | e | Q> é

Qf

La pseudo-pulsation w,, vérifie 'équation 4’ = »»m , dol:

La pseudo-périede est :

« Interprétation physigue du résultat : U'amortissement « allonge » la période des oscilla-
tions comparativement 2 Ia période propre du mouvement sans amortissement.

} 4 La solution générale de Péquation est:

] 2
x(t) = e ! (Acosw,t+ Bsintt) ou x(f) = Ce g cos{w,f+ @)

Pour obtenir la sokution du probleme, il fant prendre en compie les conditions initiales sur fa
position et Ia vitesse de M
Choisissons la premigre solution. La vitesse du mobile est :

gy
#f) = e € - —
i) =e [(B o QQ)coswt (Am + 2Q)smm .t]
A Vinstant ¢ = 0, 2{0) = 25 = 4 et X{0) = Bmp-f-w =0,

20
En conséquence :
4=z oy,
Xy = %) = xoe—TQ (cosw £ mwmnmpt)
" 20, P

© Interprétation physique du résultat : lamplitude des oscillations de M décroit exponentielle-

has] Wy
2, -y
ment entre les deux courbes enveloppes xpe & ot (—-xoe 2Q‘) .

134! .
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i
Adoptons la solution #(¢)} = Ce 70! cos{wyt + @).
Aprés une pseudo-période, elle devient :

wy
PP
*(t4T,) = €5 707

(ug, wn ‘Dn

cos{am,(¢+1, )+cp] Ce 0 g .1 feosfwpt+ g+ 2n] = & (tye e

Le rapport des élongations est x—@"‘;(—%—tj = em * donc:
. Wy 21 _ 9
5= h(x(rpu)) gg’ v Ot T ol T

40

* dnalyse du résultat : la mesure du décrément logerithmique permet d'accéder au fac-
tear de qualité de Poscillatenr.

> x

=t L

-2 1

.2l

La lecture directe du graphique donne
« 'élongation initiale &, = 5 em;
_*lapsendo-période T, = 1 8

* le décrément logarithmique 8 = In (xm( x( t_z)_ .t)) = ln(j:—o)
1 i
AN : 8 = ]_n(i%) = 0,79.
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Revenons 3 quelques relations développées précédemment :
- le facteur de qualité O s'obtient par la relation :

- e 1B
AN.: G = 4;

+ Ia période propre T, est donnée par Ty = |1~ f@ T, = 0892 T,

AN.: Tp = 992 ms.

Analyse du résuliat : Vécart relatif entre la période propre et la pseudo-période n'est que de
1,6 % pour un facteur de qualité de 4. II est donc possible de mesurer avec une bonne
précision la période propre d’un oscillateur en minimisant les frottements. Mais cest en
réalité une pseudo-période que nous mesurons.

Wy A Onm
* Le coefficient d’amortissement £ réponda — = = == k=
PRt 7,0
AN : k=016 N-mt-5
o K 2 472
* La constante de raideur £ du ressort est: wj = —= k= maj = m—j‘:-i- :
[}

AN k=401 N-m-L

% 7 La trajectoire de phase est une spivale correspondant 2 un régime pseudo-péricdique

de Toscitfateur. Elfe converge et semble attirée par la position d’équilibre stable O ; en ce
sens, ce point est appelé affractenr. Plus amortissement est fort, plus Pénergie mécanique
se dissipe vite et moins la spirale fait de tours autowr de O,

‘Tous les points de I'axe des x sont des états mécaniques de l'oscillateur correspondant &

des vitesses nulles : 1a vitesse initiate du mobile est nulle vy = 0.

Lélongation initiale est x, = § cm.

L’état mécanique final de Poscillateur est en O: point d’équilibre stable d’abscisse
= 0 et de vitesse nulle.

Au cours d'une pseudo-périade, oscillateur passe rie I'état mécanique (x; %) :
(5 cm ; 0} 2{2,27 ¢m ; O).
5
= b = 1n(2 27) w 0,79. |
Ces résultats sont compatibles avec les résultats obtenus dans la question précédente.

8

l’énergle de E’osa!lateur Avec un Q suffsamment grand, nous neghgerons !es termes en' =

Revenons a I'expression de F'élongation #(£):

xt) = x e-i%(cnsm P S JESYN t) '
0 P 20w, 1af 0 '
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Considérons d'abord Ieffet de ce trés faible amortissement sur la pseudo pulsation :

- [
Wy = 0 m@w(,.

Ainsi pour un escillateur peu amorti et donc de facteur de qualité élevé, nous pourrons
confondre o, et wy. '

8i Q = 5, Vécdrt relatif entre la pseudo-pulsation et la pulsation propre n'est que de 0,5 %.
Cette 2pproximation est donc rapidernent Iegltlme

Lélongation devient :

x(t) = xye Q ( coswyf + 5 mmot) (4)
2Q.
En poursuivant les approximations, le terme en sinus est négligeable et
Wy
-t
#) = e 2L coswyt,

LA

décroissance

exponentisfic

de Pamplitude
que {'on peut écrire encore :

()= xge ™ cOSWyE

= Anglyse du résullat : le temps ©, = —2(59* est 1a durée de relaxation relative 3 Pamplitude
o

des oscillations, il caractérise leur décroissance.

Dérivons l'expression (4) de x(#) :

QQ[ 2Q(cosmot+ anmot) + wﬂ( sinwyt + Qchoswot)}

)

IE

(1)

I

Do,
~twgxge L (} + -——-} sinmy? dol par approximation :

402

Wg
- - ! 0
#(8) =~ wgrge TL sinwyt

L'énergie mécanique est la somme de I'énergle cinétique et de I'énergie potentielle élast-
que du point M:

B,(8) = Bolty + L) = Lmar s ; k2.

Exprimons d’abord Pénergie mécanique du systéme a Pinstant ¢ = 0, le mobile &tant
abandonné sans vitesse initiale, I'énergie mécanique est exclusivement constituée de
Pénergie potentielle &lastique :

B,(0) = Bo(0)+BE™(0) = lkxﬂ

Déterminons 'énergie mécanique 2 Pinstant ¢

M, -,
Belt) = %mmﬁxﬁe 2 sin? @yt = %ch% e 2 sin? wgs.

ES
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. -9
B2 (1) = -l-kx2 = %kx%e D’ cos? wyt

Bult) = »»kxoe Q ; on reconnaif dans cette expression Fénergie mécanique initiale €,,(0)

B lt) = %mm)e'?e

* Analyse du résultat : le temps 1, = mg est la durée de relaxation relative & I'énergie,
o

caractérise la durée de vie des oscillations.

Remarquons que : T, = 2,-
o Bl
décoissance décoissance

* de Vamplitads - de Péngrgie

Lénergie mécanique & Pinstant 2+ T est:
_(ﬂ) A L
Bt 4T,) = Guil)e ' &/ = B (0)e e = = B, (He
Lamortissement étant trés faible (T, ~ 1), on peut confondre la pseudo-périede T, et ¢
la période propre Ty ; afnsi:

= - 2 \

e Q g

e
g
]
&

2a
Gult+T,) = € (e 2.
_in
Comme % est faible (> 27), effectuons un développement limité de e 2 au voisinage
deQ: 7 on
Q. P s = -=
6 Qwml o @od €,y (14 T m(:)(; Q)

Nous accédons ainsi & la définition énergétique du facteur de qualité :

0= 21:. Enl(?) énergie mécanique de Poscillateur
Bl -8B 1+ T ) énergie perdue pendant une période

T
Comme T, = ‘% = %ﬂﬂ, la perte refative d'énergie mécanique peut étre évaluée par :
o

Bty -% (t+T) 9 Ty

—me L _Tms TR o S LR
Enlt) ¢
La définition énergétique du temps de retaxation de Pénergie est :
()

=TTy (t+T)
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Si @ =1, Pexpression & =

Le décrément logarithmique intervient aussi dans ces expressions !

B () ~B,(1+T,). 9n Ty
WD) e T w
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> Corrigé p. 146

Mesure d'un coefficient de viscosité

Le référentiel du laboratoire (0 ; ?x,?y, Z) est
supposé galiléen et le champ de pesanteur terres-
tre uniforme.

Une sphére M de rayon r et de masse m est atta-
chée & un ressort vertical dont I'autre extrémité est
fixe en 4 La masse du ressort est négligeable et,
dans son dormaine d'élasticité, le ressort non tendu
est caractérisé par une constante de raideur £ et
une langueur 4 vide €.

La période d’oscillation de # dans Pair, of le frot-
tement est négligeable, est T).

La sphére plonge dans un liquide de coefficient de
viscosité 7 et est ainsi soumnise, au cours de son
mouvement, 3 une force de frottement fluide qui,
3 faible vitesse, obéit 4 la loi de Stockes :

F’; = — Ganrd.

Le vecteur vitesse 7 du point # est exprimé daus
le référentiel %i,. La pseudo-période des oscilla-
tions de M dans le fluide est Tp.

1. Déterminer la longueur €., du ressort & Péqui-
libre de M dans le fluide, en fonction de m, de fa
masse m* du fluide déplacé par la présence de la
sphére, de £, £, et g.
2. Ecrire Fexpression de I'équation du mouve-
ment de la sphére plongée dans le liquide. Mon-
trer que le régime est pseudo-périodique si
fFm

" S
3. Donner l'expression de m en fonction de T,
Ty, metr.

' Mécanique PCSE, MPSI, PTSI . o Nathan, Clase peipa
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Oscillations d'un point matériel refié

a deux ressorts horizontaux

Le référentiel terrestre M (0;72,,2,,2,) est sup-
posé galiléen.

Un point matériel M de masse m est attaché &
deux ressorts {1} et {2) horizontaux identiques de
constantes de raideur £ et de longueurs 4 vide £,
religs 3 deux points fixes 4 et B. Lorsque Mest a
Péquilibre, les longueurs des ressorts sont identi-
ques et égales & £,.. La position d'équilibre de M
est le point 0, origine de Taxe des #,

{8 o [8}] X

Le point # glisse le long de Paxe (0 ; #,) 4 partir
de sa position d’équilibre et est repéré sur cet axe
par son abscisse algébrique x = OM. A Pinstant
t = 0, le mobile est abandonné sans vitesse ind-
tiale d’une position xy.

ola ko @0 B
On posera : wy = el o
1. Le mouvement a lieu sans frottement. Par une
étude énergétigue, établir Iéquation différentielie
du mouvernent de 4.

2. Montrer que fe systdme constitue un oscillateur
harmonique dont on précisera la pulsation wy et
la période T en fonction de ket m Déterminer la
constante de faideur & du ressort équivalent & cette
association.

3. Déduire des conditions initiales Péquation
horaire du mouvement x(¢).

4. Les frottements qui accompagnent le déplace-
ment du mobile sur le support sont maintenant
pris en compte. Ils sont modélisés par une force de
frottement de type visgqueux de la forme :

ﬁf L] —fli’;.




Le coefficient de proportionnalité & est positif et 7

est Ia vitesse du point M exprimée dans le référen-
tiel R, Htablir I'équation différentielle dont x(2)
est solution.

3
5. Montrer que lorsque k< 22 /fm, le mouve-
ment est oscillatoire amorti. Déterminer dans ce
cas la pseudo-période Tp des oscillations en fonc-
tion de Qet T,

3)

Portraits de phase du pendule simple

Le référentiel terrestre R(0 ; 2., 2:;,, 7.} estsupposé
galiléen.

= Corrigé . 148

A5

Lo

e T

M(m)

Un pendule simple est constitué d'un objet ponc-
tael M de masse m, lié & une tige métallique de
masse négligeable et de longueur £. Le champ de
pesanteur terrestre est supposé uniforme. Lexiré-
mité O de la tige est fixe.

Le dispositif se trouve dans le champ de pesanteur
terrestre uniforme tel que :

Z= g8, avec g = [F >0
La position de M est repérée par Pangle 6 que fait
le fil avec la verticale. A Pinstant initial, le pendule
est lancé avec les conditions initiales :

8(0) = 0 et H(0} = aJé;% = aw, {a>0).

L. Le mouvement s'effectue sans frotternent. Déter-
miner Pénergie potentielle du point M en choisissant
son origine 2 la position d'équilibre stable du sys-
teme. Tracer le diagramme d'énergie potentielle

€57(8). En fonction des valeurs de «, distinguer
trods types de mouvernent

(D Le point M est un oscillateur harmonique de
pulsation propre w,.

@ Le point M effectue des oscillations non sinu-
soidales.

(@ Le mouvement du point M est révolutif: il
effectue des tours corplets, sa vitesse angulaire
gardant un sigre constant.

2, Exprimer Vintégrale premigre du mouvement
de M. En déduire Pexpression de 9% en fonction
de o, wg et 6.

3. Le portrait de phase de Poscillateur harmeni-

que amorti, obtenu pour différentes valeurs de «,
est représenté ci-dessous dans le plan de phase

(O';G,{%):
8

Justifier I'allure du portrait de phase en distinguant

Guatre cag :
a 0<a<x?; b, 0<a<2y
c a>2; d o =2

OQue devient le portrait de phase lorsque « > 27

4. Le pendule est soumnis 3 de faibles frottements
et o> 2. Commenter la noavelle aflure du por-
trait de phase :

8

@y

Donnée :
Le développement limité de cos® au voisinage de
Oest:

» Corrigd . 157

Modele sunphﬁe d’une suspension
automobile

La suspension d'un véhicule contribue principalement &
assurer

*la fenue de route o Lo stabilité du véhicule, notam-
ment en maintenant permanent le contact entre les pneu-
matiques et la route ;
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« le confort vibratoire des passagers, quelles que solent
les conditions de circulation (état de la route, comporte-
ment du conducteur, charge du véhicule, etc.).

Son réle consiste & isoler la caisse du véhicule en filtrant
les sollicitations vibratoires de la route.

Dans e modile adopté, la suspension est assurée par quatre
systémes identigues indépendants montés entre le chissis du
véhicule et chague arbre de roue.

Chaque systéme est de masse négligeable et se
décompose de la fagon suivante :

- un ressort de constante de raideur £ =18+ 10*N.m™!
et de longueur 3 vide I, qui permet d’absorber effica-
cement les iréguiarités de la route, i

« un amortisseur & ressort, exergant une force de
frottement de type visqueux et de coefficient
damortissement £ = 1660 N-m™! -5 qui assure
le freinage des oscillations de la caisse.

base s
du chissis

Létude s'effectue dans le référentiet %, 1é au sol
et supposé galiléen, Pespace étant rapporté 4 un
systétme d'axes {(0z), (0y), (O0)} auquel est
associée la base orthonormée directe (3, ? 2.

Le comportement du véhicule est étudié da.ns le cas
o il contiendrait quatre passagers de méme masse
m = 70 kg La masse M = §220kg du chéssis
et Ja masse des passagers sont également réparties
sur les quatre systémes ressort-amortisseur de sorte
quils ont des comportements identiques : le plan
du chassis reste horizontal quel que soit le mouve-
ment, Les pneus de rayon extérieur R et de centre
¢ sont considérés comme entidrement rigides et
r'interviennent jamais dans cette étude.
Damortisseur placé entre € et un point quelcon-
que P du chassis exerce sur P une force de frotte-
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ment fluide proportionnelie 4 la vitesse relative de
P par rapporta C:

Fy = -HAPR,,
oft #(P) est la composante suivant 2, da vecteus
vitesse associé & n'importe quel point P du chassis.
Pour obtenir des expressions simplifiées on posera :

1 2k o 4k
M=, +4m, v et wy = W
Esriiz A - Etude statique

Le véhicule est immobile sur un sol horizontal,
Exprimer la longueur L, des ressorts & Péquilibre
et Ja garde au sol z, du véhicule (distance entre la
base du chissis et le sol),

Bartis B - Fiude dynamigue

Dans la suite du probleme z, sera pris €gal 2
20 cm., Le véhicule est 3 Parrét.

Lors d'un essai dynamique 4 vide, le chassis est
abaissé d'une hautenr H = 5 cm, puis brusque-
meni libéré sans vitesse initiale, La voiture est ani-
mée d'un mouvernent de translation vertical,

1. Litablir Véquation différentielle vérifide par la
position verticale z(¢} du chassis par rapport au sol.

2. La pesanteur n’intervient pas dans Péquation.
Expliquer pourquoi.

3. Ouelle est la nature dy mouvement du chéssis ?
Préciser le sens physique et les valeurs numériques
des grandeurs qui caractérisent ce mouvement.
Déterminer la solution z(f) avec les conditions
initiales proposées et donner graphiquement son
allure générale.

4. Le corps bumain est organisé pour tolérer des
oscillations verticales 3 la fréquence de la marche,
soit un pas par seconde. Comment se comporte-l
sournis au mouvement décrit dens la question
précédente ?

3. Quel est Pintérét pratique de Iz présence des
amortisseurs ?

6. Certains systdmmes de suspension sont congus
de telle sorte que la valeur du coefficient d’amor-
tissernent vérifie la relation by = kM.

Quelle est a nature du mowvement correspondant
4 cette condition lorsque le véhicule est sans
passager ? Quel est son avantage ? Déterminer
dans ce cas la solution 2{¢) avec les mémes condi-
tionts Enitiales et tracer son allure générale.




F'f Réponse a. Elle corvesporid 2 ane solution sinn-
so¥dale, La seconde correspond 2 une solution diver-
gente.

+ X+ wiX = 0 a pour solution générale :

X(t) = dcos{wgi+ @) = Beos{wyl) + Csinfuwgf).
E- ng = { & pour solution générale :

x(t) = Ach{wg?+ ) = Beh(wyl) + Csh(w,?).

P 2 Damplitude d'un oscillateur harmonique dépend
des conditions initiales, la solution générale dua

X = Acos{wgt+ @)
Les constantes fixdes par les conditions initiales sont
l'amplitude 4 des osciliations et 1a phase 3 origine .

P 31a période des oscillations ne dépend pas de Pampli-
tude, on dit qu'il y & frockronisme des oscillations.

b4 Réponse €. La forme canonique de Péquation du
mouvement de Foscillateryr harmonigue amorti est ;

X+%X+oa§X= 0.

5 Pour passer de Péquation du mouvement de
Poscillateur harmenique amorti 3 Féquation du mou- )
vement de Toscillateur harmonique nen ameorti, il
faut faive disparaitre le terme d’amortissement

£ %‘tj’ +ank = 0,

s
terme
damartissement D
Pour cela, i faut faire tendre le facteur de qualité §
vers +co,

oscillateur harmonique est de fa forme : »

b & Lasignature d'un oscilateur harmonique non amorti

est une {rajectoire de phase circulaire : répornse a.
Pamplitude de Toscillateur harmonique amorti en
régime pseudo-périodique décroit aw cowss du
temps. La trajectoire de phase converge en spirale
vers le point attracteur 0, position d’équilibre stable :
réponse ¢.

Le mouvement de oscillateur non linéaire est pério-
digue, sa trajectoire de phase est fermée mais non
circuaive réponse b.

7 Calculons le discriminant récuit :
2

A ol o,
Dans le cas d'un régime apériodique :
A= aleqr >0, .
ce qui implique > wy. La boane réponse est la
réponse b. qui correspond A un coefficient d'arnortis-
sement o Elevé,

8 5ile régime est preudo-périodique :
A w2l = —-w§< 0.
La pseudo-périede des osciliations est dong :

W, = .fmg—az = )y ,Iw(au—o)z

9 Réponses a. et d. Un osciltateur harmonique peu
amorti correspond & un facteur de qualité G élevé et
un décrément logarithinique 8 faible associé 3 une
faible modification de Famplitude.

10 Reponse b. Lénergie mécanique de ['osciliateur
est proportionnelle au carré de I'amplitude, si celle-ci
est doublée, Pénergie mécanique est multiplide par 4.

1 Latension 7 du ressost s'exprime par :

T k(A AW} = k(L E0)2,

Pour caleuler Pénergie potentielle élastique, passons
par le travail élémentaire fourni par 7

89 (T1a) = T-ddit = k(e- )3, (-de)7,
s k(£ —£)d(£—Ey) = —d[ék(f-—fo)?]

89(Tp) = ~dBg™ = —d[%k{f -59;2].
Liénergie potentielle dlastique est définie & une cons-
tante additive prés :

g = %k(f— )+ C.

En choisissant M, comme origine de 'énergie poten-

ielie élastique, if vient :

B = Ak




Remargue : noter que pour lexpression de la force de
rappel, comme pour expression de V'énergie poten-
tielle lastique, cCest Yécart & la longueur & vide du
ressort ni tendu, ni cornpressé qui intervient,

2 Les frotternents sont négligeables et le pendule
oscille & sa période propre T,,. Les grandeurs carac-
téristiques du probieme sont m, £, get a. Laten-
sion du fil ne travaille pas et n’apparait pas dans
notre raisonnement.
La période propre T, peut étre exprimée sous la
forme :
‘ To = me€rgyf(0).
f(8) estfonction de I'engle 8, grandeur sans dimen-
siom.,
Lanalyse dimensionelle donne
(5] = T = [mi[e}lgle = MLALT)

On cbtient ainsi I'équation aux dimensions :

T= MELy+zf-2
Dol Ie systeme d'équations :

xw 0
y+z=10
2r=1

Sasoluticnest: x = 0, y = % etz = _é.

Ty = f{a),E'

La fonction f(8) est universelie et accessible seule-
ment par Pexpérience avec n'importe guel pendule,
Dans le cas de petites oscillations : f(8) = 2x.

M
2}',#27:&

Si Péquation aux dimensions permet, teut zu long
d'un rafsonnement, de contréler 'homogénéité des
expressions physiques, elie est aussi une méthode de
recherche des lois physiques lorsque, scuvent,
aucune autre méthode n'est envisageable.

3 Le systeme est le point matériel M
Son mouvement est étudié dans le référentiel terres-
tre galiléen S, 0 ; 7, 3, 7).

* Bilan des forces appliquées au point M

() & distance : Foyypeope = F = mf, le poids de M,
forte conservative ;

(i} de contact :

F

Tessort

o f?, fa tension du fif, force conservative ;

B g w0 e i, force de frottement fluide c ressort.

Le systéme n'est pas conservatif, la force de frotte-
ment dissipe I'énergie mécanique, L mouvemnent est
& un degré de liberté car le paraméire & suffit & repé-
rer la position de 'anneau.
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Appliquens le principe fondamental de la dynamique :
BeT+ B = mdMs).

Sa projection dans la base osthonormée (7, %)
donne :

m{Sand) *(0)-o(c8) = m(78):
Ce qui conduit & un systéme de deux équations ;

mgeost - T = ~m{hl (1
-~ mgsin® - hed = med (@

Léquation du mouvement est contenue dans Iéqua-
ton {2) :
a ke £
B+ =0+ Zsin8 = 0.
m £
Pour les oscillations de faible amplitude (sin0 ~8),

cette équation est linéarisée et devient :

525,86 -0
m €

Lidentification avec I'équation normalisée donne :

[ 2 &

- et | Wy W =
oy [

1.
‘aé

% Déquation caractéristique de cette équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre est :

:'2+ir+ wg =9,
.':c

Pour utliser le discriminant réduit nous Pécrirons
sous la forme :

1 2
249 =
7 +22Ter4» wy = O




Ainsi le discrisninant réduit A" $'8crit :

- e

(7} régime apéricdique : A" >0 et T,y < é ;

(i) régime critique : A" = § et T = l;

(%i} régime pseudo-périodique : A’ < 0 et T wy> %
Le temps ©, caractérise la durée de vie des oscilla-

tions. Il ne faut pas qu'il soit trop faible pour que
Poscillateur ait le temps d’osciller.

5 1a solution générale de cette équation dans le cas
d'un régime apériadique est :

e
B(8) = e To(4edBt ¢ Be-IE 1Y,

3
avec JA' = (mlm) —of = = T Brag.
21, 2, ‘
Dans le cas du régime critique :

gk
88 = (At+ Ble % = (dt+ Bye o,

6 Le régime est pseudo-périodique, la solution
P P 4
générale de Péquation différentielle est :

: £
8(8) = Ce Mecos{we+q) = Co “cos(wt+ ).
Le temps 1, = 27, estla durée de relaxation relative
& Pamplitude des oscillations qui caractérise leur
décroissance.
La pseudo-pulsation w, vérifie :

o Z 132 2
A -»«w},—(ﬁ%—) — Wy,

Lénergle potentielle du systdme est son énergie
potentielle de pesanteur. En choisissant Ja position
d’équilibre stable M, comme origine, elle s"écrit ;

BE*(0) = mgl (1~ cosh).
Dans le cas des faibles osciliations, le développement
bmité de cos@ au wvoisinage de O donne

2
cosf e ] R

2

2
Ainsi €57(0) = mge %-
Elénergie mécanique de Foscillateur est :

Bult) = €o(2) +B5°(2).
Lorsqu'a f'instant ¢ Pamplitude de Poscillateur est maxi-
meale, la vitesse du point M s'annule et toute Pénergie
de Posciilateur est sous forme d'driergie potentielte :

82l -4
““‘5( L émg&’lc% o
Aprés une pseudo-période, au maximum de Pampli-
tude suivant, Pénergie mécanique a diminué & cause

des forces de frottement et s"écrit ¢

B8 = G = mgt

9 i+ T
i+ T,) = mgfem“(? Tyl = %mgt.’C%-(Tf}
)
= G (e ™.
La variation relative d’énergie mécanique est done :
B804 7)) F
Enld) ’

Dans le cas des faibies amortissements, fa durée de
décroissance de Pénezgie est elevée et

%, > T,
1] est slors possible d'effectuer un développement limité
1,
e
de e ™ au voisinage de 0 :
T,
- .
e fewml- L.
1:!

BPlautre part aux faibles amortissernents la psendo-
périade Tp se confond avec la période propre 7 de
Poscillateur.

Balll-Ea(t+T) Ty
Euld) 2
La définition énergétique du temps de relaxation de
'énergie est ainsi :

aT Gt
TR+ 1)

Le temps <, caractériss la durée de décroissance de
Pénergie. II est la durée de vie de l'oscillateur.

e




} 1 Premidre analyse : I vessort est placé verticalement. Le

chotx de Porigine O permet d'éliminer le poids apparent de
Uobjet M de Uéguation du mouvement. Ce poids apparent
prend en comple Laction de la Terre sur M et Paction du fluide
sur M représentée par la poussée d’drchimide.
Le systéme #tudié est la sphere M
Le référentiel d'stude est le référentiel du laboratoire
geliléen Tty
Bilan des forces appliquées au systeme 2 I'é qwl:bre

(i} & distance :

ﬁnm,..M - mg, lepazdsdeM
(ii) de contact :

ﬁmm_. M= ?, la fension du ressort ;

F fluide — 4 = ft, la poussée a”Arc!u_‘méde.

L’express:on des forces est HE
P B =gt

':5 = - gc)z;

Lo

(e SR AM)) k(e en)? _
Expression vectoriefle du pnncxpe fondamentai de la

sta,uque H .
! ﬁ *Fh ? 0
Suzva.nt 2 la condmon d’équlhbre s'écrit: -

(m m’)g E( "‘fe)—o

*’a*’(’f’?’“ Je|

2. Le systéme ‘est en mouvement dans ie ﬂtucie 11 faut
ajouter au bilan des forces la force de_fzottemen_t K

Fi=
Le principe fondaméntal de 1a dynamtque donzxe P
?+m+?+ﬁ_ = mZ{M,m)- mz? '

. (9

|t

~6anB = ~6mnréd,

| Mécanique PCSI, MPSI, PISL 5 e, aw,@,{ .

5 entrainer

Projection suivant 2,

{mmee m*yge k(€ £e) - Brnrd = m¥.
A pattir de Paquation (1),
{(m—myg = k(é’éq =€), done :

k(log— Lo}~ R(€~ L) - Bamrd = mZ,

~E(f -8} -6anri=mE.
La position # de la sphére est considérée par rapportala
position d'équilibre stable :
2= -4,

On chtient ainst Péquation du mouvement de M sous la
forme canonique :

remarguens

que

w Wy,
fr i wpr=0

k., Wy

Grryr
enposantmom-et——-= nnr

T
L‘équatwn caracténsuque est:
. wg '
12 + §?+ m% 0.
Be fag:cm 3 utiliser pour ga résolutlon le dlscnmmaﬁt
réduit nous l’ecnrons sous la. forme :

‘ r2+22—Qr+w,, —__O.' L

Le discriminant 1eclu;t s'écnt

: Pour qhele mouvement observe sozt pseudo—penodlque

il faut A" <0, smt Q>— . L
m Jz 730 S
_chnr' Sqr-. 2

Or Q= gons Gm}r :

~ Le tégime pseudo-périodiqu_e Técessite ainsi :

S
B

3 Lapseudo«pulsaﬁon @y :

'd’oll
L qu1-4Q§ J 3zmr) J 3:1'.1]1‘)
3 2 2
( nnr) % - ‘5;% m%..

y 2 1.Lésysteme estle pomt M son mouvement est 6tu-
dle dans fe référentiel terrestre suppose ga]:léen HE

905 3,, ?)




Lénergie potentielie elasuque de Mdue an ressort (2} est

s Bilan des forces appliquées au point M
I3} a..d,istance : 59“(?2@; )y ? dOM k(&g ~x— £5)8, - dad,

= k(g = w £5)d( €5y 2 £y)

- —d[il-/:(féq k- eu)s!] )

Prowewss = B = m, le pofds du point matériel ;
i1} de contace
f‘lw‘,?cﬂﬂ,u " ﬁ, la régetion du support ; ‘igfm(m = ék(eéq —x- ) G

f’i,emnm«/u =T 1+ la tensior du ressort {1}; ., Liénergie potentielle de M est la somme de ces deux
é i tentielles élasti :
?ﬂmnm* o ? 3, 1a tension du ressort energles ?01 Eelies slas quesl
Ep = ﬁlc{i.’éq +2- )+ ﬁk{féq w e o)+ O
Romarque : ptos capidemens, il suffit &'éerire divectement

pour chague yessort : 5 = %f;{{.’ - L)+ cre,

£ est la Jonguewr du ressozt et £, sa longueur & vide.

Yoi: Pénergie mécanique constante de 3:

'%T'# ‘gc+‘89 o .

s %mf2+lfc(;eéq+x;~eo}'2+3_k(e et} C

s I}equatxon du mouvertient du mobile Mest obtenue
oen denvant Eom par Tapport & ¢

T d%,
di

‘e systeme st én mouvemeut, l’équahon différentielle
du mouvement est

f .son .

‘xpresszons de ? et

f s —!'c(AM—-A.Mo' 0=>mx(::+-?-]—cx) = (),

Le poxds du mcnbxie of led tensions des ressorts sont des - .

-forces conservatives. La réaction c!u support ne tra.vaz]le R

pas car elle est & tout instent normale 3 fa tm;ecto cIu - - . .
cirit M. Le systéme est conservatif | I T T \ )

ge mouvem:?’zt est & un deghé de iszerte ca I absczsse xest . 2.1 S,a.gl £ de Pequ-at.mn diffézentielle d'un oscillateur

“suffisante pou.r repérer la position du mobile. . oo haqnomque de pulsation :

. Li conservation de Péneigie mécanique permet d dceds 5E
__df:r & I’équanon du nouvément de A o W=

Llenergie potent\e[le de pesantetir esti i chnistante car 1 :

“point M garde une cote constante au cours de son depla- [ et de Pemde propre :

ent. Choisissons longme de cette énergic d £=10,."."
: y A 75—2::4/_; ﬂnﬁ

o 'I}assocmt:on des deux ressorts est equ:valente & un res-
. sort unique de raideur X = 24

5E+2—kx'='0

oz g 0)3 dx? ) 3. La soluuon générale de I'équation différentielle est :
' #1) = A, cosisyt + Aysinegl.
" L conditions initiales permetient de définir les cons-
et tanies dintégration 4, et 4y et daccéder ainsi 2 la
_d[ﬁk(eﬁlf x"e“)z] = _-'.:1'%}’ -+ (B golution: du probleme. La positiori et la vitesse de M2
: e . - Pinstant sont :
%élu(l} = lk(f? + - eo) + 01 . o o x{t) = A coswgt+ dysinamyt;
T = A(E) = gl sincg £+ Ay costogt).
Et 2 Pinstant £ = 0
cx(t=0) =4 = x4 = Xo':
. x(t 0) moAz EREC P

S

f" d OM_ = -fc{eé;1
mk(eeq + xweg}d(eéq £ ¥ 503

éja';fi-@g %«

:ralgf(? e,

1l West pas nécessaire de préc:ser Ia const:mte Cl R
Elle disparaitra dans Iz denvee par rapport au temps cie
l'énergte mecamque ; o

4‘ Mouvemenl: libre d'un nsmiiaﬁaur harmonique

147,
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Dot I'équation horaire du mouvement :
x{£) = xgoosoyl.
4. Toujours par une é&ude énergétique, appliquons

maintenant le théoréme de la puissance mécanique au
systéme M non conservatif :

d%m - " 3 -
("), = @Fim) = 477
mid+ Kak = -hi?, soit mi(i+ Lis £y =o.
mom
Liéquation du mouvement de M est donc :
s+ ﬁx + Kx = 0.
m o m

© - s
Avec wg 1 et i = -é, on obtient la-forme canoni-
m m

4

que de Péquation du mouvement :

s, Wo, . 2
F+=i+mgx =0
Q .
5. Les solutions de 'équation différentiefle du mouve-
ment sont de la forme x{t} = Ce' (od r et Csont des
constantes complexes). L'équation cardctétistique est

~ obtenue en reportant cette solution dans i’équatm:\ du

mouvement :
. .
e Sre wg w

2

" De fagon & utiliser pour sa résolution le diseriminant
_ réduit nous 'écrirons sous la forme : .

2
. . 12+ er +wy = O

Le discriminant réduit s"écrit alors :

o2 1

Al = wo( w’ﬁ e 1) -

Le mouvement abservé est pseuda-périodigue, dans ce

" cas, A’ <0,

Cette condition nécessite —=— ~ 1 << (== Q> L

Qﬂ
Or Q: Ewg = E{IA/’E = lJE.’cm‘)E-

Le régime pseudo—perzodxque a lieu lorsque -

heg? Jf'n"z
La pseudo-pulsation w, vérifie l'équation A" = —-wg,
doir :
W, = Wy I

La pseudo-période est :

2n LD

moJI—él@ i "/.1-;%?

i
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Y 3 Premidre analyse: le mouvemnt du pendule simply
amorti gt non amoré est il étudid & partir de son diagramme
énergétique et de som frovtratl dé phase.

1. Le systéme est le point matériel A
Son mouvement est étudié dans le référentiel terrestre

galitéen #,(0; 2., 4, 2).

° Bilam des forces applquées au paint M
(i) & distance :

ﬁTcrm - Be mg, le poidsde M force conservative ;
(it} de contact :

Foasr=T, ia tension du fil
Ea tension: du fil est une force qui ne travailie pas car

“eile est 3 tout instant perpendiculaire 4 la frajectoire de

M. Le systtme est conservatif et le mouvernent est & un
degré de liberté, fe parameétre 0 suffit & repérer la posi-
tion de M.

Liénergie potentielle du systeme est son énergie poten-
tielle de pesanteur. En choisissant Ia posiion d'eqml:bre
stable M, comme ongme elle s'écrit 1

CBE(B) = mgh' = mgl(} "~ cosd).
Le dmg:amme d'énergie poteutselle est son l:race en
fonction de 8 : -

ped
%
Cad®)

AV
2=

Z A
~47 -8x -2n

La valeur maximale de Pénergie gﬁbféntieﬂe dé Mest s
B5°(0, = (2k+ Dm) = 2mgl.

Iiénergie mécanique du systéme se conserve au cours

du mouvement, elle est fixée par les conditions initiales :

B = Eolt=0)+ €5 (t=0) = m{’zaz{O)-—«-mge(x.




Ilobservation de ce diagramme permet de considérer
deux types de mouvements ;
+ Le mouvement est borné si

émg€a2<2mg€=b(} <o<

(i) Cas (D (@ <2 ou a->0): les oscillations sont de
faible amplitude autour de la position d'équilibre stable.
Le paits de potentiel est parabolisable et on peut appli-
quer 'approximation harmonique. Les oscillations sont
sinusoidales et Poscillateur est lindaire :

E5(0) = mgl(l -~ cos) = na_e(%f)

(i} Cas @ (e <2): les oscillations sont d'amplitude
- glevBe et ne sont pas sinuscidales, l’oscxllatem' est non
linéaire.
*{iti) Cas @ (o > 2): le mouvement du pendule seffec-
tue avec une vitesse angulaire de signe constant. )
En effet, fe mouvement n'ést pas borné si :

—mgt’a9> 2mg€==~a>2

'positions Péquilibre instable. Ces oscillations Heffec
tuent aved une amplitude de 7 rad. Un faible écari de o’

ment non bome ou un mouvement oscﬂia.tmre bomé

2. I.}energxe mecamque g ecnt
o= 2o(8(0) + B “(8(0)
= é—meieﬂ + m_gt‘?(l ~cosay - ém'gt"o.i

uiné intégrate premiere du mouvement ... .

o
= 0, Jorsque cosf = 1-%%

9 -2
Or -1 < cosf<1: ce cosmus est mfeneur al il faut
observer.dans quelie condmon il est supéneur a (—

—1<}—§-==»0<a<2

vemnent est bomé et périodique,
8i 2> 2, le mouverient de A est révolutif;

¢ = 2 estine sxmauon l:mzte d osc:llatzons e.ntre deux =

; tnsatant ¢, ) lnsLLsn; 2:’& K

Donc 92+2g(1 - c0s8) = go@

Dot Pexpression de §2: ) 3
52 = 2w ecosa {1~ 1~ oy
62 = an[cose_ (1 2)] : {1). :

Le systtme Seant conservauf céte éqnai:un ccnsﬁmei

3. Quelles sont les valeurs de « (et donc de Ta vitssse.
initiale imposée & M) qui anqulent i v:tesse du mcbxie 2

Sl 0 < e =2, i vitesse de Mpeut § annvler et le mou-

Y IO T N
vitesse initiale fait basculer le systéme dans i mouve- + (E;;) - Fg?

Dérivons I'squation (1) pour déterminer Péquation du
mouvement de 4
288 = 2w sinod.

Yot Péquation du mouvement ;

PO

@4 mysing = 0.
@ 0 < a2 :Vangle & reste faible et sing~ 8.
Léquation différentielle du mouvement est linéaire et

s'écrit 1

b+ u)oﬁ = 0.
Lapproximation harmonique conduit ainsi 3 une équa-
tion de mouvement linéaive.

Le point M constitue un oscillatewr harmonique. Les
oscillations sont sinusoidales. Lénergie mécanique s'écrit :

g, = %m8292+ mgt{1 ~ cos)

o 2
= mE242 4 mg{.’%--
En multipliant les deux membres de cette égalité par
prager il vient
2%, R %
= bpryer - (%) +62,
mgf £ Wy

Dans ie_a pla)i: de .pliase (O';G, i), Iéquation

est i’équatxon d’un cercle de centre

0 etde ra.yon ' Le pomt P(B ,.__) définissant

P'état mécanique du systéme décrit une trajectoire clrcu-
laire notée D correspondant 4 urte méme énergie méca-
nigue.

O ]

4 ~ Mouvement libre d'vo oscillateur harmonique
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o Exbre stabie du pomL L
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@ 0<a<2:Tangle 8 estsuffisamment élevé pour ne ]
pas pouvoir faire Papproximation sin 8 =9. Déquation
du mouvernent est :

ﬁH.ugsinG =0,

Cette &quation différentielle, non linéaire & cause du
terme en sin®, n'a pas de solution qui sexprime &
faide des fonctions élémentaives. Le mouvement est
borné, périodique et non sttuscidal.

: =y Lo Bmo B Ame T Ba L)
'_@ @ = 2: catte trafectoire limité entee Je mouverment
o _Uscﬂiaftm;e ¢t le mouvement révolutif &t appelee sépara- .
;. - trice, Elle felie les points & q'uahbre instables. -
O 2581 Amgl = ‘gpmx Lénergte poten—
o delle est neghgeable devant l'ériergie mécanique de M.+~
-ZToute cette énergl est sous fcrme d’energge cméuque

\'Le pe tzaxt de phase devxent wile droxte paraﬂele a 1 axe

Dans le cas ti‘un mouvement oscxilatmre du pomt M les' - '
trajectoires de phase tourne autdur dela posmon 0 éq

@a>2:le m'c}m're_rxllergt de Mest {é'vqlm_‘,if.‘ )

‘ La- ‘ntesse tnitrale donnée & M st suffisante pour qu ik
. pmsse avoir un mouvement de sevoiutwn atour de 0, ..

» il va réussir, ainsi ‘& eifectuer qualre tours complel’s

Brswite, 11 est capte par o cuvette de potentiel, et o a.

*. ... .. pius Pénergle suffisanté "pour franchir la barrigre de
potentigh. I est alors siiimé d'un mouvement oscillatoire

dont l’atmpl tade décroit. Les oscxilataoas sont d’abord’

" ‘rion_harmonigques, puis harmoniques pour les faibles’
amplztudes Foscillateur s lmmobslme, pour ﬁmr, da.n

e posmon d’éthbre ‘stable, -

I Mécanique PCSH, MPSI, PTS . o ttahon, Olase prigu




& Premidre analyse : nous allons voir dans set exemple tout
 Pintérét du régime critigue qui assure It vetowr & Ubquilibre le
plus vapide et sans oscillations.

Le systéme Pest lautomobile ; elle est en translation selon
Paxe (0z) et se comporte corame un point matédel,
Diéwmde s'effectsre dans le référentiel M, Hé au sol et
supposé galiléen.

¢ Bilan des forces afipliqudes au point P

() & distance’:

Proenpa Bu mig, le poids du point matériel P;
(#) de coatact ;

?wmn.,p = 7, la tension du ressort (13,
B destort(2) = P 7, Ia tension du ressort (@
}?m,mmq P 7, Ia tension du ressort 3
: }?m,mm__ p= f"‘, la tension du ressort {4)5

: ‘?amorﬁsselm-',? = Fy, la force de frottement.

" A~ Emde statique

"Evaluons Ia tension exercée par un ressort sur le pomt P
" aléquilibre :

T = —k(TP-CPy) = ~ kLo~ L2y

force de tension résultante est :

4T = dk(L s L2
- Les constantes de raidenr des 4 ressorts identiques en
parailéle s'ajoutent. Appliquons le principe fondamental

.. de la dynamique 2 Pautomobile en situation d'équilibre
dans le référentie] terrestre galiléen :

(M +dm)gd,~4 k(L Lo)?_~Mgz‘ 4L, - Ly)E,
=0 {1

2= R4 L, = R+ Ly~ 15

S L°=Le¥ﬂ—/*rg et Gy

4k

. B - fiude dynaquue

- & Le principe fondamental de la dynam:qﬂe appliqué &
{'automobile en mouvement de translation verticale, il
faut prendre en compte les 4 forces de Frottement dont

" les effets s'additionnent :

w«MgE:—ztk(L-Lﬂ)?z—Mz'?z = M4,
= - Mg+dkl, <ARL-4kE= ME
(1) 4L,
avec L = z- R:
Mg = 4k(L,+ R-2)—4hi = 4k(zy—2) - 442

4}
= z+mz+—-(.z 2} =0

Or quatre ressorts ag'l‘.'ssent sur 2de la méme fagon, la

Afin de repérer la position du chassis par rapport 4 sa
garde au sol z, (analyse du mouvement autour de la
positien  d'équilibre), on effectue le changement de

variable : -
f ZwZy = & ’

avec i = Zet = Z, I"équation différentielle devient :

44k Z+-—Z 0

1 24 2 4k |y 25 2,
avec = = o et ay w7 Z+IZ+¢uOZ««O

ANt = 045256t oy = 6,93 rad-s L,

2. Llorigine est prise a la position déquilibré en
charge : fe poids disparait dans I'équation d!.i monve:
ment par Udquation {1). : :

3. Lléquation ca:acténst:que § ecnt
S mo = 0
T

Discriminant réduit A’ = i—mg
e

A'< 01 le mouvement di chass;s est p:euda?mad:gue
(ou sinusotdal amorti). L

<o | T
Q=g fl 1:2032

€ et T= h’—' sont la pseudo puisatmn et la pseudo

période des oscillations du chassxs autour de sa pomuon
déquilibre, :
AN.: Q = 6,56 rad - 5! etT 0,96 5.
Selution générale :

20 = A~ zo = de ‘cos(f?.t»bq;) et

Z2(8) = gy + de ‘cos(QHq;)

La constante de temps © est caractemhque dela dm'ée o
de Pamortissement.

A et @ sont déterminées a partzr des’ condmons
initiales : Z(0)} = ~5cmet Z(0) = 0. MR

Or 2 = —-Ae—‘[;cos(QH g)+asin(@erg)]
= Z(0) = ~5 cm
2(0) =0 = -AI:E cosq + Qsinrp]

= Acosg et

= tang = g —0325mdetd=--527cm e

d’oit la sclntzon

i
Z(8) = 20537 8 co5(6,56 ¢ 0,325)

z(f) étant exprimé en cm.

"
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2 fem)

2 20 %

4, Clest & une fréqﬁe'ncé de £ Ha corvespondant 3 ure
posé. La péricde des oscillations est de 0,96 s ce gisk cor-

pour les passagers du ve%ncuie.

sans s arreter

osc:ﬂauons._% uig Jﬂ :

est k.. :
Solution genera.le

) = dty-z = {Az+.8)e“““ et
At) = z0+(Ar+B) “"’ﬂ‘ﬁ )

52| ~ ] o
| Méc_apiqne FCSE, MPSE, BT o saten, e prpe

marche normale gue ¢ corps humain est le moins indis- -

respond 2 une fréquence de Pordre de 1 Hz cont"ortabie

5. Les amortisseurs permettent it velneuie de’ revemx'
rapidement & sa position d'équilibre 2, aprés une per- -
turbation. Sans les amortisseurs Ea voxtm'e osczllera.lt‘

6. Ay estla valeur cnthue du coefftctem d' amoruase«'_
ment, Nous somimes ict daris le cds du regzme critigue des’

ot o' cilscnmmamt redmt‘. s

La'cohstahte de te:ﬁps ® = .ml;" caractédéﬁque dé la
durée de !'a,morhssement correspond au temps m1m-
mat de retour & I’eqwhbre. :
AN.:1 = 0145 o :

Aet B sont detenmnees 2 parhz' des condzuons mmales
Z(O) = -5 omet 2(0) = : - .
2 = [d-wy(de+ B)]e““’fI i
AN.: Z(0) =" B =25 ¢, Z{O)
ol = A = -346em.
d’oti la so]utwn L

2{8) 20 (345£+5)e“5~93‘

0= A."U?oB et

Z(t) e"_ expnmé en cm, '




L'oscillateur harmonique qui Hiustre ce chapitre est un systdme mécanique linéaire cons-
titué d’un point matériel M de masse m lié & un ressort horizontal de constante de raideur
ket de Iongueur 2 vide £, (figure 1},

11. Oscillations libres d’un oscillateur harmonique non
amorti

Llextrémnité d du ressort est fixe. En situation idéale, le point Mglisse sans frottement le long
de Paxe (O ?x) & partir de sa position d’équilibre en O et est repéré par son abscisse X,

A linstant ¢ = 0, le mobile est abandonné sans vitesse initiale d’une position x, (avec '

x5 # O).

Cette perturbation initiale crée les oscillations. Celles-ci sont Jibres car aucune énergie n'est
fournie & Pensemble mécanique au cours de son évolution.

La projection sur Paxe ( Gx) du principe fondamental de la dynamique appliqué a M dans
le référentiel terrestre galiléen permet d’accéder a Péquation du mouvement de 4:

" W, 2. k
mi = —fx = Etmp#=0 avec Wy = |=.
haed m
second membre nul

oscillations libres

w

153 ¢
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Remarque
Q> %— régime
preudo-périodique ;
Q= % régime
critigue ;
< % régime
apériodigue.

154! .

Les oscillations sont sinusoidales 4 la pulsation propre o, ; 'équation horaire du mouve-
ment de M est :

() = xygcosmgl,
En Pabsence de phénomeénes dissipatifs, I'énergie mécanique % et Famplitude xy des
oscillations sont constantes et fixées par les conditions initiales.

1.2. Qscillations libres d*un oscillateur harmonique amort
Llextrémité 4 du ressort est fixe. La force de frottement adoptée pour décrire ce phéno-
meéne est de type visqueux :

1_}; = ~hid,, avec h>0.

L application du principe fondamental sur 'axe (0Ox) donne :
mi =~ ke-hi = Felivfioo,
m_m

terme
d'amortissement

Lléquation différentielle du mouvement s’€crit sous la forme canonique :

2, Do, 2
P+ Ex +wox =0,
second menebee nul
terme oscillations Hbres
d'zmortissement

w
avec -—92—@ etmgmﬁ-
g m m

Les oscillations sont libres, ceci se traduit par un second membre nul dans |'équation du
mouvement.

En fonction de la valeur du facteur de qualité Q et de Pimportance de I"amortissement de
Poscillateur, trois natures du mouvement transitoire sont envisagées.

St Q> %, le mouvement sportané et naturel de Mest périodique amorti. Sa pseudo-prlsation

w,, est reliée & la pulsation propre w des oscillations non amorties par la refation :

[ 1
oy, = Wy i-«zi?

A cause de Pamortissement, Pamplitude des oscillations décroit exponentieliement an

2
cours du temps avec une constante de temps 1, = 52-:
0
-4
1) = Ce ™ cos(w,t+q)
b
décroissance
expenerdielle
de T'amplitude .
Dénergie mécanique de Foscillateur décroit au cours du temps ef, dans le cas de faibles
amortissements, son expression & Pinstant Zest :

S
2.0 = B (0)e ™.

1,
Le temps t, = L. + caractéristique de la décroissance de [énergie mécanique est fa
Gy 2

" durée de vie des oscillations transilofres.

| Mécanique PCSI, MPSE, PTSE -0 o, Gose pipe
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L.3. Oscillations forcées d'un oscillatenr harmonique
amorti

Pour maintenir une amplitude finie et stable des oscillations, il faut en permanence fournir
au systéme Pénergie dissipée par 'amortissement.

Pour cela, un intervenant extérieur agit sur le systdme et axerce une force extérieure exel-
tatrice, fonction sinusoidale du temps, de méme direction que le mouvement :

F e Rty 7, = F .cosmid,
Eéquation du mouvement suivant 'axe { Ox) est:

mi = - hi-kx+ Fcosmt = mi+hi+kx = F,

e COS@ L.

N A—
second membre son aud
terme d'excitation

* Réalisation pratique

Tlextrémité 4 du ressort est mobile (figure 2) et contrdlée par un opérateur extérieur qui
lui impose un mouvement sinusoidal d’amplitude constante X, et de pulsation @ :

m = X,cosmfd,.

A, A Kk " M{m)
axcitataur batond

La tension du ressort sécrit ;
7w k(M - Ay g) =~k (AM - Ayd - oMy} =k (MM — AgA) = ~k(x- X ycoswt)s,
mi = - hE - k{x-Xicoswt) = mE+hiekxs kX jcoswl

[
second membze non nu!

Ainsi, tout se passe comme si était exercée une force sinusoidale d’amplitude constante

F . = kX, surle point M:
o = Fcoswt = kX coswd

Passons A la forme nommalisée de Péquation du mouvement de M:

s b kP
P+l Zx = —Leosws
m m m
. Wo, F,
= x+ﬁx+m3x = ——i—‘-‘cosm.t
gt [P —
terme terme d'excitation
d'amortissement asciliations foreées

Commentaires :

* Le mouvernent de Poscillateur est ainsi excité et excitation imposée par Vopérateur exté-
rieur est sinusoidale de pulsation w : le régime est sinusoidal forcé,

»Ceci se traduit par un second membyre non nul dans I'équation du mouvement.

‘ 5 ~ Oucillations forcées
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Remarque

Une équation diffé-
rentielle inéaire &

coefficients constants

est de Ja forme -

dix d?

£ ar * G T

dx
ARt A

= f8).
et
second membre

Les coefficients ¢;sont
constants,

Alttention
Si nous avions noté
xp(2)= X, cos{mi-p)
le déphasage @
aurait représenté le
retard de phase de la
réponse  xp{¢) par
rapport & l'excitation

).

156] -
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2 Régime transitoire et régime forcé

Considérons Véquation du mouvement normakisée de oscillateur harmonigue amorti, 3
un degré de liberté x, soumis & une force extérieure fonction sinusoidale du ternps !
[ F,
ks mgx = —%cosmt,

Do _ & = £
Q, avec—a_metmomj;—

Alinstant ¢ = 0, Poscillateur est soumis & la force excitatrice et démarre du point d’abs-
cisse #(0) = x, avec une vitesse initiale #(0) = v,.

Le systéme mécanique est Mndeire car il est régl par une équation différentielle lindaire ici
d’ordre deux, 4 coefficients constants et avec second membre. En conséquence, il y 2
superposition de ses solutions et la solution générale de cette équation est Ia somme d'une
solution particulidre x;{¢) de Péquation compléte avec second membre et de la solution
générale xy(f) de I'équation sans second membre {ou homogéne) :

(i} Léquation différentielle linéaire d’ordre deux sans second membre est :

2

s . P, 2
Xz + vaH +opxy = O.

Cette équation correspond & F = 0, c'est-a-dire & Pévolution du systtme en
P'absence d’excitation extérieure : le régime est libre. Nous Pavons étadiée dans le
chapitre précédent et, dans tous les cas, sa solution x(2) tend vers zéro et disparatt
au bout d'un temps 7, de Pordre de quelgues v, (temps de relaxation de Pénergie
de I'oscillateur et durée de vie des oscillations).

{ii) La spécificité du second membre permet d’obtenir directement la sclution par-
ticuligre xp{t). Le second membre étant une fonction sinusoidale du temps de pul-
sation w, il en sera de méme pour la solution particuliére qui est de ka forme :

xplt) = ﬁncos(mﬂ @)

amplitade phase

- X, est Pamplitude des oscillations (X, > 0},
» ¢ est la phase & Pinstant origine de Pélongation.
Le déphasage ¢ représente avance de phase de la réponse xg(2) par rapport & Vexcitation
)
Comumentatres ;
* Le régime transitoire correspond au laps de temps t, au cours duguel Ja solution xy(¢)
n'est pas négligeable devant xp{f):
t< T, x(#) = 2(8) + 2e(8),
Cette solution constitue la solution générale de Péquation différentielle, elle comporte
deux constantes venant de xy(2) que Pon détermine A partir des conditions initiales.
* En régime forcé ou éabl, la solution xy(¢)} est négligeable devant xp(¢):
>, x{£) = gty + xp(2) = x{2).
Cette évolution ne fait pas intervenir les conditions initiales. Loscillateur est obligé de
vibrer & une pulsation qui w'est of Ia pulsation propre w,, ni la pseudo-pulsation @, qui
dépendent des caractéristiques du systérne mais 4 la pulsation © imposée par Pexcitatenr,
le régime est sinusoidal forcé :

x4y = X cos{wt+g)
* L.a courbe qui suit (figare 3) présente Iévolution de la réponse (¢} de Poscillateur & une
excitation sinusoidale. Le régime transitoire précédent 'établissement du régime sinusof-
dal forcé est facilement observable. Le facteur de qualité de Foscillateur est @ = 3.

| Mécanique PCSI, MPSE, PTSI - e, Gose s




Remarque

Coﬂv‘eﬂﬁonne]%ﬂ'.
un  régime
en dé-
roiSSANCE EXponen-
tiglie de constante de
ferps caractéristi-
ge © est considéré
achevé au bout de

St

T,

0 2 ! {cm)

-1 i

LULESY]
Régima sinusoidal forcé

Xty = xy{f) + xplt)
Régime transitaice

-2

* Importance de Pétude du régime sinusoidal forcé

(i} Les oscillations forcées se rencontren! dans de nombreuses branches de la
physique : Poscillateur sert de modéle pour étudier la réponse en é&longation et en
vitesse d'un oscillateur mécanique soumis 3 une contrainte extérieure, permet d’ana-
lyser ia réponse en courant ou en tension d’un circuit électrique connecté & une
source de tension ou encore de « visualiser » les vibrations des atomes et des molé-
cules excitées par des ondes électromagnétiques ...

{il) Le choix du caractére sinusoidal de Pexcitation trouve sa justification dans le
développement en série de Fourier de Ia fonction F{#} : si cette fonction est continue

périodique du temps de période T'= %}[, on montre qu'elle peut se décomposer en

uxie sonmume discréte-et infinie de fonctions sinusoidales du temps dont les pulsations
sont des multiples entiers de la pulsation fondamentale w :

F(ty = g5+ E (a,co8m0¢+ b sinnwd).
e}

La réponse du systéme 3 Pexcitation F(f)} est la somme des réponses sinusoidales
forcées pour chaque harmonique du développement en série de Fourier de la fone-
tion F(¢). Ceci est une conséquence de la linéarité de Péquation différentielle :

€0,
B D4 gty = £,
[e) m

5 -~ Oscillstions forcées




% 3 Oscillations forcées d'un oscillateur
linéaire amorti - Résonances

Liéquation différentielle du mouvement de Mest linéaire et 3 coefficients constants :

w F
B2+ wpx = ~eosmt.

) m
La force extéricure excitatrice appliquée au point M est sinusoidale de pulsation  régla-
ble et d’amplitude F,,, constante :

F(t) = F cosmt.
Nous ne nous intéresserons dans ce qui suit qu’au régime sinusoidal forcé de l'oscillateur,
Cest-a-dire 2 la solution particuliére de Péquation différentielle du mouvement.

3.1. Introduction 3 la méthode de résolution complexze

Cette méthode est réservée i la recherche des solutions particulidres sinusoldales d'équa-
tions difiérentielles finéaires. Elle n’est donc pas applicable au régime transitoire.

La solution particulitre de I'équation différentielle linéaire en régime sinuscidal forcé est
de la forme :

x2(1) = X cos{mi+ g).
Ajoutons & cette grandeur : j X sin(wé+ @), olt j2 = ~1; nous obtenons :

x(f) = X, cos(wt+ @) +j X sin{wi+g) = X eilo+9) = X elveiw! = X oivt
. . .

pactie réclle partie imaginaire amplitude
complexe

La grandeur analytique x(¢) est la représentation complexe de E’élongalion x{1). Seule
sa partie réelle a un sens physique et, & Pissue de nos caleuls, il faudra revenir 2 la notation
réelle et ne garder que la partie réelle de la grandeur complexe x(4).
x(¢) = Refz(4)].
Le complexe X = X e est appelé amplifude complexe de x(2).
(i} Son module est Pamplitude de «(2): X | = X,
(ti) Son argument est 'avance de phase ¢ : arg( X} = .

Adnsi, la connaissance de 'amplitude complexe permet de définir entidrement Iz réponse
de l'oscillateur.
Procédons de la méme maniére pour F(¢):

Flt) = F ", avec F{f}=Re[F(t)].

° Intérét de la méthode complexe
* Les opérations de dérivation par rapport au temps s’expriment de maniére trés simple :

d 2
wd-'-“: = jox et g = — w2y

Dériver x(#) par rapport & ¢ revient & multiplier cette fonction par jo.

* La notation complexe permet de remplacer une équation differentielle par une équation
algébrique sur le corps des complexes qui donne inmnédiatement aceds 3 la réponse de
Poscillatewr en régime sinusoidal permanent établi.

153| -
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3.2. Réponse harmonique en élongation

Appliquons la méthede & 'équation différentielle du mouvement de M:

F
oozt
m

En notation complexe cette &quation s'écrit sous la forme algébrique :

~wlx(£) +jw

x(&y+ wgi:(z) = -F——;;—‘fei‘"‘.

Comume 2{¢) = X eiv! et en simplifiant (le terme &*! étant non réel), Famplitude com:

plexe du déplacement de Poscillateur excité est :

Atnsi

A =

My )

) i

xt

2

I *

9, 2
e ()
g

3.2.1. Amplitude de la réponse : résonance d’élongation
L2 module de Famplitude complexe est lamplitude X, de I'élongation :

Font

Laraplitude de 1a réponse harmonique en élongation dépend de la pulsation de Ia force
d’excitation. Les courbes de réponse en amplitude qui suivent (figure 4), pour différentes
valeurs du facteur de qualité, font apparaitre un comportement global de filire passe-bas de
Poscillateur : sa réponse & Pexcitation est négligeable si la pulsation imposée par I'excita-
teur est trop élevée par rapport 4 la pulsation propre du systéme. L'oscillateur n’arrive plus
4 suivre la force d'excitation et tend 2 répondre & sa valeur moyenne qui est nulle.

Xen
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Rerarque
Un facteur de qualité
@ =5 correspond
& un écart relatif de
1 % entre wyg et .

Les courbes obtenues montrent un comporiement différent de Poscillatenr pour diverses
valeurs du facteur de qualité et donc de 'amortissement. Eifes démarrent toutes & pulsa--
tion d’excitation nulle par une asymptote horizontale en un point correspondant & lamgpli-
tude stetigue de Poscillateur :

F
;‘:nﬂ= e;'

mw)

Q= 4 1 oscillateur fortement amorti

N

Liamplitude de Pélongation est strictement décroissante forsque w varie de 0 & Pinfini.
Q> % : oscillateur faiblement amorti

Lamplitade de Pélongation passe par un maximum, c’est le phénomeéne de résonance de
Pélongation qui a liew & la pulsation de résonance wy toujours inférieure 4 la pulsation

propre ®, de Poscillateur :
I
g = g II—Q—Q?s_mO.

Eoscillateur est un filtre passe-bas, mais privilégie les pulsations d’excitation proches de
sa pulsation propre : il se comporte localement comme un filtre passe-bande.
A la résonance d’élongation, le maximum de 'amplitude est :

Kop = “—ano > XKoo

Xp est une fonction croissante de  : la résonance est aigué lorsque le facteur de gualité
est élevé, c'est-a-dire lorsque P'oscillateur est trés pen amorti.
Lacuité de la résonance est évaluée par le rapport :

Wy - By

Aw  wp-w;
La bande passante Aw est Pintervalle séparant les deux pulsations de coupure w, et w,y
(0 > @) telles que :

Xy(0p) = Xalog) = %

* Qe i: oscillatenr trés faiblement amorti

2

Dans ce cas la pulsation de résonance se confond avecla pulsation propre de Poscillateur :
g = Wy,
Le maximum de Pamplitade est alors :
X = G-
Commentaire :

11 est possible d’atteindre des amplitudes exirémes d'oscillations pouvant provoguer la
destruction de Poscillateur avec des effets spectaculaires comme Ja rupture de ponts.




: Remarque
. Par abus de language,
- e nombreux physi-
tiens appelie fidguencs
ha pulsation. Cela ne
“doit pas entrainer de
confusion :

w = 2nN
. pulsitton friquence
: i,mf's“') &[:&}

la fréquence peut-

e notée N, fou v
pour une radiation
Hectromagnétique.

Le facteur de qualité () est ainsi
défini comme le rapport entre

Pamplitude X p alarésonance et

Pamplitude X, aux trés basses
fréquences :

Lacuité de la résonance se confond

avec le facteur de qualité par larela-
tion approchée :

)

Aw”
A un facteur de qualité important
correspond une bande passante

étroite {figure 5), c'est bien le facteur de qualité qui mesure Pacuité de la résonance.

3.2.2. Avance de phase de la réponse en &longation
par rapport i Pexcitation

Les courbes de réponse en phase
de Poscillatenr en fonction de w et
pour diverses valeurs caractéristi-
ques du facteur de qualité sont
représentées ci-contre (figure 6) :
(i} Pour les faibles fréquences
d’excitation:, Voscillatenr et la
force sont en phase.
(3} Pour les hautes fréquences,
Pascillateur et la force sont en
opposition de phase.
(i) A la pulsation propre, exci-
tation et élongation sont en qua-

drature (g = —g rad).

plrad)

R hama s

dvolution asy iqua

(f5) Plus le facteur de qualité est élevé et plus @ varie rapidement autour de la pulsation
propre wy, des oscillations libres non amorties de Poscillateur.

3.3. Réponse en vitesse

La vitesse est représentée en notation complexe par

¢ == jox

En conséquence son amplitude complexe est :
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Damplitade réefle V), de la vitesse est le module de Pamplitude complexe :
£,
®

ext

Elle passe par un maximum 3 une valeur de la fréquence égale 3 In fréquence propre de
Poscillateur : c’est la résonance de vitesse (figure 7}. Le phénoméne a liew quelle que soit
fa valeur du facteur de qualité .

Vin
GF,
Vo = i

Tlacuité de la résonance de vitesse est définie par Ja relation stricte :
D Wy
Q

-0, Aa -
Pour la réponse en vitesse, Poscillateur effectue un filtrage passe-bande. La largewr Aw de
la bande passante est définie par :

v,
Valog) = Vley) = 2%

NG

3.4. Réponse en puissance

La puissance moyenne temporelle fournie par la force excitatrice & loscillateur est :

e
L 1QF Qg
=3 % 2 3
EEEE
@y Qw
Cette puissance moyenne temporelle est entitrement dissipée par les phénoménes
d'amortissement : c’est bien Ia puissance moyenne fournie par l'excitateur qui sert 4 com-
penser la puissance dissipée par les frottements.
Le comportement fréquentiel de la puissance moyenne fait apparaitre une résonance i la
pulsation propre de Poscillateur. La résonance en puissance coincide avec la résonance de
vitesse, Un transfert maxitnum de puissance de excitateur & Poscillateur se traduit par
une amplitude maximale de la vitesse acquise par le systéme.

(@
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Pour la réponse en puissance
{figure 8}, loscillatewr effectue
un filirage passe-bande. La lar-
geur Act de la bande passante 4
mi-puissance est définie par :

P

g
(@) = (@) = Tl
Liacuité de la résonance de puis- ${ Py fommmmennann

sance vérifie la relation stricte
déja obtenne pour la résonance
de vitesse :

) ;
L, ] ] 1 0y Wy o
Ainsi 'explique le choix du —; bards passante

pour définir la largeur de bande
passante du filtre de vitesse : il correspond & un transfert de Pexcitateur a Poscillateur d’an
moins ka moitié de Ia puissance moyenne maximale.

« Conséquence
Llamortissement étant faible, il correspond & un régime pseudo-périodique de Poscillateur
harmonique. La décroissance exponentielle de I"énergie mécanique de oscillatewr est
caractérisée par le temps de relaxation ©, = v
0
La réponse en puissance du régime sinusoidal forcé est caractérisée par la largeur de
o,
bande passante Aw = —é-

H existe done un lien entre le régime transitoire et le régime sinuscidal forcé de Yoscillateur :

Un oscillateur & réponse rapide (x, faible) est un oscillateur 4 bande passante élevée et
inversement,

4 Analogies électromécaniques

4.1. D’oscillateur électrique amorti en régime sinusoidal
forcé

Soit la charge ¢ du condensa-
tenr de capacité ¢ d'un cir-
cuit électrique RLC série
{figure 9} alimenté par une
source idéale de tension de
force électromotyice :

ef) = E,  cos(wd).
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Léquation différentielle vérifiée par gest:

L R 1 Fp
d @ g i cos{w ).
ritiet= g (0d)
terme terme d'excitation
d'amortissement oscillations forcées

Sous la forme canonique, elle devient :

L T S
‘]+'ﬁq+wo§ = -—E—‘cos(wt).

[ —
) terme terme d'excitation
d’amortissement oseillations forcies

4.2. Similitudes de comportement entre grandeurs
électriques et mécaniques

équation différentielle obtenue est I'8quation différentielle d’un oscillateur harmonique
amort en régime sinusoidal forcé.
Rappelons Péquation différentielle de I'oscillatenr mécanique :

s Wy o F
$v =l opx = ~Beoswt,
Q m
et [——————
teomne terme d’excitation
d'armortissement osciltations forcées

En effectuant les analogies formelles électromécanigues par comparaison des équations
différentielles, on peut en déduire des similitudes de comportements. Celles-ci sont réu-
nies dans le tableau suivant ;

T et mécaigie Grintens G
masse {inertis mécanigus) m inductance {inertse fectrigue)
coefficient d’amortissement k résistance
raideur du ressort k inverse de la capacité

. _ E .
pulsation propre w = o pulsation propre
. e, iz
facteur de qualité Q= = facteur de qualité

Excitateur dectriane

force Fqcos0¢ | ronsion | Eqcoswt

Réponses mécaviques

Reép nses électnques

élongation x(e) charge électrique

vitesse #{£) courant électrique

énergie cinétique 6, = %ﬂw2 énergie magnétique B =

énergie potentietle élastique 6 = %Isaﬂ énergie dlectrique B, =




4.3. Impédance mécanique

Limpédance électrique est définie comme le rapport des amplitudes complexes

{f e excitation
Z e =00
- !m - téponse en courant
Par analogie, on appelle impédance complexe d’un systéme mécanique, le rapport

des amplitudes complexes :

-

- Vm e EEPGIE Bk Vilesse

excitation
Fy~

{1) La force excitatrice F{t) = F,, coswt donne en notation complexe :
F(t) = Foo, avee F, = Fy.
(ii} La vitesse o{t} = V¥ cos{wi+ ¢,) donne en notation complexe :
v Vool avec o= ¥ el®,
Or o= f=>y=jox et V =joX.
Revenons & 'équation différentielle du mouvement de M : md + bt + &% = F, coswl
En amplitudes complexes :

(~mw? +jok+ HX = F, dod jmin(ﬁ+jmw+£) = F

.__m'
—
I’oi Pexpression de V'impédance mécanique :
E : F,
AL ; ~ 5N o Zatiee —_ N
Zz 7 fz-t—](mm o Ze avec Z 7

Revenons, par analogie formelle, 3 'tmpédance électrique :

Z= R+j(LwM~é»1~e~3)

Se retrouve bien 'impédance électvique coraplexe du circuit électrique RLC série, nous
aurions pu conmencer par cela.

Tester ses connaissances » Corrighs p. 195
1 Péquation du mouvement dun oscillateur 2 Le facteur de qualité d'ua oscillateur harmo-
harmonique libre amort est : nique amorti en régime sinusoidal forcé a un

facteur de qualité Q@ = 0,6:
[ a e régime transitoire est pseudo-périodique.

Eja.:'ﬂmgx: 03

@y .
£l b.:’c‘+ix+wf,x = 03
0 @ F U s Le régime transitoire est apériodigue.
i 0. 2 ext
€. Xt e X b WX = = COSWE . .
[4) 0 s Hen y a résonance d'élongation.

;
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& 3 Lanotation complexe permet d’accéder aux
solutions particulieres stables des équations
différentielles :

5 W,
O e & wds b ks

C]b-ﬂ)k=ﬁ)(}'
E]c.mR

£
W, Eoy -l
0 a.x«r»»é«’}x+w§x= m;?’i‘e‘;

[ b B+ oisind = wisinfcos{wn;

F
2 = coswi;

8

Q¢

@ F,
! d.x+—-é:‘c+m(2,x = ?coswt.

B4 la pulsation de résonance d’élongation d’un

oscillateur harmonique amorti en régime
sinusoidal forcé est :

{ja.mg-—uw(, 14»-—1—;

wy 1———1—,;

s
-1

B 5 Que peuton faire pour diminuer I’am.plitude
$ & Peuton utiliser la notation complexe pour

P 7 Ladurée caractéristique de la décroissance

] & T, = RC;
Db-‘te= JLC
[jc.'ce=

4 la résonance ?
représenter la puissance d’une force ?

de Pénergie de Poscillateur mécanique est :

Dans le cas du cireuit Electrique RLC série,
la décroissance de Fénergie électrique est
caractérisée par la durée :

ot

Savoir appliquer le cours

» Corrigés p. 195

Un pont suspendu, dont le tablier est maintenn
par des cables, peut effectuer des oscillations verti-
cales, transversales ou de torsion. A chacun de ces
types d'oscillations correspond une fréguence fro-
pre. En 1350, une troupe traversant au pas
cadencé le pont de Basse Chaine, pont suspendu
sur la Maing & Angers, provogue la rupture du
pont par résonance. En 1940, des bourrasques
intermittentes provoquirent des vibrations de tor-
sign du pont de Tacoma Narrows (USA) d'une
amplitude telle que le pont s'gffondra. Plus récem-
ment, le pont du Millenium inguguré en juin
2000 fut fermé au public car il se mettait & osciller
dangereusement : les études d'oscillation des pomts
sont fastes pour éviter les oscillations verticales, or
il s'agissait ici descillations horizontales. ..

Les quatre exercices qui suivent ont en commun
Uénoncé suivant, .

Le référentiel terrestre R (0 2,,7,,2,) est
supposé galiléen et le champ de pesanteur
uniforme.

Pour illustrer les phénoménes Hés aux
oscillations de structures, comsidérons un
objet M ponctuel de masse m reli€ & Pextré-
mité mobile d'un ressort vertical, sans
masse, de raideur ket de longueur a vide £;.

Eoscillateur ainsi réalisé & un facteur de qua-
lité @ et ume pulsation propre wy = ,\/% -1
modélise un pont de masse m maintenu par

guatre ressorts verticaux identigues de rai-
deur K qui oscille verticalement : t = 4%

-
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z{t}

Z

Le systéme est initialernent & Péquilibre et la

cote z(£) est comptée i partir de cette position.

A l'instant ¢ = 9, Pobjet est dans la position

z{0} = O et sa vitesse initiale est nulle
£(0) = 0.

Le point M est sournis & une force extérieure

sinusoidale excitatrice :

B = Fyeoswf?,.
On intéresse & Ja réponse en élongation
z{f) de Voscillateur. Déquation différen-
tielle du mouvement de Afest :

.. Wy, £y
i+ -ﬁuw%zm »;ngcosmz.

> 1

B 2

B 3

B 4

Loscillateur harmonique n'est pas amorti
(Q— +o). La solution particulidre de
Péquation compléte est de la forme :

z2(f) = Z, cos{wi+p).
Déterminer la solution de cette équation.

sin

Sachant que lim (—f) =1, quelie est la |

w0
forme de la solution z{#) lorsque w est voi-
sin de g et lorsqu’on se place an démar-
rage des oscillations ?

Les atomes d’un cristal vibrent avec une
pulsation caractéristique @,. Selon le per-
sonnage de la Castafiore d'Hergé {dans la
bande dessinée Las bijoux de la Castafiord, un
verre de cristal peut &tre brisé par fa voix de
la centatrice. Doit-efle émettre une note bien
particulizre ? La durée pendant laquelie elle
maintient cette note a-t-elle une importance ?

Lloscillateur est amorti mais il posséde un
facteur de qualité @ trés élevé. Déterminer
Ia nouvelle solution z(#) lorsque © est tras
proche de v, et en supposant fe régime
sinusoidal établi. La structure est-elle encore
en danger ?

’ 167 _:
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—'j, Oscaflatlons forcées :.

_ ket de longuéur 3 vide 80, peutk
ghsser 0l axe‘(O H E?x) d’un pladi i hon—




Le systéme est le point M, son mouvement est émdié dans le référentiel terrestre supposé
galiléen R (07,2, %),

© Bilan des forces appliquées au point M
(i) & distance : iremﬂ o= B= mg, le poids du point matériel M
(i1} de contact :

F

ressort == A

=T , la tension du ressort ; |
ﬁsupwnﬂM =R=N+ ?,, la réaction du support;
?‘nmmem...u = ﬁ = Facoswt ?x, force d’excitation sinusoidale.

La modification de la longueur du ressort par rapport 2 a longueur d vide est £ - £, =
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La teasion ? clu ressort est

T = -k(AM - AMo) = ~kx3,

La réaction % du support sur M se décompose en: deux forces ;
(i) la véaction normale N qui équilibre fe poids 2 du mobile ;

(i} la force de frottement F)I tangentielle au support et qui Soppose au déplacement
du mobile.
Le systtme est non conservatif du fait de la présence de la force de frottement dissipa-
tive de l'énergie mécanique : Péquation différentielle du mouvement est obtenue par
application du principe fondamental de fa dynamique au point matériel M dans le réfe-
rentiel terrestre galiléen. :
La position de M est repérée par le seul paramétre x, le mouvement est 3 un degré de
liberté. Une seule équation suffit pour décrire le mouvement de Poscillateur.

* Expression vectorielle du principe fondamental de la dynamique
BrRBaT+F=BsN+BaTu P = mZ{Mm&).

Dans [z base (Z,, ?,, 2.}, le principe fondamental de fa dynamique s'écrit

¢ 0 £ x Facosmt i
ml oo [+ o~k oi-k o+ o =miQ
—g N o 0 0 0
D’oil les équations :
* projection sur 3, : mE+ hi+kx = Fycoswt {1
* projection sur 8, N = mg 2

(2) La réaction normale du support équilibre le poids, il 0y a pas de mouvement vertical de M

(1) Déquation différentielle du mouverment de Af qui a lieu selon 7, est:

Y S £y
Xt Xt —x = —coswi,
m m m

En adoptant le paramétrage indiqué, 'équation différentiele s'exprime sous la forme
canonique :

s, W, 2 F
x+—Q—(jx+wnx = ?zocoswt

Cette équation différentielle est du second ordre et & coefficients constants. Tlle est
linéaire car de la forme générale

d? d
cz"&“}"g*“la';*"'e"“f(”-

La solution particulitre de cette équation est stable car g, €1 et 6y sont positifs,
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¢ X, cos(mH— ) lesigie qui precede la phase EWD: origme @
avance’ou le rei:afd de phase de l’e!ongatwr{ x par rapport ES l"excatat;cn F

La soiutlon parttcuhére de Péquation différentielle est de la forme :
x() = X, cos(wi+ o)

Laphase 2 origine ¢ estPavance de phase de Pélongation par rapport 2 la force excitatrice
+81 @ > 0, xesten avance de phase par rapport 2 F;

+5i @ < 0, xesten retard de phase par rapport & £

Comme le systéme est linéaire et la réponse recherchée sinusoidale de pulsation w,
nous pouvons utiliser la notation complexe :

F(1) = Fyeior,

2(8) =X, ellotr9) = X eivelot = X, eivt
——
amplitde
complexe

Léquation différentielle devient P'équation complexe :

] 2 Fy
—wlg g gx = -;fe_*“",

Q

0wy g - Fy
(— w? +3~QT + m{,) X elveivt = —Eelf‘".

amplitede
complexe

Léguation aux amplitudes complexes est obtenue en simplifiant par elwt:

(.—w2+j%~9 +w§) X = %9-
“ ’1?1:‘
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On en déduit expression de 'amplitude complexe de Pélongation :

F, 4
- o
b3

Ky B e ¢ =2

- 2 s RHON 1

Ll R e ol e B
SO

17.2[
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{1} Lamplitude complexe de P'élongation estle rapport de deux nombres complexes :

Fy
map
Xm=XmeJ‘F=m= 20
- = lw%{-]—w—-
(n(?}' wOQ,
Le module de X estle rapport des modules
fo
mwﬁ

* Analyse du résultot : lamplitude des oscillations dépend de la pulsation o de la force
d’excitation.
{#) Uargument de X est la différence des arguments :

Fy ot ® w? W
= Al = ap o a2 Lo o =} = arg[ ] — — — s
? 8(&a) g(mmo} g( mg }‘”0 g( mg “’OQ)
—
0
tang = - @ 3
)
mOQ(i-J;)
Wy
sing =0

© Analyse du résultat : Vavance de phase des oscillations dépend de la pulsation de Ia
force d'excitation. Parce que sing < 0, son domaine de variation est ;

P& [~n 0}

Lélongation présente toujours un retard de phase par rapport 4 la force excitatrice.
Calculons la dérivée de tang par rapporta o:

2
d!amp 1 (1+i{g)
d 3

w (;)OQ( w)

3
@y

<0.

tang et donc ¢ sont des fonctions décroissantes de @ : il y a diminution de ¢ lors de
l'augmentation de la pulsation excitatrice ®. ‘
173 ¢
1
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i Deérivons cette expression par rapport & o

dD? dD _ 2 [ 1 o }
= 2D = S — =21~z
do de “’D 02 ( mg)

Lannulation de la dérivée est obtenue pour :

; Fy
(3 o = 0| lamplitude statique est alors | X, = —2 |,
=0 R

el . 2 H 1y.2

) 1-% = w2 = (1= g

i wg 2Q° ( 2Q2)

Cette seconde solution n’est acceptable que si @? > 0, e qui implique la condition sur 0
1
; 3 e
Q>

Dans ce cas, la pulsation de résonance en élongation est :lwy = w, /1 5?%% = wy

Lamplitude 2 ja résonance est obtenue en reportant wy dans Pexpression du module de
Pamplitude complexe

o o
o ok ) o
Ty e
wi) Tleg/ w720
Xmi\= Q’X“lo > X,

1
-
407
* Analyse physique : la fréquence de résonance et amplitide maximale des oscillations
dépendent du facteur de qualité et donc de I'amortissement.

174!
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rrient pas dans le régime forcé.

m TR ST

La courbe débute par une tangente horizontale quel que soit le facteur de qualité Q et
Parnplitude tend vers 0 lorsque @ tend vers Pinfini
lim X =0.

W — ko

2 Sig< %, il 'y a pas d’autre extremumn de la courbe, donc pas de résonance.

=5 Q> l, le point de départ & w = 0 de la courbe est un minimum, puis la courbe

2
présente un maximum 4 la pulsation wp = W, ’1 - i—é}; inférieure & la pulsation propre

de Voscillateur. Moins il y 2 d’amortissement, plus le facteur de qualité est grand et plus fa
pulsation de résonance se rapproche de la pulsation propre. Remarquons Paccroissement
considérable de U'amplitude lorsque la force appliquée A une pulsation proche de fa pulsa-
tion propre : c’est le phénoméne de réonance.

La figure qui suit présente la réponse en &longation de Poscillateur en fonction de la pul-
sation pour différentes valeurs du facteur de qualité.

Commentatres :

Q< —1-: le systeme effectue un filtrage o ;

2
passe-bas et, dans un large dornaine de fré-
quence inféreur 4 la pulsation propre,
reproduit fes particularités de la force.

. Q>w}_§: le systtme favorise dans sa

répons¢ des fréquences particuliéres pro-
ches de sa pulsation propre , il effectue un
filirage passe-bande.

urbe de réonance est fortemedf'p'fq
aine de fréquence pour lequel Famp

T Em 5
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Doscillatevr est faiblement amorti et > 1. La résonance a pratiquement Heu pour

W= g
1
MR = Oy 1_@2490.

Lamplitude maximale des oscillations est :

X, F,
XmR = _Q'_.__E‘_{_)___ = Q«‘Xmoa avec Xm() = "'ig
I- L My
402
Pour déterminer fa bande passante Aw = @y —@,, i faut déterminer les deux pulsations
X
wy et wy (g > w;) pour lesquelles : X, = -J%E
Résolvons I"équation suivante :
XmO = QXm(J

2 P J2
=y

Pour alléger Pécriture, notons x = o et €levons au carré 'égalité précédente :
o

1 ? L
To—————— B %—*’(i-—ltﬂ)z-i-(g) £ Q—é.

D’oit Péquation :
1 2
# H(l 2Q2)u +1 % 6.
Son discriminant réduit est :
132 2 i 1 1
L [ QL S i " I TN ORI

& :zQﬂ) (1 Q2) Q}‘-( +4Q2) oz

Les deux racines de 1'équation sont :
2 1

u2=(1—~é»§)+agi+é ot 'u?:(iwg%)—-éﬂ-

e

=

Ainsi ;
uzm(l-i-.-é) ===1+§i_2-‘ et uiw(l—é) -!—2»~»1-—Q:

En revenant aux pulsations :

w2-==(1 +§}Q)me et wlw(l—wé;é)mo

WH -
(=T

g Wy
Aw = 0y — 0y = ?2-’ = m -
Dans le cas de Poscillateur fajblement amorti, Pacuité de Ia résonance est le facteur de
qualité. Une résonance aigué comrespond & un facteur de qualité élevé. Le filtre passe
bande est d’autant plus sélectif autour de Ia pulsation propre w, que le factenr de qualité
est grand et que Pamortissement est faible.
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:. Pour tracer ir;rxqu"ae fa réﬂ‘p:o_nsé.e_n: phase' g
1 considérer le comporten mptotique de |

de Postillateur énj'ifon“ct:'pn. de o)
'oscillateur €n foretd :

AL

Revenons & amplitede complexe des oscillations :
Fy
3
mwy
@ .o
N T ey
mg J‘HOQ
* Comportement asymptotique aux basses pulsations : w << wy

1

Y
X, = Xmei@m—-—% = g = 0 (car X estréel).
mwy
Comme @ est une fonction décroissante de «, nous savons dés & présent qu'une aug-
mentation de la pulsation w s'accompagne d’une diminution de Ja phase .
» A la pulsation intermédiaire : o =
, F
X =X ei?m-jQly = % rad,
mag 2
© Comportement asymptotigue aux hautes pulsations : © > w,
. Fy
X, = Xmew”—m“’ 0 ¢ = -mrad.

Réponse en phase de oscillateur en fonction de o

= Analyse des courbes : ' ofrad) " w

(i) Pour les faibles fréquences d’excitation, Poscilla- 9 .

teur suit 1a force et épouse son mouvement, | e Gvhalion asymptotioue
i

(#} Pour les hautes fréquences, le mouvement et i

la force sont en opposition de phase. :

(i) Ala pulsation propre, excitation et élonga- -

tion sont en quadrature (¢ = —g rad). # Q=02

(in} Plus le facteur de qualité est Elevé et plus ¢ X a. i

varie rapidement amtour de la pulsation propre 1\ 2

w, des oscillations libres non amorties de : =6

Poscillateur, B o e o SR ST e

Léquation ® différ
Loscillateur étudi
phénoméne de ré
Le phénaméne po
défaut du systém
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: Le réferentlel terrestre @i (0 ex, %, ? ) est; :
: suppose galilden, = o
Une tnachine M est soumise, penda.nt son fcnc
ho:mement, & une force sinusoidale exmtatnce :
) _;;*(t) Fccoswt?
.‘.Ii est donc nécessaire de” piacer entre elle et e
son support ﬁxe dans le référentiel terrestre un
" systéme e suspension constitaé d'un réssort
Lidéal de raideur ket dun amortissewr de coeti
ment d’amomssement B qm exerce sur’ Ea ’
“machine la force de fremage il IR

amortis-

Le parametre_ zest Ie déplacement ‘de ta machine: compté & partir de's posx
absence dela force }? On P se

R du ressort en fcmctlon de sa Eongueur & vid Hor
champ de. pesanteur g

ire; fes expresszom cie V et de l’avance dephase ¢
sation w de LYexgitatenr; de'la pulsahon pmpre w{, et du factetir c{e.quah
 Poscillatenr. Quel estle domame de variation ¢ ?

5 A qaelle fréquenced liew la résonance dé vitesse et po I ueEIes valeirt:
teur de quahte Q7 Détermmer l’amphtude ma.xxmaie

La bande passante du filtre de'vitesse eit notée. A
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Le systéme est le point M, son moyvement est 8tudié dans le référentiel terrestre supposé
goliléen R (0 s 2, %%,

° Bilan des forces appliquées au point M
(i) adistance : Fryo g = B = m, le poidsdu point matériel M;
{77} de contact :

N
Fpssort o b = T , la. tension du ressort ;

R = f‘zf, la force de freinage de Vamortisseur ;

amortisseur = M T

7

excilateur — M = F (¢}, force sinusoidale.

La tension du ressort s'exprime de la fagon suivante

T = ~k{(AM - AM ) = ~k(€ ~£,)3,.

Le systéme est non conservatif du fait de la présence de la force de freinage dissipative de
Pénergie mécanique ; Ia condition d’équilibre et Péquation différentielle du mouvement
sort obtenues par application du principe fondamental de la dynamique au point matédel
M dans le référentiel terrestre galiléen.

La position de M est repérée par le seul paramétre z, le mouvement est & un degsé de
liberté. Une seule équation saffit pour décrire le mouvement de Poscillateur.

® Expression vectorielle du principe fondamental de la statique

B+f = 0.

La force F (¢) n'intervient pas car la machine n’est pas en fonctionnement, M est & Péquili-
bre, son accélération et sa vitesse sont nulles, a force de freinage proportionnelle 2 ia
vitesse n’apparait pas.
Projection suivant #,:

—mg~k(€g ~4{g) = 0 {1)

fé-;=eo”‘ﬂk’g

Iy a bien entendu un abaissernent de la machine.
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@ Expression vectorielle du principe fondamental de la dynamique
) ﬁ+?+ﬁf+f§(t) = mc'i’(Mms).
Projection suivant Z,:
~mg~k{£~8y)~hi+ Fycoswt = m3.
Oré = féq+ z, d'oir:

—mg - k(€ + 2~ Loy - hE+ Fycosot = mE
On retrouve 'équation (1) dans cette expression :
g k(€ o) - kg hi+ Fycoswt = mi
0
> S E+ zL—<‘_+ -IEz = ﬁ)cos(m.'
mm m '

En adoptant le paramétrage indiqué, Péquation différentielle s’exprime sous la forme :

. Wp, F
2+ -ng+w§z = -n-:-)COS(.!)t

Cette équation différentielie du second ordre et 4 coefficients constants est linéaire. La
solution est stable.

La solution particuliére de I'équation différentiefle est de la forme :

vt} = V,cos(wt+p,).
La phase 4 Porigine g, est Pavance de phase de la vitesse de M par rapport 2 la force
excitatrice.
Le systéme est linéaire et la réponse recherchée sinusoidale, nous pouvons utiliser la
notation complexe. Léquation différentielle du mouvement devient :

o Fy .
——{n25+1w»~£5_+m35 = ;fei“",

d’ol : 7
f.?e}m' o el
¢ = o o mag
- 2 2+.f90}0 1 w? +J1 w
@p - W2 + - tijm e
0 i 7] wg 0w,

18
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Comme w(£) = jmz(t), alors:

F 2
N=jo—2 et D=1-2 452
mws ol

Le module de ¥, estle rapport des modules

F
m—~°2
mg

=R

jo 2o oo .9l
2 2

: V. =V el% o med _ ming wp Q%

; T gyle ggylen o Llo

: ol Jan we Qg mg Dy

182
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Lexistence d’'un maximum de la fonction ¥ {w) constitue la résonance de vitesse. En

muitipliant numérateur et dénominateur par & som expression devient :

2
Le dénominateur est minimal st (% - »5},3) = 0. Autrement dit, pour @ =

@
Aucune condition relative au facteur de qualité { n'est intervenue dans ce calcual.

5 - Oscillations forcdes




srTpad st v s

Reprenons les expressions de ¥V, et tan g, obtenues 3 la question 4.

Calculons tout d’abord la dérivée de tan o, par rapporta w:

dta 2
dteng,. _&Q(Hw

. ) <0 = ¢, estune fonction décroissante de w.
da a mo

* Comportement asymplotique aux basses fulsations : © <<a,
+ V., tend vers ¥

* tang, tend vers o et donc @, tend vers +g-

* A la pulsation de résonance : o = w©,

. F
* Vi estmaximale 1 V| .. = n%_w‘; ;
* tang, = 0 donc g, = 0. .
° Comproriement asymplotique aux hautes pulsations @ o >y ' (

* Vi tend vers 0
+ tanp, tend vers —« et donc @, tend vers —g-

Comportement fréquentiel de la vitesse de P'oscillatenr pour différentes valeurs du fac-
teur de qualité :

Vm
QF,
o
Q=8
Qe
Q=3

G = 04

§ S e Y gy

184’
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conservarons queé Jes racines posit

Pour déterminer les pulsations ®; et w, définissant la bande passante Aw = wy - ©,
résolvons I’égalité : :

o 20
Vmax QFO mmg QFG
V:n s = = .
2 Lmay (1 w2)2 (E u})2 2w,
Quy

Aprés simplification, (—Q%; ) ? . (1 - (n_z) 2.

L]
I¥od la double équation du second degré :

2
Le discriminant est positif A = 1 +4 = 3—{1 +40%,
P 3

@
: w I
Les quatre racines sont o m(xl =41+ 4Q2).

]

Les seules racines positives sont :

2 2Q( L+ /17400 et :)—’E Q-EQ(1+A!1+4Q2)

On en déduit acuité de la résonance :

Oy (09
Gy A
2 1

La relation obtenue est identique & Pacuité de la résonance d’élongation. Il s"agit d'une
relation stricte alors que, dans le cas de la résonance d’élongation, il s'agit d'une relation ‘
approchée limitée aux faibles amortissements {Q =>1). ;
= 185 -
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' force F. appliquée 3u matérie
%) €t définfe relativement ¢
Wy

peut effectuer une représentation

La puissance instantanée fournie par la force excitatrice et reque par la machine A est :
®, = Fi= Focoswt

K]

Connaissant a formule trigonométrigue,
puissance instantanée peut encore s'écrire :

? -v?,;}m Fyucos(wi) = Fyl, cos{wt)cos(wt +g,)

cosacosd = é[cos(a ~ by +cos{a+ B}, la

1

? =5

FoV ulcosg, + cos{2wt + ¢,)]

La valeur moyenne de cette puissance est :

(P, = %Fon{cosrpv-z- {cos(2wt+ 0] = %FUVmcosq;v,

car la valeur moyenne temporelle {cos(2wt+ @)} est nulle.

Pour déterminer ¥, cosqp,, revenons a lexpression de l'amplitude complexe de la

vitesse !
i F_O. ™ -FG 1m9.?_u£,ﬁ'i lm_F__" w.___FO 1_"’__.2
J 3 J 3 PR Yo T B S 2 3
V. = ity _ mU}{) Wy mwy m sy CUG
- 2 il w? 1w 0?1 o wh? /1 @2
-2 452 2 - —+js— i b Y P} ${z
ol N W B, wi “Qwg ( wg) (Q,‘”u)
Ainst :
102 F, o F, (I—wﬁ—ﬁ)
) @ ol 2 9]
Vi = Vpel® =V _cosp, + iV, sing, = b 5+ o' bl
-» R T )
@) Qep wi Qg
1925,
2 maw
Vacosg, = pore D.; PeY
Foomr ) rfom —
, (}.wfa)?
Yol : (%, =£———Q‘F0 Qo
B R
mg 2wy

186| .
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La puissance instantanée fournie par ia force de freinage j‘}} et regue par la machine M
est:

Py }7‘5‘3 = —hp? = —hV % cos? (wi+ @)

Cette puissance est négative, sa valeur moyenne temporelle est :

(P = - —W%n

B3]

car {cos? (2wi+q,)) =

m iy img
Or k= dot (% —-—————V2 .
Q. ( [) Q, m

En remplagant ¥, dans cette expression par :

H vient :

On constate que : {P,) + {(F) =

Faisons un schéma pour bien comprendre les transferts de puissances sur une période.
Le systéme adopté est la machine, la puissance qu’elle recoit est comptée positivement
et, inversement, la puissance qu'elle céde i 'extérieur est comptée négativement {nous
adoptons ici Ia convention dite « égoiste » de la thermodynamique)

Le poids de M et la tension exercée par le ressort sur M sont des forees consérvatives. Sur
une période, la machine revient 3 son état initial et ne reoit de [a part de la Terre ot du
ressort aucune puissance : elle est reque sur une demi-période puis restituée  la suivante.

187 ¢
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La puissance moyenne transmise par Poscillateur 2 la machine est entirement dissipée
sous forme de chaleur dans Vamortisseur.

~-{%)

Liénergie perdue par les frofternents est ainsi compensée par la force d’entretien des
oscillations exercées par Pexcitateur.

9 La pulsation de résonance est ainsi la pulsation pour laquelle la puissance moyenne
" transmise par Vexcitateur 3 Poscillateur est maximale.
Ecrivons {P,} autrement :

i 2 2
@) = 1Y (giag) x(%ﬁ) _10F; i _
T fmo w?y? w\? T 2mayl ., 10 Z
(-5 ) (B T2(3-2) +]

La puissance moyenne transmise est maximale lorsque le dénominateur de son expres-
ston est minimal, il faut pour cela que :

@ @

8

w Oy
1a pulsation de résonance de la puissance est la pulsation propre des oscillations libres

non amorties de Poscillatenr.
OJR = (Dﬂ

La résonance a lieu quel que soit le facteur de qualité de oscillateur.
Lo puissance maximale transmise de Pexcitatewr & Poscillateur est obtenue en rempla-
¢ant @ par wy dans (P, ): ;

<@E)max

2
_1@F, y s .
(@e>maxm§m--——% &ou, (@e> B

En observant que Bmo(@e) =0et lm (%) =0, le tracé de Ja courbe de variation de
(Gl L w00

{®,) en fonction de w est le suivant :

{%) \ransfert de
puiseance dlevée
S B :
Q=4
Qn2
ransfert deo translart de
putssance puissance .
faible faible
* *
1 Q=05
b 0 tg w

188’ -
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Un oscillateur de factevr de qualité faible est trés ameorti, il capte Pénergie fournie par
Pexcitateur & n'importe quelle fréquence, mais énergie captée reste faible : les oscilla-
tions forcées sont de faible amplitude, fa résomance est flove.

Un oscillatenr de facteur de qualité élevé est peu amorti, il ne capte Iénergie fournie par
Poscillateur qu'a une fréquence égale 2 sa fréquence propre ! le transfert d’énergie est
alors trés important et Ioscillateur entre en résonance aigué.

10 Déterminons les pulsations 3 mi-puissance, elles seront obtenues par résolution

d'une double équation: du second degré
(P, ) ina - {Pe ) max W o _ 1 oyt lrey gLy
[Qz(“t;‘gg)g*l} 7 "% y ) et (mo) iQ(mo)

Cette double équation est identique 4 la double équation obtenue lors de l'étude de la
résonance de la réponse en vitesse de Poscillateur. Les solutions seront donc les mémes :

2= gl 1o ) @ 2= (14 TR,

Acuité de fa résonance :

Wy Wy
Wy w@®y

Clest une égalité stricte. La bande passante & mi-puissance est la bande passante du filtre
de vitesse :

1,0 3
(@) = 54, Ve et (B, = hf/’,m

A mi-puissance :

L) (Ve

2 Pdas Wi
La bande passante est définie pour :
@, V.
(P Mw) = uﬂ_‘ff et V(o) = -Z&

R
Ceci explique le facteur —z N/“ quifntervient lors de la détermination des bandes passantes

dans les cas de résonance d'élongation ou de vitesse, il correspond & un transfert de puis-
sance au moins égal 3 la moitié de la puissance raximale transmissible,

} 11 Déterminons le niveau de puissance maximal :

Loyl dB) = IOlog( i@%‘%@)‘

j 189
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Le niveau de puissance & mi-puissance, ¢’est-3-dire aux pulsations ©, et w, est:

(@Ch/ﬂ : (@e)mm
Lp({dB) = iOlng(-——gTé-—) = wiog(_g_@o_)
@
= 1010g( (—@)Tmﬁ‘) - 10l0g2 = Ly (4B )~ 3(dB).

0,3
It s’agit de la bande passante 2 -3 dB :I Lyp(d B} = Ly, (d B} - 3{d B}

3 12 Lorsque Toscillateur est peu amorti, son énergie mécanique au cours d'une période
est quasi constante et égale & :

En effet :
v(t) = V_cos{wt+qp,).

Lorsque la vitesse est maximale (+¥,}, Pénergie potentielle est nulle et I'énergie méca-

nique est sous forme d’énergie cinétique.

La puissance moyenne dissipée étant :

_ 1egm

B\ o dppr? . 1@ g
(g‘e)"'gth"g QVma

Pénergie dissipée pendant la période Ty est : )

Tyw
88, = €)= 814 7)) = To(9,) = -0y = s

a
3
o

En effectuant le rapport, on obtient :

€ _ O 0. 8
R, " T Q=2
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= Corrigés p. 197
Le microphone électrostatique

Un modéle simplifié du microphone électrostatique
4 pression est représenté sur le schéma ci-dessous

i)
X Oﬂ\"-Qsonﬂfa
N oz
3 3
M O
ie]
fixe § mobile
“ 1} W

)
Une capsule (C) contenant de Pair est refermée sur
une membrane (M) de masse m et de surface S qui
constitue I'armature d’un condensateur dont 'autre
arreature (A) est fixe. Le circuit électrique extériear
relié & ce condensateur ne figure pas sur le schéma.
La membrane (M), assimnilée & un point matériel,
est susceptible de se translater le long de Paxe de
symétrie {0 ; 2,) du systtme. Sa position est repé-
rée per la distance x qui la sépare de Parmature {4)
choisie comme origine des abscisses.
Le microphone est au repos et la distance entre les
armatures du condensateur est x,. Lorsque
Parmature (M) est déplacée de cette position, elle
est soumise 4 : .
{#) une force de rappel T, Pétasticité de la mem-
brane et la compressibilité de Pair contenu dans la
capsule sont modélisées par un ressort idéal de rai-
deur k;
(#) une force de frottement fluide }-;r modélisant
le frottement de Pair :

Bo= -hid,

1. Latmature (M) n'est soumise A aucune onde
sonore. On charge le condensateur en observant
que (M) se rapproche de (4) et que Ia distance

entre les armatures prend la valeur d’équilibre x,,.

Montrer qué la membrane est pécessairemnent sou-
mise 4 une force d’origine éiectrostatique !

?ﬂ = Fo?x.

2. La membrane mobile est maintenant excitée
par une onde sonore qui exerce sur efle une sur-
pression p{t) = P_cos{wt).

En supposant que la force électrostatique }?9
conserve sa valeur statique, établir Péquation diffé-
rextielle satisfaite par x{¢).

3. En définissant Iécart X & la position d’équilibre
%y par X = x-xy,, montrer que A(#) satisfait
Péquation différentielle :

@y
2

Déterminer wy, { et F, en fonctiondem, & A, §

X4 DX 0pX = —-Emcosmt.

et P, Que représentent ces grandeurs ?

4. Le régime est sinusoidal établi de pulsation w.
La solution recherchée est de la forme :

X(2) = X cos(wt~g).

Déterminer amplitude complexe X de Xen
fonction de w, wy, @ F,, et m.

5. Données : Les paramétres mécaniques du micro-
phone sont

m= 2-10%%kg; k= 04kg s,

k= 5-10*N.-m-.

Justifier la présence d’une résonance d'élongation
pour la membrane du microphone. Pour quelle
valeur wp de la pulsation d'excitation a-t-elle
lien ? Caleuler numériquernent la fréquence Ny
de résonance et comparer au domaine de fré.
quence audible qui #’étend approximativement de
20 Hz a 20 000 Hz. Cet effet de résonance vous
semble-+-il devoir &tre recherché ?

> Corrigis p, 198
Stabilisation d'une machine
Le référentiel terrestre GJLB{O ;8 E?J,, ?z) est sup-
posé galiléen.
Une machine M de masse m est relie 3 un support
vertical par un ressort idéal, de longueur 3 vide £,
et de constante de raideur £ Aw cours du fonction-
nement de A le support se met en vibration et
teansmnet 3 Uextrémité 4 du ressort un mouvement
sinuscidal d'amalitude constante X, et de pulsa-
Hon w !

—

dod = X sinod, = z {07,

191 ;
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M{m)

k M
»
3
7

Poxn

O X

)

La machine M assimilée & un point matériel glisse
sans frottement sur Faxe {0 ; 2,), elle est repérée par
P'abscisse x 3 partir de sa position d'équilibre situde 3
Porigine Olorsque la machine ne fonctionne pas.

p
On posera wy = -~ et on supposera que 0 » Wy.

1. Déterminer la réponse en élongation x{s) de
Poscillateur lorsque le régime est sinusoidal établi,
Tracer Pévolution de Pamplitude de x(¢) en fonc-
tion de ®. Que se passe-t-il lorsque la pulsation
d'excitation est proche de ®, ? Commenter le réa-
lisme de ce résultat.

2. Un second oscillateur de masse m, réglable est
relié au premier oscillateur par un ressort tdéal de
fongueur & vide €, et de raideur &) conformeé-
ment au schéma ci-dessous :

cﬂ E cl
:

Montrer que forsque Ja machine est en fonctionne-
ment et pour un méme déplacement sinusoidal du
support, un bon choix de la masse m; permet
d'anmuler les vibrations de M La machine reste alors
fixe dans le référentie] terrestre et x=0 3 lout instant.

)

La couieur bleue du ciel

= Corrigds p. 199

Le référentiel terrestre R (0 . ?,, 7,) est sup-
Egsé galiléen.

modéle de I'électron élastiquement lié proposé
par Thomson présente les électrons de la couche

|
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externe d'un atome comme des oscillateurs harmo-
niques gxcités par une onde lumnineuse provenant
du Soleil. Celle-ci est caractérisée par un champ
électrique sinusoidal de pulsation © de ka forme :

E = Eycos{wt)é, = Eccos(mt),

Chaque électron M, de masse m et de charge
g = e, est supposé élastiquemnent ¢ au noyau
de "atome situé & Porigine O, II est ainsi soumis a
une force de rappel comparable & celle d’un res-
sort de raideur £

}42 =y
L(2) = —kOM (1)

——y :

OM = 22, +y2, + 22,
Le noyan est supposé fixe dans le référentiel ter-
restre car beancoup plus lourd que P'électron.
Lors de son mouvement, I'slectron rayonne une
énergie électromagnétique prélevée sur son éner-
gie mécanique. Cet amortissernent du déplace-

ment de U'électron se traduit par une force de
freinage de type visquewx :

B(0) = -h3(M,).

A TPéchelle atomique, le poids de I'électron est
négligeable devant la force électrique excitatrice :

) = gBloy.

Loscillateur harmonique est caractérisé par le c;c.)u-
ple (Q; w;). Onpose : '

L]
wg:ietmg;..}i.
m @ m

L. Montrer que lorsque le régime est sinusoidal éta-
bH, le mouvement de Pélectron, qui obéit aux lois de
Ie mécanigue classique, 2 liew selon Iaxe (0} 2,).
2. Ecrire 'équation différentielle dn mouvement
de A dont x(¢) est solution. La normaliser.

3. Ftablir Pexpression de amplitude complexe
de Islongation : X, = X ef*. Déterminer son
amplitude X, et son avance de phase @ par rap-
port au champ électrique excitateur. Quel est le
domaine de variation de @ ?

4. La lumiére provenant du Soleil est composée de
radiations dont le spectre visible gétale dans un
domaine de longueurs donde allant de
Mgten = 0,4 pimt & Mowge = 0.8 pm

Déterminer le domaine ces pulsations w du champ
électrique 1‘.',2(2} supposé d'amplitade constante.




En déduire une expression simplifiée du vecteur

o
position OM (¢) de Pélectron en fonction de ) ,
e, M, g, wet

5. Sachant qu’un électron accéléré rayonne dans
toutes les directions une puissance lumineuse
moyenne (@ } proportionnelle au carré de Fampli-
tude de son accéiération, expliquer pourquoi la
couleur du ciel est bleue,

Donnédes :

sm=91.10%ka; &= 1,6.10¥C,
k=102 kg5t k=3500N m*t

« Célérité de fa lumitre dams le vide {ou dans
Pair): ¢ = 3. 10%m . gL

1t

RS E A

» Corrigés p. 201

Véhicule en mouvement
sur un sol ondulé

La suspension d’un véhicule autornobile est assurée
par quatre systemes identiques indépendants montés
entre le chrssis du véhicule et chaque arbre de roue.

Chaque systdme est de rnasse négligeable et se
décompose de la fagon suivante

* un ressort de constante de raideur

EF=1L8 10 N-m! et de longuewr & vide L;
qui permet d’absorber efficacement les frrégulari-
tés de la route,

= un armortisseur & ressort, exercant une force de frot-
temnent de type visqueux et de coefficient damortis-
sement £ = 1 660 N - m-! -3 qui assure le freinage
des oscillations et permet de contrdler les phénomé-
nes de résonance dés letr apparition.

base du chassis ——a

Le référentie! terrestre 91, 1ié au sol est supposé
galiléen, I'espace est rapporté & un systéme d'axes

{(0x),(Oy), (02)} auquel est associée la base
orthonormée directe (7., 37, [AN

Le comportement du véhicule est étadié dans le cas
ot il contiendrait quatre passagers de méme masse
m = 70 kg La masse My = 1220 kg du chassis
et fa masse des passagers sont également réparties
sur les quatre systémes ressort-amortisseur de sorte
qu'ils ont des comportements identiques : le plan
du chiissis reste horizontal quel que soit le mouve-
ment. Les pneus de rayon extérienr R et de centre
€ sont considérés comme entidrement rigides et
ninterviennent jarnais dans cette étude.

Un amortisseur placé entre C et un point quelcon-
que Pdu chissis exerce sur P ure force de frotte-
ment fluide proportionnelle a la vitesse relative de
Pparrapport & C:

Fuyy = ~HaP) - 2O,

"ot 2 P) et ) sont les composantes respectives

suivant 7, des vecteurs vitesses associés A n'iraporte

quel point Pdu chissis et au centre Cde la roue.

Pour obtenir des expressions simplifiées on posera. :
i_ 24 s 4k

M= My+4m; = W R gy

1. Le véhiicule est immobile sur un sol horizontal.

Exprimer la longueur L, des ressorts & 'équilibre

et la garde au sol z; du véhicule {distance entre la

base du chassis et le sof choisie égale & 20 cm).

2. Le véhicule se déplace & vitesse constante Vsur
une route accidentée présentant une série de bos-
ses régulidrement espacées. La distance entre deux
bosses successives est de 8 m et leur hauteur de
5 cm.

Llérde g'effectue dans un référentiel ®' animé d'un
mouvement de translation rectiligne uniforme de
par rapport au référentiel i au sof 9.
La base orthonormée dirscte (7, ?}, ?’z} est associée
3 R et, dans ce référentiel, le mouvement du chés-
sis reste un mouvernent de translation vertical.

Le déplacement du véhicule seffectue en ligne
drotte suivant Paxe horizontal (¢ ; ¢,). Londulation
de la route est assimilée & une sinusoide de période
spatiale A = 8m et damplinde E, = Sem
décrite par la fonction :

vitesse

E(x) = B, COS(?T&%) .

193
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base du ChASSIS s

1.2 base du chéssis et la position du centre Cde la
roue sont repérées par lewrs cotes respectives z{x}
et R+ E(x) par rapport 2 la ligne moyenne de
Pondulation excitatrice £(x} prise comme cote de
référence horizontale nulle.

Afin de simplifier le raisonnement, le rayon R de
la roue sera supposé suffisamment faible pour que
son contact en 4 avec le sol soit considéré a Falti-
tude £(x}.

Exprimer évolution temporelle de Pexcitation de
la suspension E(¢£) et déterminer sa pulsation w en
fonction de la vitesse V'du véhicule et de la période
spatiale A.

3. En observant que le point de contact 4 est animé
d’'un mouvement de translation vertical dans le réfé-
rentiel d'étude W', déterminer les forces exercées
par les ressorts et les amortissewrs sur le chissis.

4. Btablir P'é équation différentielle vérifiée par z(¢)
en faisant apparaitre dans un second membre les
termes d'excitation £(2) et E(£).

La fonction Z(¢} = 2(¢) ~ 2z, déerit les oscillations
de la base du chissis par rapport & sa position
d'équilibre zp. Quelle est l’equatlo:: différentielle
vérifiée par. Z(£) ? )

5. En régime permanent le mouvement de Ia base
du chassis est sinusoidal forcé et de méme pulsa-

Mécanique PCEY, MPSI, PTS o Suhan, Clesse pripe

tion © que I'excitation E(f). On pousra utiliser ia
notation complexe {j2 = -1):

* excitation due a l'ondulation E(f) = E,elet;

» réponse du chassis Z(f) = dellwitg),

Donner I'expression de la fonction de transfert de

3&5“('\}

loscillateur H{jw) =

6. Tracer la courbe de répense en amplitude 4 de
la caisse en fonction de w. Montrer que ceite
courbe passe par un maximue pour une pulsation
tp que vous préciserez. Quelle est Iarnplitude
des oscillations de la caisse & cette pulsation ?
Quel est le comportement du véhicule dans les
trofs cas suivants | 0 << wg, © > wg et v = wp.
A quelles vitesses ne faudrait-t-l surtout pas rouler
sur ce sol ondulé ?

Pour liustrer votre réponse, voici un extrait de
dialogue tiré du film « Le salaire de fa peur » de
Henri Georges Clouzot (1953). Deux hommes
transportent 2 larvigre de leuwr camion une
grande quantit? d'une substance trés instable, la
nitroglycérine et arrivent sur une portion de
route accidentée constituée de « tole ondulée »
que P'on peut assimiler an modéle de profil de
route adopté dans cette question N
- Cest de ln mawvaise route, c'est le vent qui fait ga,
il vide les chemins comme une vieille pomme, co féit
wibrer les chdssis & tout démolir.

~ La nitro, elle va sauter...

- Pas si tu fonces, & 40 miles tu voles sur les bosses,
tu ne sens rien. Seulement, il faut gavder lg vitesse.
Au-dessous de 30 miles, tu vibres ot cest find...

~ On peut faire ca au ralents,

~ Tit vibreras mon vicwx, c'est de Pondulation serrée,
pour garder de lo sécurité Ul ne faudrait pas dépasser
& miles,

H est sous entendu que les vitesses sont expri-
mées en mph (miles-k™); précisons que
I mile = 1 669 m.




g T Réponse b. car :
a. 5:'+eo§x = 0, régime lbre d’un oscilateur hasr-
mosique non amort ;

harmonique amort] ;
. Wy, 2 F, it <
C E+—itugx = ——i—‘fcosmt, régime forcé d’un

osciliatewr harmonique amort ;

Z Réponse a.
Faisons un tableau récapitulaif ;

régime régime

apériodique | pseudo-péredique
pas de résonance résonance
d'élongation délongation

0,6

Un facteur de qualité Q= 0,6 correspond % ua
régime transitoire pseudo-périodique sans présence
de résonance d'élongation si Ie régime est forcé.

3 Réponse d. La notation complexe ne s'applique
qu'aex équations différentielies linéaires i coeffi-
cients constanis dans le cas du régime sinusoidal
forcé :

a. Faux, car régime non sinuscidal.

b. Fauwx, car équation différentielle non linéaire.

" W - ) . v
b. x+_€-'x+(ugx = {, régime libre d'un oscillateur 1

¢. Fauy, car la notation complexe peut permetire de
déterminer la solution particulizre mais la présence
du coefficient négatif de & ne permet pas & une soln-
tion particulitre stable de s'&tablir lorsque #—» +e.

ext

R T
X4 wgn = w;;zwcosc}!,

Q

2

—
couficient
ngadl

4 Réponsed. La pulsation de résonance délongation
d'un osciliateur harmonique amort en régime sinusct-
dal forcé est :

f i
g = 1-—-2—@

8 Pour diminuer lamplitude & la résonance, il faut
augmenter les frotternents : le facteur de qualité est
alors faible et la résonance « floue » (inversement, 3
un amortisserment faible correspondent un facteur de
qualité élevé et une résonance « aigus »).

= (0.

& On ne doit pas utiliser la notation complexe pour
représenter une pulssance car elle est définie par un
produit scalaire, ce n'est pas une opération linéaire :

PP} = By

7 Réponse . Analogie éleciromécanique :

h - R
m - L
tmﬂ}c—r 'C:é
e " A * R

1 Le systtme est Pobjet ponctuel ¥, son mouve
ment est étudié dans le référentiel terrestre galiléen.
Le systéme n'est pas amordi, Péquation du mouve-
ment s"écrit :

50w, o Fa

E+wpz = —coswl.

m

Déterminons la solution de cette équation ;
~ La solution générale de P'équation homogéne est

Ené»mgzﬂ w Qup 2w Acos(wgé+ ).

+ La solution particulidgre de cette équation linéaire en
régime sinusoidal permanent est obtenue en utilisant
la notation complexe :

; B
—o0’gpt wizy = 'ﬂ‘fejm
f o
= g, = zm elot = 2m [cos{we) +jsin{we}]
wg - Wy -~ w?

Seule la partie réelle a une réalité physique.




F
m

#p(t) = Refzpld}] = ——— cos(it).

wy - o7
La solution générale de cette équation est

28y = () + 5(2)

£

m

)
wg -~ ?

1 fant prendre en compte les conditions initiales,
pour cela nous avons besoin de la dérivée -

= Acos(wgi+ @)+

cos(mi).

5
1) = —wpdsin(wyd+ @)+ a T 7 sin(w ).
@2~ uy
Fy
z(0) = Acosy + ,,m = {
wp ~ w?
D) = —ogdsing = O
By
EE R gm—é et @ = 0.
Wy~ W
La réponse en &longation de l'oscitlateur et ainsi :
£
n
) = — [eos(@t)~ cos{wyt)]
g~ 0¥

Avec la relation trigonométrique :

cosa— cosh = —-25in(f—r—b) sin(

2

la solution peut $'écrire
5

2 = 2(02?{”% sin[(m ;wo) 6] sin[(m ;m") t]

o encore &

5

i) = 2{.:;1 — mg;?w o sin[({u —20.\9) t] sm[(w ;wa) !]

@ £ Lovsque o =wy:

#2)

5 -

m—e---—-lw-wsin[( 0) t]sin(mul).
wpm(w - wg) 2

Pour fzire intervenir -s-i-—:i‘ :

1 wMFgw , sin[(w —2Cl)u) l]

z{f) = g wgm [(‘”-wo) t]
2

sin(twg!)

En se plagant au début des oscillations pour que le
produit (o~ wg) ¢ reste faible ;

E,
lim #(¢) = % ;n:g; tsin{wgt)

& =y

1R
z(t)miﬁzsm(mut)

Les oscillations croissent en amplitude au cotrs du
temps mettant en danger la structure, ¥l est impostant -
de noter que Fon sort du cadre du modéle adopté,
celui-ci n'est valable que pour de petites osciflations.
La force en ~kz est une approximation, elle n'est
valable pour de faibles oscillations.

3 Les atomes du cristal sont de petits oscillateurs qui
vibrent lorsqu'fls sont soumds & une excitation exté-
rieure. Chuand ils sont sollicités 4 teur pulsation propre,
ils entrent en résonance : i faut done une fréquence
particuliére d’excitation. Lamplitude est au démarrage
proportionnelle au termps, it faut maintenir la note suf-
fisamment longtemps pour augmenter jusqu’a la rup-
ture I'amplitade des oscillations des atomes du cristal,

4 Equation du mouvement de i torsque V'oscilia-
teur est amort :

5, O F
Fr=Lirubze = coswi
e m .
|
Utilisons Iz notation complexe en régime permanent
sinusoidal : 2 I'élongation zassocions le signal analy-
tgue z.
z(t} = Zpcos{wit @) = z(1) = Z_elof
avec Z = Z_ el
il
amplitude
complexe
5 5
t) = —coswm! w e e,
J) = Zeosat= fi1) » e
p est Favance de phase de Pélongation par rapport 2
Pexcitation.
Eléquation du mouvement devient :

: 5
z]:wg - o +j8£°9} = ;ﬂ i

Lorsque o ~w,, alors:

. F
Zp = Eped® e =] Q,—02
mag

anique PCST, MPSI, PTSE -5 s, Cine i




Fy 4E
Ansi Zjeiv = Qrtie 2,

Ampiitude et avance cle phase sont :
¥y @
=0— &t g = -%-
(1} Q‘mmg 2
En remplagant dans Pexpression de z(£}, ona:
5y =
#Ht) = Q—T cos (m(,t- L_?)'

Finalement !

) = QR sin(@qt)

Lamplitude des oscillations est indépendante de 2.
Lorsque « est tés proche de wy, Pamplitude de
Posciliagion est multipliée d'un facteur Q par rapport &
Pamplitude statique {réponse & tras faible fréquence}

d’un facteur £, Voici quelques exemples de facteurs
de qualité :

250 ~ 1 400

Terre (pous les trémblements da Terre)!

16?

Hog

10%2

11 faut ainst s'attendre A de trés fortes agnauons dela

struchure.

Tes caleuls ont &té effectués dans le cadre de
Papproximation harmonique ; ils ne sont valables que
pour de faibles cscillations, Or nous sortons de ce
cadre 3 la résonance.
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4. Déquation différentielle du mouvement de la mem-
brane est linéaire et le régime sinusoidal permanent, la
notation complexe fait intervenir les grandeurs analyti-
ques suivantes :

v X)) m X cos(wi-q)
- X(t) = X, eltwi=e) = X oiut
avec X, = X.ei
i}
amplitude
complexe
v cos{wi) = glnd,
L'équation différentielle devient :
ww, ) . .
—0;2£n61u14+j_f—’&nelu’r+ (u%_.{fmel"” = E’“ pjwi
' F,
X1~ | = 2R
£ (1-Geig] = -0
Dot I'expression de I'amplinede complexe
Fm
e
Xy= g s Kyt
- e
ws o

AN Q 25,

. La puisatzun propre de l’asmllateur a pour valeu:
o coo = 50 000 rad S”‘

Co me > ——,
| Comme 2 B

o _resonance a Iteu pour:

e 1.
mR=.§ng “"_Z_Q_?

il ya résonante d‘elonga:

AN NR~7632Hz

Cette valeiir est au mzheu du domame audzble < est un
effet recherché car le microphose dott ¥ avoir une B

bonne réponse.

Remarquons que Pécart enitre Ta frequence dé ri resonance
et la fréquence propre n'est que de 4 % pour un facteux .

de qualité de 2,5. Iy
En considérant que My = N = 7 957 Hz, Ia bande pas-' :
sante est ; AN Mo _ g 183Fz

g

| Mécanique PCSL, MBSE, PTS . o tahos, Gl

s 7Ea forme

} 2 1. Le systeme étudié dans le raférentiel terrestre galj-
léen est la machine M,
Le bitan des forces appliquées & Mest :
(i) le poids 13) de [a machine, force conservative |

— ———

(i) La tension du ressort : P K AM - 4,M,), force
conservative ;
(i) la réaction du support horizontal : j\g force qui ne
travaille pas.
Le systéme est conservatif en 'absence de frottement et
a un degré de liberté puisque le mouvement a lieu selon

Taxe (0; 2.
Contentons-nous d'écrire le principe fondamental de la

dyramique selon cet axe aprés avoir explicité Ia tension T
du ressort {la réaction du support compense le poids de M) :

P =AM - AMy) = -K(Ey- £+ 2) - 63,
' L CRENTA

_k(x _x,) = mE, soit ¥+

#

k L
il

‘ D'oﬁ l’equa.tton du mouvement de M

E+ mgx wudem(mt)

) L’ quauon dxfférent:elle est linaire et Jo rég:me siritisoi-
dad permanent, cherchons la solution harmeonigue sous,

: HE) = J;;,,cos((unq;)
'_ En natanon comp[exe H

- x(t} = X el avec X }i;‘elq'

:“.‘ B X,,sm(wt) = X‘cos(wt-—ﬁ -

o I,Zequa:tzon d;ffereutzelle devient aigehnque B
fmz] *
EX ej(m ﬁ)

&4 —_XAe

Ciits el = o

"(1_2{;)5 X,tr:](emB E
wo

Re[x(t H

' .x(;)

x(e) =

1~

2

sin{@#)

* 8i 6 < wy, excitateur et oscillateur sont en phé.se H
«8i w3 wy, excitateur et oscillateur sont en opposﬂmn
de pha.se. :




de © estla suivante @
X, )
i ; arrondissement
!’ 1 o aux forcas
/ 1 de frollsment
|
P
1
H
H
Xy b
H
i
: k -

Q aly ! L]
Lamplirsde diverge lorsque w —wy. Ce résultat est
s absurde et incompatible avec le modéle linéaire adopté,
restreint awx faibles oscillations. H y a nécessaitement des

. sinage de w,.

~vwiemment il faut « Stouffer » ces wbrahons

ant ajouter ka tension exercée par Ie seconé resscnt
T k(MM - MQHME,)
by [ (£ + 2y = x)+€,]ex
k{x ~ x)?x. : :

? devient :

: ~k{x- :c',,)+;(:(:f:l ) = mi
Chmmssons maintenant A, pour systéme :
La seule force orientée sur I'axe (0 3) est Ia tensmn
‘exercée sur M par Ie second ressort :

Ty = —k (MM, - Moy = - =k (xj-x)z?

“vant 7, donne : )
k- x) = mliEi.-
Si Pélongation x reste constante et nulle, les &gpations
( ) et {2} deviennent : .

: kxg+ kix = G (1)
—kyxy m omEL 9]

phase par rapport aux vibrations du support
3

x o= ——k—xA = ——'EXﬂsinmz.

On peut jover sur le rapport }w pour c[umnuer l’amph:

tu(ie des vibrations du second ressort.

" La courbe d'évolution de Pamplizzde de 3 en fonction

2. Au bilan des forces apphquees a M it it mamte»..r

)

Le principe fondamental appliqué 3 Mi et prolete sm—l

@

forces de frottement qui « arrondissent » la cou.rbe au voi-

A faible amortissement, pour o pmche de mg, les pheno—
“ménes de résonance engendrent une trés forte amplitode .
"des vibrations de la machine au risqie de la destabxhser .

: Explzmtons lep prmape dans la base’ (? ¢

“Le principe fondamental apphque 3 M et pm]ete smva.nt '

{1’} la vibration de la masse m)- est en opposition de -

- que & Pélectron dans le référentiel terreswe galdeen én:

%

Injectons cette sclution dans I'équation (27} :
k‘k x4ty = ml;:wix,*(.!)

Pour annuler tes vibrations de M, il faut une masse m, :

3 Le systeme est Pélectron M, son mouvement est &
dié dans le référentle! terrestre galiléen.
Le bilan des forces appliquées 4 l’ lectron est

(i) 1z force dlastique Bo(t) = - KOM(6);

(@) la force de frottement ﬁ,-(t} = —ia-“ﬁ(M,@_);

(z’z‘z‘) la force électrigue }?(t) gE(t) = —ez (). e
A Péchelle atomique, le poids de l’elecarou est neghgea« SRR
ble devant 1a force électrique. '

Le systéme n’est pas conservatif 4 cause de la dxsmpdtmn
d’energze par ra.yonnement : :

L Apphquons e f prmclpe fﬁndamental cle I dynamt—

notant Z = ﬂ(Mm } Paceélération de M:

BBt B e i,

LA
2 E;,cos(a)!)
o 4 Bk R B
4 0 Bl
Le principe fondamental conduit ainsi & o systeme de o
trois équations d:fferentxelles : .
* projection sur ¥,
&+ b+ kx = ~ eEgcos{wi}

kb

o
, )
Les équations différentielles {2) et (3] correspondent au.
régime libre (non estretenu) d'un oscillateur. amorti, -
Ledrs solutiony # ét ¥ tendent vers zéro au bout Pun
tenps de Fordre de quelques 7, {temips de relaxation de

- projection sur Z,: mj + I + ky =0
+ projection sut #: mE+ ks kg =0

Pénergie et durée de vie des osciliations selon ? ef ?f:}
A.N. : Les données numériques permettent de calcule
la durée de vie t, du régime transitoire, le facteur de. . )
qualits Q et la pulsauon propze w, de l’cscxllateur S

harmonzque :

_m "
=7 91 1095

w0y = E-m2,3-1015 rad « g1 ;
o m
G= gt =2 - 108,

Le mouvement de Félectzon seicm ?‘ et ? sannuie
mstantanement

5 - Oscillations forcéss .




P

o =1,
Le mouvement de Pélectron est & un degré de liberté.

La fréquence propre est v, = ? = 8,6 + 101% Ha.

Elie correspond 2 Ja longueur donde Ay = -~ ~80am
{domaine des UV} v

2. Déquation {1} est I'équation du mouvement de
T'oscillateur harmonique :
e,
selpi koo weas{wi).
m o om m

Forme canonique de {'équation :

L Wo 2
x+—°x+wnx=

Q

Cette équation différentielle est lindaire.

3
-————Qcos(c)t)
m

3. Le systtme est linéaire et le régime sinusoidal, utili-
sons [a notation complexe en rechérchant la suluuon
sous la forme :

x2(t) = X cos{wi+ o) S ': .' '

Lok, N 2 . GEG
-2 b s L L. ¢
© (Ym@jm ! Q. _X;“e?”‘ wo_’Xmefm - m &

Lo .
21 i) <

Dot Pexpression de Pamplitude complexe :

Ainsi

Eamplitade des oscillations est fe module de X :

el
N mﬁ

Lavance de pha.se de la réponse en élongation de l’elec-
tron par rapport & Pexcitation electnquc est l’argurnent

de X -
eFy
o
A = Beel =
g ]
to(, }Q,wo
i)
i
_ Mg w? . W
" i)
e L
]

| Mécanique PCSI, MPSE, YS! .6 tutan, clane i

) En consequence

 fois Ie vecteur position par rapport 3¢ ¢

Qg
tang =
® =3
i
Wy
sing > 0

Le domaine de variation de ¢ est:

{ e &[0, =]
4. La pulsation propre de Posciilateur est
= 2,3 1018 rad . 571,
Caleulons les pulsations extrémes du chamyp électrique
excitateur -

- .

Aewel=ilmn= €2__n
W A

Optey = 47 1015 rad - 57!

et Wy = 2,3 - 1035 rad . 571

La valeur maximaie du rapport 5)3 est
FHR I W,

' (__Ui) mbicu; 0 o
o/ s g
Comparons mamtenant ies tei‘mes du dPnomma teul de’
e B R '
| 2 a 2 R L

W -
o (—) = Jﬁiﬁﬂ) O ECT

A UJO e Wy /oo T T

.' '(m"*”) 10—v‘<<1.

(“} (Qwo)nm_ Qug

e

0 = X cos(mitq) = eE‘gcos(wt»m)
o E0 o
= ‘E" cos(mt)
: .- mwo S
OM = 3, =
: S mmo ;

o5
[ n—-q-cos(wt)
Mmoo

L’electms'z et le champ électrique. wbrent en opposmon n :
de phase. . - e i

5. Le vecteur accelerauon est obtenu en dénvanl; deux

2
B w«—w-'?isin{q)t).

mwyg -

o [T
2w w?wm% cos(e) =
Tmoyy s




MNous avons obtenu dans le domaine du visible Méquea-
tior. différentielle dun oscillatewr harmonique non
amorti de pulsation o imposée par Pexcitateur :

dzm N
iz +w0M = 0

Cecl est di au caractére trés élevé du facteur de qualité
_ et de Papproximation que nous avons effectade :
2 o1
: g
La puissance lumineuse moyenne rayonnée étant pro-
portionnelle au carré de Pamplitude de Faccélération :

2
N é
P = Aot 25
My
ey \?
@ ue) = Am:ou e["'ﬂ] -
{ rougy 2 wg

En faisant le rapport de ces deux expressions, il v:ent
. ( gpi)laa } Dhiou * ;\'mu 4 .
——— = f Y = 16,
. (@)rouge) (u}muge) (;\'bieu) .
La puassam:e iummeuse diffusée par les atomes. de‘
T'atmosphére est ‘enviton 16 fois plus intense dams le
bleu que dans le rouge : le ciel mous apparait bleu

: Remarqua la puissance Turmirieuse. diffusée est excord
plus intense dans le violet, mais l ceil est peu sensxble au

selon Paxe ( Oz) et se comporte comme un poing matériel.

pose gahieen

(zz) de contact :
*pour, chaque ressort, Froaso:l% e 7 s la. tension du
ssort (1) ;. ‘

+ pour chique amortisseur, ﬁmmmm.‘, u= ? iy 1a
force de frotternént (1}, ;

1. Evaluons fa fension exercée par un ressort sur fe
point Ma l’éthbre

7=- !c(CP TB) = ~ KL~ Lo)2,

3 C)f_qn:_itre resmrts agissent sur M de la méme fagon, la
force de tension résuleante est :

4T = — ML, - Lo)3,.
" Les constantes de raideur des 4 ressosts identiques en

de la dynamique 2 P'automobile ent situation d’ethbre-
dans Ee refereﬂt&el terrestre galiléen :

* Drétade s'effectue dans le référentiel @1 1ié au sof et sup-

- Avec les changements de varxables

. pasallele s"ajoutent. Appliquons le principe foridamental

~ (M, + 4m)gd,— 4K L, - L),
= - Mg2,~4KL~ LY, = 0 (1]

4= R+l = Rt Ly~

M,
= LC=L0—I£ et s

2oh=FI= V%n, T"étant Ia période des excitations.
Le vec't_eur vitesse est constant :

-1 =
V= T et x(2) =

#0) = 0 'm'zn;{ = .ot

Vi, en supposant qu'a ingtant initial

Ainsi E(x):EQcos{mt} , avec la pu"lsatio.n'

a7

d'excitation: | o = ¥7-—-

3.+ La force de fiottement de rype vxsqueux exercee- g
par les quatre amortisseurs, est donnée pat : :

Bi=dby, = mék{z(l-") z{C))?

*La force exercée par les Tessorts : .
T = 4L~ L)7, = ~4H2(0)~ E(:) R~ LG]?

4. L& principe fondamental de Ja dyxzamique apphque &
Pautomobile en mouvement de translation Verticale
dans R’ référentel galiléen car en translaﬁon recuhgne
uniforme par rapporta R, :

- Mgé,~ 4/7:[2;(1) E{t) ~ R~ Lg]? 4h[z E}? sze’
ME+ Mg— 4RLy+ 4hZ 4 dkz(t) - kR = 4h£«z«4kE(.t)
g
(1 =k,
Mz+4iaz+4kz(t) 4k[L +RI
Ocg, = L+ R, doh:

4::5(:) + ew: '

Y
i+ Mz+~(z 2y} = ——E+-—E(:)..

Eax 2,: + coo(z z‘,) = »«E+ wDE{t)

et ﬁ+%2+:mgzi=%1?+u;§£(t)

5. En notation complexe

LI w2+j2l(£

E o a
= iﬁi: :éejq":‘w""mr":c—é—‘
OB (wp- et e

- = Oscillations forcées




et !é] =

Rappetons que la pulsation Jexcitation est proportion-
nelle & ja vitesse du véhicule par la relation :

= ?—E 4
S

aft ;. est ia période spatiale de I'ondulation.

6. Tracé de la courbe de réponse en amplitude de la

voiture en fonction de w :

04
0,2

" 10 15 20 25

=1
o
[ DU Ry

] 5 80 L

On observe une pulsation de résonance damplitude
pour une w = Wy, . R
= |4 ¢4

Aoy =12 di

= 0 pour w = wg,

Plutst que de dériver 4, ii est avantageux de dériver 4%:
dd SR

244)(3-:0.,

La dérivée s'annule pour o =
minimum de la fonction 4.

o 202| -
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] "rapporta293km h

Cde’ i rad- 57},

0, ce quf correspond au

Elle sannule aussi pour :

AN.: = Gy rad - 571,

£

la vmture « suit » les oscﬂlatlons de la route

* Quand o <& wg:

-1 et ie ressort ne trava:.lle pas,

&

E

. Quand o &5 385 s O et ]¢ vozture n oscﬂle pas &

cause de on inertie,
* Par contre, il y-a danger lomque © est proche de ta
pulsatxon de résonance O, e gui conrespond pour
A=8m . i_ une : vtte:sse . du - vehicule - de
293km h‘ =18 mﬂes g2

Dans ce cas A{wn) =1,99, e G correspond 4 une
“amplitnde de 1,95% 5 = 9, 62 cim, La garde au sol étant .
de 20 om, le chassis de la voiture est forteme!zt agxté ;

Pour que ¥’ amphtude dii’ mouvement oit fatble; 1 fant se
placer loin -de’ la . résonance,” soit &:trés faible: vitesse
{1 << eog) 5ol & teds prande vatesse-(w 3 wp) 1

4a 8 I<m 3 ol
En 'dessous de 6 mph le véhicule
9,8km b, soit 2,7 m -5 Acett
d’exatanon est cle I orcire cie 2 L7a




Remarque

SUnité de moment
d'une force : N - m.

T Moment d’une force

iLi. Moment d'une force en un point

Par dénition, le moment en un point & de fa force F appliquée en Mest :

E‘io(ﬁ)= nafml}l\ﬁl

* Propriétés
{1} Le moment de la force dépend du point O choisi.
{#7) Si plusieurs forces sont appliquées au point M, la somme vectorielle des
moraents en J de chacune de ces forces est égale au moment en 0 de la résultante

de ces forces :
ﬁ = f‘z[ +ﬁ2~i~?‘3

- - - -
dig(F) = Mo(Fr) + Hho(Fa)+ Ho(Fs)
(i) Le moment en O de la force appliquée en M est un vecteur perpendiculaire au

plan (613, 1_‘?‘ }. Son sens est donné par la rigle du tire-bouchon ow la vigle de la main
droite.

03
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Remarque

Le moment de la for-
ce par rapport &
Paxe a est indépen-
dant du point 0O
choisi sur cet axe.

204

R, -g;u,u, s

* Cas de nullité
Si le point O appartient 2 la droite d’action {ou support) de ﬁ notée @ = (M, f'z ), alors :

Ho(Fy=10

On dit que la foree

F e passe par » le
point O ;

L2. Moment d’une force par rapport & un axe orienté

Soit un axe A passant par le point et orienté selon la direction du vecteur unitaire 7y,

Le moment de la force ¥ appliquée an point M par rapport 3 Paxe A orienté est sa pro-
jection (grandeur algébrique) sur cet axe définie par le produit scalaire :

L (F) = 4(F) - 3, ]

* Cas de nullité
(i) sila droite d’action & = (M, i‘z) de la force B coupe 'axe A en un point /,
(#) sila droite daction B = (M, f'z) est paralléle & Vaxe A, ;
alors : .MA(I_}) = Q.

Ces situations sont respectivernent représentées sur les schémas suivants :

.
o
‘I
@
N
mE

Les propridtés du moment d'une force vinterprétent clairement dans les rotations : i la

force ¥ n'a pas pour effet de faire towrner le peint M autour de I'axe A, son moment par
rapport & cet axe est nul.

i Mécanigue PCSEL MPSE, BTSL . o Natwa, Sarc pripa




L3. Moment d’une force orthogonale 3 Paxe :
notion de bras de fevier

La force F appartenant au plan % orthogonal 2 Paxe A a pour effet de faire tourner le
point matériel Mautour de cet axe, son moment par rapportd A est non nul.

Le moment de cette force par rapport & A est indépendant du point choisi sur cet axe,

pour calculer M.ﬁ(f‘2 ) choisissons le point M, du plan @ appartenant 3 A

Hy(Py = B (B) 2, = (HMAF) 2.

Décomposons cette expression en faisant intervenir le point H,, projection orthogonale
de H, sur®:

My(B) = ((HH,+ HMIAFY - 3y = (HiHon B) - B+ (EM A B - 7,

— G
Hgb} colinéaice avee F

En conséquence :

Le signe de MA(}? ) dépend du fait que la force P peut faire towrmner le point matériel A

dans un sens ou dans Pautre autour de A.
205 ¢
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Lorientation positive de la rotation antour de 'axe A est définie corrélativernent & Porien-
tation ¥ de cet axe par la rigle du tive-bouchon ou ta rigle de la main droite :

[ & a
3 +
.
> Ol
3
eﬂ
P 2
3, é,
o [w}

{i) sila force tend & faire tourner le point matériel dans le sens positif, Mb(ﬁ) >0:

My (Fy = [ Fe.

(é) silaforce tend & faire towrner le point matéiel dans le sens contraire, MA‘{I_& y=0:

My(Fy=-[Fla

Les deux situations sont résumées sur le schéma suivant :

#o(Fy = Bl My(Fy = -|Pla

> Conséquence
Les poignées de porte sont situées le plus loin possible de P'axe de rotation car, en aug-
mentant le bras de levier, on déploie une plus petite force pour faire tourner la porte.

£ Moment cinétique d’un point matériel
dans un référentiel R

Le moment cinétique est, avec Pénergie mécanique et fa quantité de mouvement associées
& un point matérie] M, une des grandeurs fondamentales de la physique.

| Mécanique PCSI, MPSE, PTS! . & tubin, Gl jrips




Remarque
Unité de moment
cinétique :

ke m? st

: Remarque

Le moment cindtique
du point M par rap-
ort 4 'axe A est in-
;dépendant du point
“Achoisi sur cet axe.

2.1. Moment cinétigue d’un point matériel en un point 4

Le moment cinétique en 4 d’un point matériet M de masse m dans le référentiel B est
défint par

DM,y = AM & BiMyg) = AM & mB(M )

Cest le moment en 4 de fa quantité de mouvement du point M dans le référentiel M notée

P(M,3)
Cette définition: est valable que le point 4 jsdit_ﬁ;ﬁ_g oumaobile dans le référentiel .

* Propriétés )
{i) Le moment cinétique dépend du point A choisi pour le caleuler.
{ii) Le moment cinétique en 4 du point matériel M est un vecteur perpendiculaire
—3
au plan (OM, B(M,q)) orienté par la régle du fire-bouchon ou la régle de la main
droite.

2.2. Moment cinétigue par rapport & un axe orientd

Cousidérons un axe A passant par le point 4 et orienté selon la direction du vecteur unitaire 7a.
Le moment cinétique du point Mpar rapport 4 'axe A orientd est sa projection (grandeur
algébrique) sur cet axe défini par le produit scalaire :

Ly(Mq) = z,t(M,fgn) Cd = [AT»’IA mg{M,gR)} A

3 Théoréme du moment cinétique

3.1, Application en un point fixe
dans un référentiel galiléen R,

Dans le référentiel galiléen %, la dérivée par rapport au temps du moment cinétique

LO{ M,y) du point matériel Men un point fixe O est égale au moment en O de fa force totale
agissant sur ce point :

ALy Mg -
(—a) i, = HolF)

‘ 207 ¢
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R
% 1!1 "q;

O est n'importe quel point fixe dans le référentiel galitéen G,
Nous allons voir que ce théordme est une conséquence de la seconde loi de Newton.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué & un point matériel M soumis 4 la

résultante des forces 7 dans le référentiel galiléen % donne :

df(Mq )
(W) /mg* F.

d¢
Calculons la dérivée par rapport au temps du moment cinétique ZO(M mg} exprimé en
un point fixe O du référentiel R, :

aZy (M) (0% 7 3,0,)])

(47 s,

#

] dF (M, )
| . N - f'JtE
DMy o mE( M) +OM A ( gt )/9}:5 :
b d T
5 F

Le théoréme du moment cinétique s’en déduit :

(d....._Lfﬂ‘d"fW) = Hot)

. 3.2, Application par rapport & un axe fixe
¢ dans un référentiel galiléen R,

Soit"un axe A passant par le point O et orienté selon la direction constante du vecteur uni-
taire Za.

B La projection de la relation vectorielle obterue précédemment sur A donnpe :

. (dzo{dM/mi)) o= (d[ZG{M/mE) ’ ?A]) = ﬁa(?). Z.
‘ £ oy dé A

et
vecleur
constant

Dians le référentiel galiléen M, le théoréme du moment cinétique en projection sur Paxe
fixe A donne ajnsi :

5

() 4, = )

3.3. Application par rapport & un point mobile
dans un référentiel gakiléen R,
Le moment cinétique du point matériel est défint en un point O mobile dans le référentiel
galiléen Gt . '
Exprimons sa dérivée par rapport au temps :

=
dLOI(M,%) d. -
(""’“‘“‘L) a, = ((T:[OIM" mv(Mlmg)}) ,

T
do
—
- (m{f‘ﬁ) AP My )+ O M n mB(Mq ) .
dt , 5 g

208] - F
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Faisons maintenant intervenir Uorigine O du référentiel :

A2y (M 15) A0W d00, ., 5
(.__.___L)m - ( )mf( }@8 » B (Mg ) + Ho,(F).

dt d¢ 4t
NI
if(M,;,,s}
Adnsi : W7 N
0 9 -
( ‘cit = )/m 5 wm@’(on%} A B(Mfszs}*ﬁ‘uo,(ﬁ)
B

3.4. Théoréme du moment cinétigue
et seconde loi de Newion

Le théoréme du moment cinétique a &té établi en utilisant le principe fondamental de la
dynamique. I est done une conséquence de la seconde loi de Newton et n'apporte pas
dinformation supplémentaire sur le rnouvement du point M

L association moment de force ~ théoréme du moment cinétique fournit pour une masse
ponctuelle une autre méthode dobtention des les équations du mouvement accessibles
par l'association force - relation fondamentale de la dynamique.

Dans le référentiel galiléen R, nous avons maintenant & notre disposition deux théorg-

mes généranx appliqués au point M soumis & la résultant des forces extérieures Pt it
Vous noterez leurs expressions sembiables :

(d—?%@-’l) oy = Fom— it (EEO%'@)) oy HolPon i)

Si le systdine est soumis 3 une réaction inconnue passant par un point, le théoréme du
moment cinétique est appliqué en ce point de fagon & faire disparaitre Ja contribution de
cette force.

La relation fondamentale de la dynamique, qui prend en compte la totalkité du bilan des
forces extérieures appliquées au systéme, permet d’accéder 2 cette force manquante,

Tester ses connaissances » Corrigds p. 226

1 Les deux vectewrs 4 et B sont exprimés a7
dans la base orthonormée divecte (2, &, £3). {] b “ 1?”
Avec o = (Z, §), leur produit vectoriel

L1138} s,
[l Flcosa

B 2 7adirection du vecteur produit vectoriel B
est perpendiculaire & A et B. Sonsensest:

[H

- =)
P = 1; A f;,’) st wn vecteur de norme ;

é — Thioréme du moment cinétique
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7y
i a
P 3 Choisirla ou les bonne(s) réponsels).
(o mdnB=ZamB,
e d2B=3:17
e drd=4.

® 4 Choisir lz bonne réponse.

Q&XA(§+6)=3A§+EAE,
b (@13 8= (@B 4

2 5 Choisir fa bonne réponse.
Da_XA(E’A@) (E-§)8~(Z~(_})§
e dnBady =@ - &3-(4 B8

#

il

P 6 Choisir la ou les bonne(s) réponsefs).
Les bases (&, E’j., %) et (3, %, 22) sont ortho-
normées directes.

Llazaz=23, [Owning-=2,
[Je Zad=-cosbdy, L] d da &y = —sin 0,

B 7 Les deux vecteurs et B sont exprimés
dans la base orthonormée divecte (¢, &, 7;).

4 5
A=), B=|y,
a3 by

Leur produit vectoriel 13 = ./-f + B est :

by~ a3by aby - ayb
Ela as—ap |» L0 agp, -5, |
by~ ayh) gy~ aghy
a3hy - a3by
Le. @by~ a3y |-
by — ag by

B 8 Lesvecteurs 4 ot B dépendent de £, 1a déri-
vée par rapport & ¢ de leur produit vectoriel
est . ' !

!

PPY: '
Da.c%(ﬁag)m%n +%;A2,
4 B
Db.wd%{;f,\ﬁ) %EA§+2A%?,
> dd B
mc.wd%(z.\B) %—EAEMEA%?,

. dd
Dd-(%(z/\g)m%?l\

il

B 9 Le moment de la force 1?, d'intensité
“?u = F, parrapport 3 Qest:
W
H
J;L i
i & "
v;? ............ 2

| Mécanique PCSE, MPSI, PTSI . 0 Nator, Glase prgpa




[(Ja Fad, T, Fbi,, 11 Dans lo référentiel d*étude galiléen Gy la

5 5 force B appliquée au point matériel M est

He-r by, L. -Fa.. dite centrale, elle pointe 3 tout instant vers
2 l'origine O du repére. Qualifier le moment

B 108ilaforce F se déplace sur son support, son cinétique du point M par rapport & 0.

moment par repport 2 A estdl modifié ? I st 7 bt
a. constant, .l

a. oui D b. non. i L ten
[j ! ] €. sans propriété particulizre,

Savoir appliquer le cours = Chrrigés p. 227

% % Déterminer I'aire hachurée 4 en fonction de E 3 Qualifier le moment cinétique d'un peint
la norme du produit vectoriel : matériel isolé,

B 4 Siunpoint matériel M, exerce sur un autre

point M, une force i 13, alors le point
M, exerce sur M la force :

?2—*1 - —ﬁl—*Z

Cette équation, & elle seule, traduit-elle le
principe des actions réciproques ?

$ 2 Unpoint matériel M de masse m est en mou-
vement dans le plan Oxy. Déterminer son
moment cinétique en O en coordonnées
polaires.

¥

By 3
M)

<
eEl

oy

=

&
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Les théovimes du moment cindtique ot de Pénesgle cindtique appligués dans un référentiel goliléen
sont des conséquences di principe fondamental de la dynamique. Iis ne contiennent pas de principe
Dhysique nouveau mais peuvent se révéler trés utiles pour résoudre plus facilement certains exercives.

.1 = Oscillations libres,
un pendule simple non amorti

;2. ?,, ?z) est supposé galilééh

Le yéférentiel teivesire @

t ué support Jmportant a fa résofution du probleme P!acer:
tioh $ elfe ijue ses cocrdonnees soient positives et que Jes angies

212]




A chaque étape du raisonnement, veiller 3 'homogéndits des résultats =+

[2] Définir te systéme étuclid.”
[2] Chotsir te référenticl d'étude gahleen QR

[3} Effectuer le bitan des forces app[tquee.r au :ysteme‘ Lersyxteme est—-r.t comervaﬂf 7

I“i} Precrser le nombre de degre: de laberte du probféme.

5] Mise en equatmn du prabfeme les tﬁeoremes generaux.

Nous avons maintenant trois theoremes genéraux 3 natm dlspoSl on, lfs sont assacids & I'une des
trols grandeurs eindmatiques fondamenta!es assacides au systeme M et permette' d'accédér aus
1 équations différentielles du mouvement : L
" Lafuantité de mouvement ; 3(’”!% S mff(Mm Yoo ‘
Lassucnatson force«pr;ncupe fondamentaie de b dynamtque ast, utilisable, dans Je' référants
d'étude gailfeen chaque fors que on coanalt Ee bifan des forces .

‘ i ; ifférantialies q
nngnt‘acces alsk équatsoss horaires d mouvement et 8 la tra_,ectorre du mo&d

mouvemants. ;- i
mouvemns

“Un c?{éfﬁ'appm rié éiu pomt o] permet I"e lmmatmn d'une force inconinué eny]
" tion du si.'lpportsjdcnf: fe moment par rappnrt ay'peint O estnol, Pour déter
: faudra revemr enswte au prtncxpe fondamentai de ia dynamuque

. i degre,

fentille du mouvement st obtenue en dérivant par rappctt H] tl’mtegra!e premaere de,
Ils ont ['avantage de faire dlsparalb'e fa contribution des forces Ui ne travarlfenf: pas dé
- du mouvement. Pour les determmer |! faut revemr au prmcupe fond
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); T Le systdme étudié est le point matériel A Le référentiel d’éude est le référentiel terrestre
galiléen R (05 7,8, 2).

o e
Le bitan des forces appliquées & Mest :

i) Le poids de M: ?, force conservative ;

(i1} La tension du fil : i force normale 3 la trajectoire, elle ne travaille pas.

Le systéme est conservatif et & un degré de liberté d’élongation angulaire 6. La conser-
vation de I'énergie mécanique permet d'accéder 3 I"équation du mouvement mais la
méthade préconisée ici est fe théoréme du moment cinétique,

La base de projection adaptée & cette trajectoive en arc de cercle de M est la base cylindro-
polaire mobile ; (?,; 2. "éZ}.

¥ tinitaire fixe 9, de Ia basé car

Le moment cinélique en 0 du point M est défini par

—
Lo (Mg ) = mOM A H(Mg.).

Calculons les vecteurs position et vitesse du point M

—s
(i) Le vecteur position du point M est défini par: ;M = €F,;

(%) La dérivée de ce vecteur par rapport au temps donne le vecteur vitesse de M:

M = g_q_z = é@r} = £ ng = £87,
v ’%n}_( dfM}ms"( d¢ )ng— (d:);m,' b

214 ~
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Le moment cinétique en 0, du point M est ainsi :

Lo (Myp) = me¥, 7 €0%, = me28%, 2 % = me203,

Lo (M) = m 282

[5] Mise en equatzon i pi;c.)blem

Le probléme i |mpose l’ai:pl :
tiel gaisfeen R,

de M,

Caleulons le moment en 0 des forces appliquées au point M:

Ib_}to](ﬁ) u 6;?41\ B

* Forme analytique du prroduit vectoriel dans la base &y, 36, 2,,)

. ¢ mgcosh 14 mgcosh Y
O\M=|9| et P=| _ mesing| = J%o (B =ofa ~mgsing| = 0
0 0 0 0 ~mgsinf

Jn"io, (f’)) = —-mglsin 62;

6 - Théoréme du moment cindtique




Le support de la tension T dufl passe par 0, le moment de cette force est nul en ce point :

Eol(?} = 6

Application du théoréme du moment cinétique au point 0 fixe dans le référentlel terrestrs :

(dzoi(M,gl )

e Ho(Bys dho (D) = Ho (P

g

ngI(M,,gL ) - .
(_——d-t——j—)/mg = m£’29l3’z w -mgfsmﬂ?z, i

La projection suivant 7, de cette équation donne I'équation du mouvement du point A4 :

s g _
9+€sm6—0

Dans le cas des petites oscillations : sin® = 8. L'équation différentielle devient :

s 5‘ _
B+€6—0.

Cette équation différentielle linéaire est Péquation d’un escillateur harmonique de pulsation

propre :

() = Acos{ug! +g).

Sa solution générale est de la forme :

Les constantes 4 et ¢ sont précisées & partir des conditions initiales :
8(0) = 8, et 6{0) = 0.
B(8) = ~mpdsin{wgl + ¢} = (0} = ~wpdsing = 0
8(0) = dcosg = 8.

Ainsi 4 = 8, et @ = 0, la solution du probléme est :
8(2) = 8, cos(wyt)
216) -
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_eme du moment‘ mnethue qua at avantage d'exc‘
sonnement (son moment ett nul s: o chmsst d appirquer le




21s|

}5 La courbe &e :
d excxtahon 5 est vozsme dela pulsatxon P opr‘

Reprenons fes 4 prem:eres etapes de f’exercnce precédent JUSQ!J ‘ i ex es Oﬁ de
forces au pmnt O, La tensron d‘ il

Ty
Le systéme étudié est le point matériel M. Le référentiel d*étude est le référentiel terrestre
galiléen R0 2,,2,,7,).

La base de projection adoptée estla base cylindro-polaire mobite : (2,,7,, Z)

Le bilan des forces appliquées 3 Mest :

(i} le poids }") de M: 7/[01(23) = wmgfsins?z;

(i) 12 tension 7 du fil : o (7Y = 0.

Le support de {a tension du fil passe par € muais pas par O: le moment de cette force
w'est pas nul en: O alors qu'il est nul en 0. 11 est intéressant d’appliquer Je théoreme du
moment cinétique en 0) pour « &liminer » cette force d’expression inconnue et qui varie
an cours du mouvement.

I Mécanique PCSI, MESI, PTSI. o tutn, Close P




Exprimens fa dérivée du mornent cinétique en 0, dans le référentiel tervestre galiléen :

Z .
(W)/@s = (g}[olﬂj A mg(M/ms)i)m

do, M
——
= ( ! ) A mB{Mg Y+ O,M A m?{an)
R &

d¢
=
Faisons intervenir Porigine O
dZy (M) 40t d00, R I
( ds )/915_ ( di );mg“ T )/@1 A i Myg ) + Mo (F).
i
G(MME)
Ainsi :
AT, (Mya ) aooy . S
(—5 )ms=—m(-—-—wd: ngAv(Mms)+Mol(ﬁ) (1)

Pour déterminer le moment cinétique du point 3 par rapport & 0; dans le référentiel
B, commengons par définir fe vecteur position de M:

—_—y = ——3
oM = 00,+0,M
?) liée an référentiel terrestre :

Pans la base (%,

z yJ
x X £5in 0 x,+ £sind
yE =10 —€eosB| =7 —fcosb |-
0 0 0 0
: ' 1219

6 - Théoréme du moment cinétique




Le vecteur vitesse est abteru par dérivation de chacune de ces composantss
£, + £8cosd
o f .
WMm) =1 thsing |
0
D'oi1 Vexpression du mornent cingtique
. — £sin@ iy +.€6cose
LOI(M/%,) = ml M A V(M/ms) = M| - fcoshi A £8sin0 |-
0 0

Lo (My5,) = mE(£8 + 3, cos0)?,

Déterminons chacun des termes du théoréme du moment cinétique :

dZo (M) - L
( ét )f@, = mE(£8 + ¥ cost -  Bsind)Z,

400, EN &+ £8cosd 0 )
(i) (W&T!J,m A 3(11#’[,@1s) =1g|aA £0sin 8 = 0 = f,’,\‘:lesineé’z
& 0 0 £4,0s5in0

-
fii) W (B) = o, (B)+ Fho (D) = B (B = —myesinb?,.
Léquation (1) s'écrit suivant
me(€8 + % cos8 - #,85in8) = —mE#,Osind - meleind
éa—%sin& = w«fc}cose.

En considérant ¥, = ~Dw?cos{wt), Méquation du mouvement du pendule est :
! G P

-

B+ %sgne = %m%os(wt)cose

Dans le cas des petites oscillations : cos® =1 et sind =~ 8. Tiéquation du mouvement deviert :

&+ 56 ?mgcos(wt)

C'est une équation différentielle linéaire d’ordre deux, & coefficients constants et avec
second membre.

{i} Résolution de I'"équation homogéne : 8 at’ £o g = 0.

En posant mg e %’ sa solution sinusoidale est : 8,(s) = Acos{wyt + p).

zzof
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{#) Une solution particuliére est obtenue en utilisant la méthode éomplexe :
Br+ willy = ‘%wEij (0h- )y = %uﬂejwl
8p = m_mihll__“_mse jor_
£(wg~w?)
La solution particuliére recherchée correspond au régime permanent sinuscidal et est la
partie réelle de la grandeur analytique §,:

82(0) = Ref@A(1)] = -—2

w?cos{w?).
f{wg - w?)

La solution générale de I'équation différentielle est obtenue par superposition de ces-
deux sohutions :
D

(L) = By(f) + 0p(f) = Acos(uyt+ @)+ T w?cos{wi).
Wy — @%)
Les constantes 4 et ¢ sont détenmindes & partir des conditions initiales :
e W
8(6) = - Awgsin(egt + @) - — 22 <Ginter)
W~
8(0) = ACosg + mrmermemn? =
£(wd — w?)
8(0) = —wgdsing = Q=20 =
D 2
= -
oy — w?)

La solation de Péquation différentielle est donc :

Dep?

B(2) = e
@ Ews - w?)

[cos(wi) ~ cos{wyé)]

Ce résultat peut étre mis sous la forme :

_2be? | plwrwg)ty | ple-w)
mm"«’(uﬂ—wﬁ}sm£ 2 ]Sm[ 2 ]
La fonction f{w) est ainsi :
_ 2Dt
for= 220

3 B En écrivant Pélongation sous la forme :

2 Dt in[(m+m(,)t] . [(c}_mo)t}

R Trr e e R R e R

Et en considérant que @+ g =20y, @~ 05=A0 et 0= mg, la relation devient :

DOJO Aw
8t} = —-—-—sin(—) sin{wyt
O~ a7l e
Mttt et ygriation
variation sinusoidale  ginusoidale
lentede Pamplitude rapide
de I'éfongation
" : ‘2_2_1

6 -~ Théoréme du moment cinétique \
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La fonction 6(£) se présente comme le produit de deux fonctions variant 2 des vitesses

trés différentes :

(i) sin{wyf) : la période de cette fonction est la période propre du pendule T

Aw Wy

D
(it) %%sin(— ) : Pamplitude de cette fonction est —— et sa période T =

2 £Aw

Or T'=> T, laseconde fonction: varie donc beancoup plus lentement que sin{wy!), et

est la courbe « enveloppe » de 'élongation 8(£).

@

M

f it
.
A \
A /, kY
o A
N s
N Doy e N
. - s 5) s
7 fAw 2 ;
. . . .
td
~ - - -
T

pot

D
€

. Dw
Les oscillations restent de faibles amplitudes si 30 << 1, ce qui implique :

Aw

Q‘(( ég(‘-‘: 1
£ Wy

Liamplitude D du déplacement impose & Pextrémité 0, doit &tre trés faible devant Ja lon-
gueur { du pendule. Si cette condition n'est pas réalisée, nous sortons du domaine de

lingarité que nous nous sommes imposé pour traiter Ie probléme.

s

[
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= Comvigé p. 228

Oscnilatlons hbres d‘un pendule simple
amordi (d'aprés ENSTIM)

Le référentiel terrestre R, (0 ; 7,3, 7,) est supposé
galiléen et le champ de pesanteur Aniforme :

2= g¥¢ avec g = [Z] = 9.8 m 52

Lenregistrement expérimental de Pélongation
angulaire 8(¢) d’'un pendule simple montre que
Pamplitude de 6 diminue lentement. Ce résultat est
interprété par la présence de frottements modélisés
par une force de frotternent de type fluide, propor-
tionnelle 4 Ja vitesse de M et de coefficient de frot-
tement £ positif : ‘
ﬁf s - f 1"5.

Le pendule simple est constitué d'un objet panctuel
M de masse m, suspendu en 0 & un fl sans raideur
et sans masse, de longueur £.

1. ftablir Péquation différentielle du second ordre
vérifiée par 8 par application du théoréme du
moment cinétique en 0. En se limitant aux petites
osciltations, monirer gu’elle peut se mettre sous la
forme :

8526+ a50 = 0,

Donmer Pexpression de T en fonction des données du
probiéme. Quelle est son interprétation physique ?

2. A quelle condition obtient-on un régime pseudo-
périodique ? Dans le cas de ce zégime, calouler Ja
peeudo-période ® et la pseudo-pulsation T des
oscillations.

Lamortissement du régime pseudo-périodique est
caractérisé par le déerément logarithmique :

6= i“('e(s(:)f))'

Exprimer & en fonction de Tet+.

3. La figure ci-dessous présente Pévolution de 6 an
cours du temps. Sont précisés, sur le tableau qui suit,

guaire points particuliers :

B(%) -

10
B ¢

5

A D Ush
o 2 4 8 10
-5

La masse m est égale & 470 g. Caleuder numérique-
ment & partir de ces valeurs et en précisant les unités:
* Ie décrément logarithmique 3 ;

* la pseudo-période T

« le temps de relaxation 1 ;

* la constante d’amortissemnent & ;

* le factewr de qualité Q;

* la pulsation propre wg;

* 1a longueur € du pendule.

)
Qscillations d'un pendule lié

a deux ressorts

Le réferentiel terrestee Ry (0 ; £,, 4, 2) est supposé
galiléen et le chiarnp de pesanteux guniforme.

Un pendule simple est constitué d'un fil rigide de
masse négligeable et de longueur £, 2 Pextrémité
inférieure duquel est fixé un point matériel M de
masse m. Ce point est lui-méme attaché a deux
ressorts () et (2} horizontaux identiques de rai-
deur % et de longueur & vide £, reliés & deux points
fixes A et B distants de 2 4. Lorsque le pendule est
vertical, les deux ressorts sont au repos,

» Corrigd 4, 228
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’uz 2 - ! m

£y 0: X 1

Un opérateur extérieur déplace légerement le point
M le tong de Paxe (0;72) puis le Jaisse Evoluer
librement. Le pendule oscille sans frottenent avec
une faibie amplitude de sorte que le déplacement
du point M le long de P'axe est quasi-horizontal. Sa
position est repérée par I'angle d'inclinaison 0(f)
du pendule par rapport 4 Ia verticale.

Onpc)sem:cu,~~—~~/2mTf et m2=J%.

1. Etablir Péquation différentielie du mouvement
pendulaire vérifiée par 9(¢} en utilisant le théoréme
du moment cinétique, En déduire la pulsation o
des petites oscillations.

2. Retrouver I'éguation différentielle du mouvement
par une méthode énergétique.

> Corrigé p. 230

Stabilité d'un équilibre et linéarisation

Le référentiel terrestre RO 7., ?J,, ?_:) est supposé
galiléen et le champ de pesanteur uniforme.

p2Y

224}

| Mécanique PCSI, MPSI, PTS ¢ Nuthao, laserpe

Un guide circulaire de centre O et de rayon 7 est
placé verticalement dans le plan Oxy Un anneau
ponctuel M de masse m est enfilé sur ce guide et
est susceptible d'y glisser sans frotterment.

Une force T = kMA tend 3 attirer Panneau M
vers le point 4. Elle se comporte comme une force
de rappel élastique due & un ressort de raideur et
de longueur 2 vide £; nulle, dont 'autre extrémité
serait fixée en 4.

On posera: w, = & el Wy = Jé

1. Représenter les trois forces appliquées au
point M.

2. Exprimer les moments en O de ces forces.

3. En appliguant le théoréme dn moment cinétique -
en 0, établir I'équation différentielle du mouvement
de M vérifiée par Pélongation angulaire 8.

4, Par linéarisation, discuter Pexistence de positions
déquilibre et préciser leur stabilité. Déterminer la
pulsation @, des petits mouvements au voisinage
de la position d*équilibre stable.

/

Le modéle atomique de Thomson

En 7804 le physicien anglais Joseph Johm Thomson
propose de présenter Uatome d'hypdrogéne par un nuage
sphérigue de centre O, de rayon R et de charge +¢ unifor-
mément répartie. A Pintérieur de cotte sphre, fixe dans
le véffrentiel du laboratoire, se déplace librement un élec-
trom M de masse m et de charge -e.

> Corrigé pr 232

Le référentiel du laboratoire R (0 ; Z, ?J,, 7,) est
assimilé 3 un référentiel galiléen.

d
& "6: . ¥ g 1
>
R(
& Mirm)
- r E
gux ki % 18 g




En Pabsence de toute action extérieure, Iélectron
M est soumis & une unique force d'origine électros-
tatique qui tend & attirer vers le point O
F=-kOM avec: k= L e
' drey RE
Cette force se comporte comme une force de rappel
élastique due & un ressort de raideur % et de longueur
a vide nulle, dont Fautre extrémité serait fixée en (&
-La position de Mest repérée dans les bases (7,, 7,)
et (7., %) par les vecteurs positions respectifs :

ey , s
OM = z%,+y2, et OM =rZ (r<R).
A linstant ¢ = 0, une perturbation écarte légare-
ment Pélectron de sa position d'équilibre avec les
conditions inittales :

—— —
OM(t = 0) = OM, = ryZ,

EY -
et B(t=0) = ¥y = wé,
1. Montrer qu'il ¥ a conservation du moment ciné-
tique en O de P'électron et déterminer sa valeur en
fonction de 7y, vy et m. En réduire que son mouve-

ment reste confiné dans fe plan (Oxy).

2. Exprimer la pulsation o, du mouvement de M
en fonction de ey, ¢ m et R Calouler la valeur de R
pour laquelle la pulsation w, correspond 4 la fré-
quence v, d'une des raies du spectre de Lyman de
Patome dhydrogene (A, = 121,8 nm}.

3. Déterminer les expressions de x(f) et 3{f).
Montrer que la trajectoire du point M est une
ellipse (allipse de Hooke) dont vous préciserez les
longueurs a et & des derni axes,

4. A quelle condition cette trajectoire est-elle cir-
calaire ? Que se passe-tdlsi vy = 02

5. Lélectron accéléré perd de Pénergie par rayon-

- nement. Pour tenir corapte de ce phénoméne, une

force supplémentaire de freinage est introduite,
elle a Ia forme d'une force de frottement de type
visqueux !
P = k3.

Le coefficient de freinage f est positif. .
Quelle est Pévolution du moment cinétique en O
de Pélectron au cours de temps ? Dire qualitative-
ment ce que sera fe mouvement de 'électron pour
de faibles amortissernents. Commenter quant & fa
stabilité de Fatome.
Donndes :
m o= 9,13 x 10-31 kg ;
L= 9x100s1)
dme,
vitesse de la lumiére dans le vide :

c= 3 108 m . s
Péquation de Pellipse en coordonnées cartésiennes

%2 2_
E§+%§ = 1.

e = 1,6x10°19C;

avec origine en Qest :

6 - Théord
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N Tester ses connaissances .

g T Réponse a. Le produit vectoriel BodaB est
caractérisé par
« la direction peqaendlculare auplan deﬁm par det B,

« fe sens tel que le tridgdre A, E, }-”’ soit dlrect (la regle
du tire bouchon et la régle de Ja main droite sont rap-
pelés sur le schéma ci-dessous ;

« Iz norme Hﬁﬁ = [IEE . ;iﬁégsina.

-y

P

2 Comme lindique Ie schéma de la question 1, la
boenne réponse est la réponse b.

3 Réponsesa. etc.

4 Réponse a.
Le produit vectoriel est distributif par rapport i
Paddition vectorielle.

b. Faux : Le produit mixie des trois vecteurs A Bl
est le scalaire ptel que :

p=(482) = (3 B’) Z

1l est invariant par permutation circulaire des trois

vecteurs !
p={ABE)=(BChH=-21B

p=(ArB).C=(Bal) A= (Trd B

B 5 Réponse b. Il s'agit du double produit vectoriel :

AnBal) = (4. B3 BE

: P 6 a. Fa‘ux“: régle de Ia main droite 7,4 %, = ?J

b. Veai: 4,48, = 2,

Nz
eFaux: 3 aZ = +sin(L 82, = cos8?,.
’ et 2 £4 [4
tigle de fn
ain droite
d. Vrai: a8, = ;sinﬁ?z.
sigle de
sz deoite
Remarque . chioisir da préférence sur les schémas

représentatifs, des angles ofientés dans le sens positif
choist et compris entre § et =, les sinus et les cosinus
seront alors positifs.

B 7 Réponse a.

Pour caleuler un produit vectosie! -

« Forme analytigue dans le base (3,2, %)

ay by ayby - ayd Py
= A.\B:[ag bl = a,slilmuib%={Pz].
a3 & 26y~ ay by By

+ Méthode de détermination des composantes

(i) Pour calculer la composante P, sufvant 3, il faut
ignorer la premiére ligne et calculer le discriminant :

P =aysby-aynb,.

(i) Pour calculer Ja composante P, suivant 2, i faut
ignorer la seconde ilgma et caleuler le dlscmmnant en
lui affectant le signe -

a b
wi VL Pom gy x by —ay % by
i b
changement 373
¢ vigne

Attention an changement de signe de la composante
suivant &, du produit vectoriel.

1. Méganique. PCSI MPSi ‘prst




ignorer la troisidme ligne et calculer le discriminant &

41l e b,
Holfagn] by
2
€3
2 by Py = ayxby~ayxd,.
by

) 8 Réponse b.

4 3 2 dB
(fl é-ﬁ‘ﬁ/\d

Point maths. ad«tcii A E) =

» 9 Réponse b. Lorientation autour de P'axe passant
par Oest définie corrélativernent & Porientation de 2,.

7 m F H F
1
2 H
4 ! . beas do
! leviar
.
N G, 1:’".5 ______ ?- L _‘“
[+

Le bras de levier est b et Ia force fait tourner M dans
Ie sens contraire du sens positif {le moment est donc
négatif).

{i#) Pour calculer la composante Py suivant 7, il faut k 10 Réponse b. $ila force Fse déplace sur son sup-

port san moment par rapport & A n'est pas modifié car
ie bras de levier est inchangé (voir schéma de la
question 9,

11 Réponse a. (b. possible). La force F appliquée
au point matériel M est centrale, son support passa par
{3 tout instant :

Moy = 0MAPB =0,

Appliquons en O le théordme du moment cinétique :

dZy(M,
(el | < R -
H 13
force
gentrale

ZO(M,@“) = Zo {vecteur constant)

S
m OMyn Ty .
0T,

conditiony
initiales

5t les conditions initiales qui fixent le moment cinéti-
que sont telles que :
— 5 3
OMgad, =0 = Zo= a.
_—

conditions
initistes

3
{vitesse initiale nulle ou OM, colinéaire & #;).

1 444 B) = 141 - [ Bisino.

3
1aire du paraliélogramme construit sur 4 et B est:

14 A B1.

iA1= 131 1 Blsin =

- éﬂz,\ By

2 En coordonnées polaires :
mo—

+ OM = T?r

. 3(Mmﬂ} = 72, + rfd;.

Llexpression du moment cinétique en 0 dn mobile M
est:
ZO{M/'&‘) = OM 4 ma’(M,@‘) = mrd, A [73, 4 702,

2 A
mr2ee,.

i




E 3 Le moment cinétique d'une particule isclée dans
le référentiel R, galiléen est une constante du mou-
vement :

() = OMAF =0
¢ i‘.’ﬂ‘ w:
Migclé

En conséquence du principe de Pinertie, le mouve-
ment du point matériel A est rectiligne uniforme. A

. v - N . .
tout instant OM et u(M,.,_;R‘) sont colinéaires si on
place l'origine O sur la trajectoire de M.

o
L, = OMa mB(Ma) = 8.
Le moment cinétique en 0 du point M est nul.

8 4 Siun point matériel M, exerce sur un antze point 44,

une force 1?‘, ~z, alors le point M, exerce sur M, la

force :
ﬁa»l = '1?1—2-

Mais il faut ajouter que ces forces ont méme droit
d'action {ou méme support) :

e >
MMy n B, = 0.

référentiel terrestre est ;
P = Bl ) = fﬂ?o
: Le moment en 0 de la force de frottement ﬁzucie,

Uo By —herts,

[ R
{,&o(}»’)) = mngS'I.n'GE;

_Application du théoreme du mo‘n{e.
-, fixe dans te rélérentie] terrestre

.(dZO(M.'QRl

ds })/'at‘

,Le moment c:nehque du pa:nt Mcalcu]é en Oest
To(Ha) = OM amd(Ma)

A

1’10(3)+ﬁ0(?)+,m

meﬁaz{,

o S'ehéra'a‘ﬂge'jér_ .

1 L Sachant que la vitesse du pomt maténe[ Mdaus le :

:':2 Les solutmns recharchees

D'oﬁ l’expressmn du theOréme
s,

La prOJecnon suwar!t ? cie catte équatton d-'nne l’ec{ua
. Hon dv moavenzent du point Mo

.'_ 2 g
o= m€ G? —_ mgé’smﬁ}? M?é?

tons de. faibles amplxtudes (dans ce cas smBmB)
retrouve bxen l’equauon dxﬁ'eren i ﬂe du mouvemeﬂt ’

sont de - la ‘-"_fermé :‘-‘5




Léquation caractéristique est
r2+gr+m§ = {.
T
Pour que le régime soit pseudo-péricdique, il faut que le
discriminant réduit soit négatif :

Al =

3,:, -t < 0.
Ce qui impose :
T > 11
A

- La psendo-pulsation des oscillations est :

2

La pseudo-pulsation est inférieure 2 la pulsation propre
" du régime libre sans amortissement. - .
¢ La psgudo-période ést obtete pay :

N ... S
@ 1 [ E

| ———
.mo'\/ {c0gT)? - N/l {tgr}* | .
.La solahon geue;ale de l’équatmn estde la forme

9{3}

Ce = cos{mt—f- q:)

dér_mmamcc
expanenticlie
de 1 amplnmdu .

On obtient bien une decro]ssance exponenuelle de l’amph-
» tude des oscillations dont la durée caractenshque est 5.
Apres une pseudo-période

C_{xD)
Ce *

e(c+:r) cos['m(HT}wp]

"

e T
Ce® cos[mt+<9+9:»t} e = e(&)e g
0(e)

#

‘T
S LB}
ST BTy
D on le decrement loganthquue

= 1“(9(3&:):"}) T

3. Pour obtem; le décrément Ioganthm:que faisons Ie
rapport de deux amplitudes de Uélongation successives ;

= ta{ ) = 1a( 352

8,02
Entre les points'A _e;t D, on cornpte 7 pseude—gériodes :

) =0,11

sty 8-0248

= ,ls

peut étre traité en applsq_uant 1a conservation de I ener~'_ )

Le temps de relaxation est défini par :

R
i
; 7
| Ia( 3 02) E
Le coefficient d'amaortissernent est ;
[ 2m_2.0470 ‘
i = = -2 -
E 3 01 93 102N -m-!
Considérons I'équation
w? = @i 1 = da
e T
et observons que lsw = 28,
T r
1. 0,1 5! et w = 57 rad-s!.
Loscillateur est faiblement amorti et @ = T 0.
Ainsi &g~ 5,7 rad - 51, ce qui correspond i un facfeur
de qua.hte Q = .mom w;r 28,3.
Etime Iongueur dufilde £ = Jiﬁ = '30 cm.
- : wk

2 Le systéme est le point matériel M, son mouvement
est étudié dans le référentiel terrestre galiléen.
° Bilan des forces aﬁphgna&s aM

* le poids ft force conservative ; : .
* la tension du ressort {1 i? 1, force conservative ;-
+la tension du ressort (2) f . force conseivative ;
« a tension exercée par la tige T‘ 69”(? /8, ) =0,

La tension de la tige ne travaille pas car elle est toujouxs
normale & la trajectoive de M.

La position du point Mest repéeéé par le seul pd:ametre B :
Le systtme est conservatif et & un dégré de liberts, il

gie mécanique, intégrale premicre du mouvemenL Nous en
le ferons-a la question suivante. 0

Les pa.rametres #et § sontliés puisque : x & fsm@




1. Nous allons appliquer le théorgme du moment cing-
tique en ¢ pour évacuer T de notre raisonnement :
nous ne savons pas quetle ost Pexpression de fa réaction
de ia tige mais le moment en € de cette force est nulle
car son support passe par C.

Ecrivons le théoréme :

dL. (M,

(W) . APy s Mo (T

- Mc(ﬁ} + An‘.c(f)

Le moment en  du poids P se calenle rapidement en
utilisant son = bras de levier »

E{’C(?) = - mg i?::

le pmds brax
déplace M do levier
daulesens  Csin®
contraire de
[erientation do @

~mgesind?,.

Rappeions que le vecteur unitaie 3 oriente E'axe &e
rotation 4 passant par & cnrreiatwement au sens ‘Porien-
tation positif adopte pour 8 {régle de la main droite).
Pour considérer I'action simultanée des ressorts, nous
allons caiculer directement e moment de la somme des
deux tensions :

A (?,)+Mc(f2) = & {? ?)
P = —k(AM - AMG) = kMM

Py = k(B - Bily) = s
=T+ Ty = ~26MyM
}?C(?, + ﬁ) = -2KCH A Am
v iy —
= ~2k(CM o+ MyM ) & MM

Y ——)
= -2k CMy A Mg s
~€costh  Lsin(03)

Ho(T+ 7o) = 2kcos65in?, n 2

= —2.’c€2cosﬂsm63 i
Calculons maintenant le momcnt cmel:tque en C' du o
peint M
Lo(Min ) = mCH A v{Mm )

mEZ A €87, = mf%?

Le théortme du moment cinétique en projéction sui-’
vant ¢, donne :

me = —mgfsin® - 42 cosBsind.
I¥oii 'équation différentielie du mouvemest :

§+{ + -fcow]sme

i}

0

84 [w}+ wlcosB]sing = 0.

‘u

| Maécanique PCSE, MPSE, PTSE . tahen, Gl pege

Do l’energze potentlelle totale :

' Lénergxe mnéhque de M est s,

‘Do l’expxesswn de l’énerg,te :necamque de M

- portau temps pour obtelm l’equat:.on du mouvement

On retrouve ainst l’équatwn du méuvement de M.

Cette équation est non linéaire, mais elle est linéartsable
dans le cas des petites oscillations : cosB=1; sinBe0,
On obtient ainsi Péquation différentielle d'un oscillateur

hanmonique : .
G+fofrwdle=0
= 0 avec !w(): Jo? +w}

2. Etude énergétigue : cette méthode 2 aussi Pavantage
d'exclure la réaction du fit de notre raisonnement : elle
ne travaille pas et n'intervient donc pas dans le bilan
énergétique.

Liénergie potentielle du point M se compose de Pénergie
potentielle de pesanteur et de deux termes d'énergie -
potentielle lastique définis 3 une constante additive prés

B+ wif

BE7(B) = ~mglcosh en m‘lopiant & comme origine
de I'énergie potentte?.le de pesanteur.

- gl ny = 51‘(‘%{‘39%0[- L

'”“"::'1"{5‘%1‘4“.0; = glicfﬁsmzﬂ»t-cz
‘8‘“’{6) IJ»(BMw DRl

. ""kMoM"'*’Cz = —:’532sm2&+62

!ot(s) cgpe:_i_cgé!u_i_%élu

i —mgcosd + £e¥sin@ + _cté.
1oos]
C@C = va (fé)

B = %cw@f’“ %“"‘w@

=1 -—m(fﬁ)2 mgt’cos@) + kt’ﬁ mﬁe + cle:

Lenergle mecamque est consfzmte, cest tne mtegra.le pre-t
miére du mouvement qu’il suffit de dériver une fois par ra

'd(fg = m€296 + mg@smﬂé + 2&825m6cosﬂé

ﬂ[m(h—me) sme] = o
=0

i 9+fw2+mlcusG}sinB =400

3 1 Le systbme est le point 4, son mowvement es
éudié dans le référen!Jel terrest:e suppose galiléen
B0 ax,é) ?}

PA




° Bilan des forces appliguées au point M
") a distance : P, = Bumd le poids de M :
force conservative

4) de contact : B il = ﬁ, la réaction du guide
cercle ~» M B"U

cessort e i T ?, la tension du ressort

¥

en rotation autour du point fixe 0. :
« Un thotx du point O permet ci’exciure de notre raison-
nément Ta réaction & du support dont R0US n¢ connais-
sons pas P'expression : son moment est il en O car
cette force passe par Q. :

Mo(ﬁ) g

+Le’ poxds }3; fa.ll: tourner M dass le sens contraire de
P orientation pos&we chms:e le moment de ed Oest :

e

by = rcos_ﬂ_,_"‘

"-.rf_fte{ﬁ) = TPb‘?z avec {

E;f.}o(ﬁ) = wmgrcose?

. La tensmn f fait tourner M dans ie sens de onenta- '
uon positive choisie : le moment de T en O est:

mo i*‘) Th,2,

= i!fl! = kﬁdﬁﬁ?ﬂ s 2krcos§
avec o
' by = rsing
ﬁta(?) 2kr-stn2cos—-?
Or sind = 2.siﬁgccsg ‘

Ho(F = ko sinb3,

2. Le theoreme du moment cmethue est partzczzhére-'.
‘ent bien adapté dans ceite smatlon ol le systeme esl:

‘ L’angﬁe polaire 8 varje de 0 & 27 ot tan =

3. Le théoréme du moment cinétique s'écrit :

aLo( My ) 7 ;
(50, = oo B
0

= [~mgreos8 + krsind 7,
Déterminons le moment cinétigue en 0 du point 4:
iy
+ Le vecteur position de Mest OM = 2,
*La vitesse du point A est réduite
orthoradiale : r';’(M,m!) = rE,

4 sa composaste

—
LoMyq) = mOM A (a5
mr22, A %y = mr267,.
La dérivée de ce vecteur est :

-
gt -
(.....,.ng%..t_"iziz)/m = mrze?“ = [“mgTCOSG‘Fk?‘?SinS]? .

La pm_;ecnon de cette équation suivant #, donne i’eq&a-
tion du mouverment :,

grcosﬂ +kr251n9 * mlw-

2
{ 2, 2 i
wsing ~ o, cost

4, Les positions d’ équilibre cnrrespondent 2 B= 0,
‘autrement dita ¢ : ‘

' sin By —mgco_sﬂéq = 0 (condition d'aquilibre)
' ) wn? m
i = (2 3

tan{d + xt),
il ¥ 2 done deux positions d’équilibre :

2

=3

8, m'a.rcta.n{—-%) 3
: @,

-92 £ 9|.+n:_= rr-;»archan(gi:‘)

Latangente etantposmve 91 [G et B,,é[n: [

Pour étudier leur stabilité, écartons legérement de poznt M

desa pos:mm d'équilibre pour le metire en mouvement :
. . Bmeéq+s avec &< 0, .

Remarquons que ; =&

Au voisinage de Péquiltbre, Hinéarisons P'équation dxffe-
rentielle du mouvement de 37:

E = mism(ﬂ#qi- £) —ngos(ﬁéq-} £)

£ = mf{sineeq cost -+ cosBy, sing ]
SRR . .
-l wg .

—u)z[coseéq cost -~ sinfl, sine ]

: ] "y '

; 2o 2. K I | RO
é—s[w]cosﬁéq-i-(ug.sm@éq] = w'fsm_aéq-mgcoseéq
. " T v B e
; o [
- condition déquilibre




IYoil Péquation différentielle :

g sf(ui cosB,y + w? sinBJ = 0.
Utilisons & nouveau la condition d’équilibre pour ne
faire apparaitre dans I'équation du mouvement qu'une

seule fonction trigonométrique :
o

Par exemple cos8,, = m@
&
. Fo)‘}+w2 .
= 8"“;“”"“’"”‘“‘,‘1’"""" meéqa = {.
Wy

Considérons les deux positions d'équilibre :

&, z sing, > 0

Position d'éguilibre
e instatle
"
ey
X
8
4
d
sing, < 0%
Position
d'énuilibre stable
: ORI
: o 2 ) + ¢y
Poscns : wy = |:——-T in |
. s . .
L vsi B -31 sing; >0 . Ewbie = 0

ia soluuon est divergente et le mobile, éloigne legere-

ment de Ja position d’équilibre stabie, n'y revient pas.

L¥:1 9 ‘.. 82 snB, <0 ,--.8+wua = {.

¥ agﬁ de l’equaﬁcz': différentielle d'un oscillatenr harmo-
- nique, la solution est simisotdule: Le mobile oscille sinusoi

]

A ethbre -Sigy 9 w«;«)gm—mlsmﬂ

da.lement an vo:smage de cette posmon d’équilibre stab]e
Pour dete:mmen a}n, comdewns que sm"B = ——E?‘:——ﬁ——
) 1+ tan?@

3
W+

4 4
Wy + 0y

e '4' g
2 oy oy |y iR
Wy = e e = Jly 0y
E¥od la pulsation: des oscillations :

‘ wy = ‘&f(uf “+ mg

‘4 Le systtme étudié dans le référentie] galiléen H; est

I'électron. Son poids est neghgeabie devant Finterac sion
Electrostatique
: B = xon.

!

Mécanique PCSI, MPS), PESE - tabaa, Close pripe

“E = ,4"“_4.'
J@y g

" Enremplagant i

Le moment en O de cette force est nul car le support de
la force passe par O J?io(ﬁ } =

1. Considérons le moment cinétique en O de Pélectron M
et appliquons e théoréme du moment cindtique
-
dLo(My ) 2
= =
( d? ) y HoF)

Le moment ¢inélique de M calculé en O se conserve au
cows du mouvement, sa valeur est fixée par la position
—
initizle OM, et le vecteur vitesse initiale 7 = ?3(M‘-,,g“)
da mobile :
— ‘
Lo(Mya) = OMx nd(M)0))
IR
inslant £
ey
= OMy amiy = mryvy?, = L.
2 2
instant £ = {0
Froprieté du produit vecloviel : le vecteur posmon M est
constamment perpe:adlcuiaue kS Lo qu; est un vecteur
constant. La trajectmre du point M est donc plane et

reste dans le plan (Oxy) o:thogonal a 2 fixé par les

condztmns Lmtlales {OMO, uu)

2, Apphquons Ia relation fondamentaie de la dynarmque
a l’electmﬂ ‘

mil(M g ) =

D’oir I'équation sous fonne vectonelle d’un oscillateur

hannomque spatial -

d OM
ds?

-:-LoQOM 0

La pulsation propre est :

G

Uy = [
07 JamegmAS

Avant d’effectuer iapphcahon numenque, rappelons
que: by = = ef Wy = Jmug.
"-’o




En conséquence :

Re=3 M}E_.&_z.
W 183 e,mc?

R =109m = 100 pm.
Le résulat est cobérent avec le longueur caractéristique
de fa dimension de Patome.

3. La solution générale vectorielie de Péquation du
mouvernent est :

&-m‘)’ = zcos(wot) + gsin(mut).
La vitesse de Vélectron §'6erit :
= w(,[—zsin(wat) + gcos(wnt)],

I

Compte tenu des condifions initiales : 3

df

ty -
= i
- ; wy 7
. Le vecteur position est :

C ==y 2
OM = rycos{agt) 2, + uTosin(wot}'e;
: o

(s
) Ho

o rocos{wyd)

Jay'= %‘ésm(mgz}

~Eliminons le temps dans cé touple d'équations horaires
“correspondant & un fiouvement de Pélectron 3 deux
- dimerisiond ¢ g e

9, .
£ gt
N
fo. [

- La teajectoire de Pélectron est une ellipse de ceatre 0
décrite dais 1é sens imposé par 7.

Les demi-axes de Pellipse sont {2 =7y, et b= -2
S pse (s @

" 4. Pour' gie la '_tré.;'ectore soit_circulaire, il faut que
" a = b, witrement dit :

Lorsque la vitegse initiale de Pélactron est nulle @ § = 0,
. Le mouvemént de Pélectron est rectiligne, sa trajectoire

est contenue par I'axe {Ox). On retrouve Poscillateur
harmoiigue 2 une dimerision.

On remarque 'importance des conditions initiales dues
4 la perturbation, eltes vont fixer la nature de la trajec-
toire de Pélectron dans Patome,

8. Il faut prendre en corapte une force de freinage doat
nous allons calculer le moment en 0:

ﬁa(?ﬂ: 654').\?(=—-b(—?§:\3=-£ OM A md

‘LO
A
= —=Lo(Mym).
Le théoréme du moment cinétique s'écrit maintenant ;
dTo( Mg - e 3 |
(_—d‘;"f‘L . Jui(?) +dho(F) = 2T (Myp ).
b

Le moment cinétique vérifie Péquation différentielle :

cif.)e A

+ =Ly =0

{
La solution est : fg(t) ] Ea(O)e x,
Le moment cinétique en O de Pélectron tend vers 0

avec une constante de tefnps : |1 = %2
ia relation fondamentale de fe dynamique donne :
TR C e
e2oM == dOM
JT:‘."""&'?E-— R k OM - k d[ .

"L’équation du mouvement de 'slectron sous sa forme

canonique st :

208 _wod OM
de @3 -de

- |
W = fo

Clest équation différentielle d'un oscillateur harmonique © - . ;
amorti : le rayon vecteur rtend vers 0. ‘
Méme si l'amortissement est faible, Péléctron va se diriger -
inexorablement vers le centre O en tourbillonnant dans

une trajectoire elliptique d’aire de plus en plus faible. .
Lratorne tel que F'a décyit ici Thomson ne peut pas stre
stable. Niels Bohr crée en 1613 un autre modsle:-
d'atome pour rendre compte de la stabilité atomigue :

les orbites des électrons sont alors quantifises. Ce fut le
dernier modele obéissant 4 la physique classique avant
avénement de la physique quantique.

—_— @ .
+m§OM=0 avec ; “9=,% et

6 - Théoréme du moment cindtique -







T Forces centrales conservatives
Létude s'effectue dans le référentiel galiléen RO 7, ?y, E:).

1.1. Force centrale

Une force centrale est une force dont le support passe, 2 tout instant, par un point fixe O
dans le référentiel d’étude galiléen.
O est appelé centre de forve ef, par commodité, il est Porigine du repare associs & Gy

=

235
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? - Foree centrale conservative




Remarque

La force cenirale est
de mornent nul et ne
proveque pas Ja rota-
ton du point M, mais
ce mouvement de ro-
tation peuf se pro-
duive & cause des con-
difions initiales.

236] ;

Cette définition implique que :
(i} I'intensité de la force dépend uniquement de fa distance ret non dela direction 2,

(i) Ho(F) = DM A F = 8.

1.2, Conservation du moment cinétique

1.2.1. Théoréme du moment cinétigue
Considérons le moment cinétique en O d'un point matériel 4 de masse m soumis 3 un
champ de force central F dont la source esten Oet appliquons le théoréme du moment
cinétique : -
g
(dLO{M /g;_s)) E
dt  m 0( ’=
rmcc
cenrale
Le moment cinétique du point matériel 2/ calculé au centre de force se conserve au cours
—3

du monvement, sa valeur est fixée par la position initiale OM, etle vecteur vitesse initiale
Ty = BM Ofe'n,,) du mabile :

ey —
LolMyp ) = OM o mB(My) = OMy & mB( My ) = Ly

instant ¢ instant initial {w O

¢ Cas particalier ot le moment cinétique du point 4{ est nul

e d
Zo = { : la particule est abandonnée sans vitesse initiale on avec une vitesse dont le sup-
; -
port passe par 0. A tout instant OM reste colinéaire & B{M /) et le mouvement de M
est rectiligne selon la droite OAF;, '

12.2. Premidre conséquence : planéité de la trajectoire
Par définition du produit vectoriel, le vecteur position est constamment perpendicuiaire

i 1‘3 qui est un vecteur constant. La trajectoire du pomt M est donc plane et ce plin @,

orthogonal & z , est fixé par les conditions initiales {OMU, H Mysa))-

1.2.3. Deuxiéme conséquence : loi des aires
1a description du mouvement du point M s'effectue, dans le plan @ de sa trajectoire, en
coordonnées polaires :

| Mécanique PCSE, MPSL, PTSI. 0 Natus, Ot rse




Remarque
‘Dans & base locale
Pglaite :

oM =%

v

= {F-r62,
+ (7B + 25032,

Remarque

 gardant un signe
constant, le mouve-
ment d'ug point sou-
mis & une force
tentrale tourne fou-
jours dans le méme
wns. Le sens de rota-
fon est fmposé par
h vitesse initiale.

Ilexpression du moment cinétique en O du mobile M est ;
L, = OB » mH(My ) = mrd, n [#,4103,] = m203,

Ce vecteur étant constant, la conservation du moment cinétique pour ua mouvement i

force centrale permet d'introduire une constante € appelée consignte des afres :

de
= pin
C=r+ T

Cette dquation constitue L'intégrale premizre du moment cindtique.

Evaluons I'aire dst balayée par le rayon vecteur Ej} lorsque & varie de d8:

dst %Ii“é’ﬁ&’ A dOH = élfﬁﬁ‘f} A2de] = %IIB”M"’ A Blde

UL N W
= é?dt = §T 0ds = §d!

* Loi des aires

Dans un mouvement 2 force centrale, le rayon vecteur balaye des aires égales en des inter-
valles de temps égaux,

La vitesss ardolaire constante s'exprime par :

dst

* Conséquence
Considérons une trajectoire non circulaive du point M Laire balayée par le rayon vecteur dtant
proportionnelle au temps, sur une durde identique de parcours, les aires s et s, sont &gales :

? ~ Farce centrale conservative l




Remearque
#, est orthogomal

5 3
A de,.

Remazque
Les conditions nita-
les fixent le plan de ia
trajectoire, les valeurs
da moment cinétique
et de 'énergie
mécanique,

238‘ <

} Mécanique PCSE,

La vitesse angulaire du point M est nécesseirement d’autant plus grande que le mobile est
situé prés du centre de force.

Revenons & la constante des aires écrite sous Ja forme € = #rd.

Pour les points 4 {point le plus éloigné du centre de force 0) et P{point le plus proche] la
vitesse du mobile est réduite & sa composante orthoradiale :

T=rbdy o Cord= ryuy = rpup.
St Lre—
Yy en A en P

Tg=Fp b U< Up

i.3. Conservaiion de Pénergie

1.3.L Torce centrale conservative
Une force centraje est conservative, Bp(r) est sa fonction énergie potentielle associée.

Le travail &lémentaire de la force 7 peut se mettre sous la forme :
sy
39 (Fra) = F-dOM = -d%,.
Le vecteur déplacement élémentaire étant :
ey
dOM = d(rd) = dr2, + rd?,
87 (P = f(n)2, - (drd,+1d?) = F(dr@B R +7f ()3, - d2..

Le vecteur radial 2, est unitaire, différentions ()2 = 1 == 2¢ . d7,=0,
Ainsi @

8T (Fra) = f(Ndr @) +1f(N3,- a7, = f(Ndr = -dBp(r).

1 ¢ ne dépend
quede 7

: 4%
« La force centrale est attractive si elle est dirigée vers 01 f(r) <0 et —~—a§—’-(—Q >0

r

' d¥
» La force centrale est répulsive dans le cas contraire : f{r) >0 et ;:r) <0,

1.3.2. Conservation de I'énergie mécanique

La seule force F appliquée an point matériel M est conservative, P'énergie mécanique
de M dans le référentiel 3, galiléen se conserve au cours du mouvement :

%m(M/@E) = %c(Mm‘)"'cép(M) = b
'%m = %m?ﬂ+%P(7) E émyg,{-%r(ro) .

instant ¢ instant iniGal 1= 0

Fn fonction des conditions initiales imposées, toute Fénergie mécanique est @ prior? per-
mise, contrairement & ce qui se passe 2 Péchelle atomique o les valeurs de 1'énergie sont
quantifiées. :

MESE, PTSL - © Nuban, Slase pripa




En remplagant 2 vitesse par son expression en coordonnées polaires :

() +(E) Jr e =

Cette équation constitue lintégrale premidre de Uinergie.

1.3.3. Iénergie potentielle effective
Le mobile ponctuel Ma deux degrés de liberté dans le plan de sa trajectolre, les deux intégra-
les premi2res permettent de déterminer son mouvernent sans utiliser expliciternent ka force :

de
ekl
T

R e

Liénergie cinétique de la particule se compose de deux termes :

=L

N rodiate _ 1 o =
Eénergie cinétique radiale : 9o 3m ( dr)

. 2

+ Liénergie cinétique orthoradiale ou de rotation : 85" = %muf, = —Ql-mrg(%?) .
Elénergie cinétique de rotation peut s'exprimer simplement en fonction de 7 en tenant
compte de Pintégrale premigre du moraent cinétique :

ég = g_ o cgmtat'mn _ lmg_

dt 2 ¢ 27 2
Lintégrale premigre de I'énergie devient :

énergie cmehque énergie cinétique
< 1a\ie de rotation

L@ T -,

[ —
énergie potentielle
effective B p{r}

i By gy () = B,

Létude du mouvement se raméne ainsi & wa mouvement radial 4 un degré de liberté :
Péquation obtenue 2 la méme forme que celle de Pénergie mécanique d’un point matériel
de masse m animé d'un mouzement rectiligne sur une demi-droite > 0 et dont Pénergie
potentielie serait Bp.q (7).

Cette énergie potentielle est I dnergie potentielle effective (ou efficace) du mouvement :

)
Epe (1) = %m% +%s(r)

Elle dépend de rmais aussi du mouvement étudié car elle prend en compte les conditions
initiales du fait de Ia présence dans son expression de la constante des aires C.

Lanalyse du diagramme d’énergie potentielle effective permet une §tude qualitative du
mouvement radial :

+ Lénergie cinétique radiale %;2‘““‘9 peut se mettre sous la forme ;-

BRI =g By 2 0.

7 ~ Farce centrale canservative




Remarque
ia force mnewto-
nenne est attractive :
E=0.

*La force newto-
nienne est répulsive
K<0.

Remarque
Faversement et en
accord avec la roi-
sigme loi de Newton,
fa particule (2) exerce
sur la particude (1) la
force de gravitation

gra - j'll -:2:
on parle d'interac-
tich gravitationnelle,
240T

Cette énergie cinétigue étant positive ou nulle, les domaines accessibles 2 la trajectoire de
la particule correspondent a :

cgm = cé?e&'(r)‘

* Lorsque Fégalité est réalisée, ¢’est-2-dire lorsque la courbe 8p,5(7) coupe la droite hori-
zontale %, la vitesse radiale # de la particule s’annule : la distance au centre de force ¢
atteint une valeur extréme qui peut étre un maximura ou un minimum. Soulignons que la
particule ne Pimmobilise pas car la vitesse est orthoradiale et non nulle :

La constante (est nulle pour une trajectoire rectiligne du robile.

p 2 Champ de forces centrales newtonien

2.1. Force newionienne

Un pomt matenei M dé . masse: ml _ .tue a une distance’r d ‘centre de force 0.

Lintensité d’une force newtonienne est inversement proportionnelle au carré de la distance r
qui sépare son point d'application du centre de force 0: on la qualifie de « force en »lﬁ »,
E'énergie potentielle assaciée & cette force est :

d¥p(r) =

Uénergie potentielle est définie 2 une constante 4 prés : €p(r) = ~ §+ A
Par convention, choisissons 4 = 0 de sorte que lim %u(r) = { {origine des potentiels).
7> Fom

Yol "énergie potentielle newtonienne :

() = - %

En fonction de fa valeur de K, Nous allons comsidérer deux forces newtoniennes
fondamentales : la force de gravitation entre denx masses ponctuelles et a force &lectros
tatique entre deux charges électrigues ponctuelies et fixes dans le référentiel d’étude.

2.2. Force d’interaction gravitationnelle (K = Gmngymn)

Deux particules (1) et (2} situées respectivement en O et M sont distantes de r et de « masses
gravitationnelles » respectives my et m. La particule (1) exerce sur la particule (2) une force
attractive appelée force de graviiation telle que

| Mécanique PCSI, MPSL, BTST- 0 Naian, e pripe




Remarque
fous avons considé-
i ict des masses
onctuelies. La ot de
;avitation est égale-
ent valable si Pon
soplace fa masse
p par une boule
st la masse volu-
ique présente une
métrie sphérique.

Remarque

Zette loi de force est
ol de Coulomb, i
git de Pinteraction
lombienzne.

- force coulom-
enne ést attractive :
4<0.

A foree counlom-
enne est répulsive :
g0

Fiag M
///f\

point d'agplication
{1 &

QT myg

point sGurce 2

; mym
?f’ivz ="G‘;_°§“?f

G = 6,672 - 10-11 (S1) est une constante universelle, la constante de gravitation universells.

La « masse gravitationnelle », caractéristique de fa gravitation, est actrice du mouverment
par laction attractive qu'elle exerce alors que fa « masse inerte », qui intervient dans la
relation fondamentale de la dyramique, traduit fa propriété d’inertie (résistance au mou-
vement) du systéme :

5
Mg ) = =

Plus fa masse inerte du systeme est grande et plus il est difficile de Paccélérer, voire de le

mettre en mouvement.

La masse gravitationnelle s'identifie expérimentalement & la masse inerte, nous les consi-
dérerons confondues.

L énergie potentielle d'interaction gravitationnelle est ;

%%ﬁv{r} - _miﬂ_l

2.3. Force d’interaction électrostatique ( K= _‘!ﬂ)

dne,
Deux pazticules (1) et (2) situées en 0 et Msont distantes de ret de charges &lectriques res-
pectives g et ¢ La particule {1} exerce sur la particule (2) la force dlectrostatique :

dlea ™ 1 ?_Qg
Pl = dmey 7%

L énergie potenticlle d'interaction dectrostatique est :

1_%od
dmey 7

%glec(f) -

Notez que la valeur £, de la permittivité du vide vérifie Z;%? = §x 10% (S.1).
. ¢

3 Etude des trajectoires en champ newtonien
3.1. Etude énergétique

Lénergie potentielle newtonlenne étant : | Bp(r) = »‘;?f

Lénergie potentielle effective s'écrit : gz
7

X
I3

B (1) =
_ 201
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* Plagons-nous d’abord dans le cas d'une force attractive : K> ¢
« Dénergie potentielle effective admet un minimum powr la distance »; la dérivée de
Bper(r) par rapport & 7 gannute :

dcgpenf___ ¢ K d%pg
r

2
T A =0 pow 1y = mG? ety teoa,

d y3 oyl dr K
+ Dénergi felle effective minimale est alors : Bpyy(ry) = ~ & Loy 5 =
énergie potentielle effective minimale est alors : Gpylvg) = ~grE "21'0'
L2 ¢
+ {Jénergie potentielle effective Sannule en : ¢* = %%{C— = §°

Le profil de potentiel a 'allure représentée sur la figure suivante. La nature des trajectoires
dépend de I'énergie mécanique de la particule et ainsi de sa position initiale et de sa
vitesse initiale. Nous allons étudier graphiquement les différentes trajectoires.

L
Lp>0 casi
h
\
'
H s K ] :
' cas 2
& i ' i
N E
i : :
$ =0 4 cas 3
\E/
cas 4
K /
2mce

i
I
'y
i
ks

*5i %, =0 (caslet?):
— dans la zone accessible, le domaine de variation de r est non bomné :
PELT i o[
~ la particule Marrive de Iinfini, atteint une distance minimale d'approche r;, puis
repart a Vinfini, ¢’est un état de diffusion.
*S5i %, <0 lcas3):
~ dans la zone accessible, le domaine de variation de 7 est borné par r) et ry:

r&lr,nl;
- la particule M reste & distance finie du centre de force, Cest un dat ¢
25, = —2—7-5%—2 {cas 4} :
- rne peut prendre qu'ufe seule valear 1| 7 = g = TRC-E

-~ la trajectoire de la particule est un cercle de rayon r, autour du centre de force ;
- Ia vitesse radiaie est toujours nulle.

l Mécanique PCSI, MPSY, BYSI. & nuhan, Clce pripa
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* Dans le cas d’'une force newtonienne répulsive 1 E<0
1 0% K 1 (2 ( K )

Braln) = g =T = amE v 05
2 =
=G >0

Lénergie potentielle effective est toujours positive : i 'y a que des états de diffusion.
Le profil de potentiel  Pallure représentée sur la figure suivante :

Boan(r}

asse radiate nuile M

/ B> 0
whwe
\u‘&é foin
N

cantre de
force

zone
Inasccassibla

La particule arrive de Iinfini, s'approche du centre de force jusqu’a une distance minimale
Trin PUS repart 3 Vinfind,

Pour déterminer la distance minimale d’approche, observons qu'elle correspond 4 une
annulation de la vitesse radiale :

1 ¢ K
_m_»m

2
2 Tmin Fenin

= ‘6m‘=’% 7'2 + Kr_, —s—lsz2 = 0,

m’ min min

En ne gardant que la racine positive de cette équation du second degré :

Tein = 2—%;( 1+ ng%“‘w 1)

3.2. Nature des trajectoires

La trajectoire de la particule M dans un champ de forces centrales newtonien est une congue.
Léquation d’une conique en coordonnées polaires (8 €[0, 2xf, »> () avec origine an
foyer Dest:

r(8) = 1+ ecos@

' 243
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Remarque

Le paramétre de la
conigque ne dépend
que du  moment
cinéticjue.

244 -

Le foyer est le centre de force situé a Porigine O des coordonnées polaires.
Forigine des angles est choisie au point de la conique le plus proche du foyer O,
La distance p est le paramétre de la conique. On montre que :

_mG*

Fid

1 excentricité e caractérise le genre de la conique, Ia nature de la trajectoire :

¢ ¢ = 0:la trajectoire est circulaire.
* Le rayon de Ia trajectoire est indépendant de 8: r(8) = p.
« Le paramatre de la conique est le rayon de celte trajectoire, précisons sa valeur :

%

p=TU K

» { < ¢ < 1 la trajectoire est une ellipse.

Point maths. En notant ale demi-grand axe de Pelipse et §son demi-petit axe, 'équation
de Pellipse en coordonnées cartésiennes avec origine au centre £ est:
a2

F+%§ = 1.

4
20 | T 5
5 centre da force
!
!
s .,_,.______w‘__/
:
AR

H fax
’ 2a

. N 1 . :

» Le dénominatevr ne s'annule jamais car ¢ < 1=» cos) = -= <1 {impossible)

w2 § &[0, 2x] : le point M effectue un tour complet autour du centre de force O et
rreprend sa valeur initiale : 7{8) = r {0+ 2x).
» Lorsque le point M est 4 distance maximum (apogée, aphélie) :

“=T(3€)=-f—-

1-e

T4E Ty,

* Lorsque le point A est 3 distance minimum (périgée, périhélie).

Tp= T = 7{0) = L

1+e

| Mécanique PCSI, MPSE, PTSE. © Noton, Clawe prpa




Une trajectoire fermée gui n'est pas circulaire est une ellipse de grand axe :

2a= T T ='i_4_ﬁ_=__%

nax mun 1““‘3 1'1“8 1"“32

g
e

+

&

=Y
=
™~

min

Ce rapport permet d’apprécier Paliure de Uellipse en comparant le point ie plus élei-
gné du foyer en O de Vellipse du point le plus proche du foyer.

= ¢ = | la trajectoire est une parabele.
* Langle qui annule le dénominateur de la conique est 6 = = rne devientinfini que

dans la direction n. La distance minimale d'approche est 7, = »f%} = g

° ¢ >> 1:la trajectoire est une hyperbole.

* Le dénominateur s'annyle pour cosd = «»% {cos@ < 0), rdevient infini pour les
deux directions d’angles :

0w sl =0, =) 0,6 o

La trajectoire qui s'étend entre ces deux valeurs est une branche d’hyperbole.

3.3. Energie et nature des trajectoires

La trajectoire d’'une particule soumise 2 un champ newtonien attractif cu répulsif est une
conique. Le type de trajectoive dépend du couple mathématique (g, ¢} mais derriére se
couple se cache le couple mécanique (C, €} et donc les conditions initiales sur la posi-
tion et la vitesse du mobile,

Connaissant 'expression de la conique, nous pouvons caleuler Pénergle mécanique de la
trajectoire :

1
avec = =

1 pdm® 1 C* K 1
% (F) *575-7 O

m = 57| {1 +ecosB(t))

« Pour déterminer %E effectuons la dérivée plus simple de % en pensant 3 décomposer :

5(1) d(l)dr“ 1dr

als) =~ wh)a = aw
D’autre part : .

d 1y dehvd | eoode

Eﬂ(?) = de(r) & = "0
Adnsi :
Ldr Esiﬂﬂgp— =>
2de o de

dr _ ¢ ,d8 - Ce

T }"T I smB_— psme

4
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1 mC? &2
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P

2
% mC

m

2 ‘___g_:
X
Seit :

& §ij~1{e2-i) ou

m

On retrouve dans ceite équation Iintégrale premidre du moment cinétique.
« Uexpression de Pénergie mécanique devient :

iy
13

2 Q
= -l-m(fgsina) +%m02(§’(1+ecose)) _%'(Hecose}

%(%ﬂzcos&) —%’(1 +gcosf) = é%(eg_ 1).

K2
2mC?

mG?,

K K

(1)

m® avec p=

81 4,,> 0 alors ¢ > 1: la trajectoire est uste hyperbole de foyer 0. Etat de diffusion.
8i €, < 0 alors ¢ < 1: la trajectoire est une eilipse de foyer O.

Etarlic

+ Compte tenu de 1z relation p = zE—Q_ag—ij, Fénergie d'une particule sur une elfipse est:
X
Cpmgm
Récapitulons :
e=0 0<e<] e=1 e>1
cercle ellipse parabole  hyperbole
@
Fiq K
%’“=m2m02 =g <0 Eu =0 €n>0

son énergie |

Pour bien comprendre I'influence des conditions initiales, le schéma qui suit représente
les diverses trajectoires adoptées par un satellite lancé & partir d'une méme position ini-
tiale mais avec des vitesses initiales croissantes, c’est-2-dire pour des valeurs croissantes de

n"'

Mg

hyperbote

dtats de diffusion :
la particuls
na revient pas

parabois

eliipse

> dals flés

%

Mécanigue PCSE, MPSE, PTSL. 2 Nuhan, Classe pripe
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4 Les lois de Kepler

4.1, Enoncé des iois de Kepler

A partir des observations de Tycho-Brahé, Kepler a découvert les lois du mouvement des
plangtes du systéme solaire.

* Premizve Ioi (1605) : les plandtes sont des ellipses dont le Soleil occupe un des foyers.

* Deuxidme loi {1604) : le rayon vectenr Soleil-planéte balaye des aires Sgales en des temps
Egaux,

* Troisitme loi (1618} : le carré de la période orbitale T des planétes est proportionnel au
cube du grand axe de leur ellipse.

Les deux premitres lofs sont justifiées par Pétude des champs newtoniens.

4.2. Troisidme loi de Kepler

La loi des aires (deuxitrne loi de Kepler) indique le caractére constant de la vitesse aréolaire :
au_c |
de ~ 2 :

Exprimons cette vitesse sur une période 7' de révolution, alors que le rayon vecteur

balaye, pendant cette durée, la totalité de Paire de Vellipse : ab.

dd _nab _C | 0

de o2
Pour démontrer la troisizme loi de Kepler, i faut exprimer &

2
Une caractéristique géomeétrique de l'ellipse est g = % et nous avons montré que :

_ mC? g _ maG?
L S A ¢

Elevons Méquation (1) au carré et remplagons §% par cette valeur, il vient :

T2 - 4nim

o K

Pinteraction est gravitationnelle entre corps a symétrie sphérique : ils se comportent
comne des particules ponctuelles. La particule mobile est la plandte de masse m et le cen-

tre attracteur est le Scleil de masse M.

K= GM@m

T2 4n?
& =Gt

Le rapport est indépendant de la plandte considérée et permet d'accéder & ka valeur A,

. |z47:-
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Tester ses connaissances

> Corrigds p. 267

b 1 Lorsque la trajectoire d'un point sournis & une
force centrale est un cercle, le mouvement de
ce point est uniforme.

! a. Vral.

)t Faux.

B 2 Lorsque la vitesse d'un point matériel M

soumis & une force centrale est nuile en wn

point M, de la trajectoire, la trajectoire du
mobile est :

[0 d. Une parabole.

D e. Une droite.

a. Un cercle,
b. Une ellipse.
¢. Une hyperbole.

[
0
L
3

P

Un satellite M décrit une ellipse dont le centre
de Ia Terre accupe un des foyers 0. Lorsqu'l
est 3 une distance rp = 30 000 km de @ un
moteur anxiliaire lui commumigue une vitesse
By de module vy = 6 k- 571,

Ondonne : My = 6-10% kg3

G = 6,67 10U N.m?. kg2

La trajectoire du satellite est :

[ e Une hyperbole.

(] d. Une parabole.

a. Un cexcle.
bs. Ure ellipse.

Pour un satellite de la Terre en trajectoire elfip-
tique, le périgée Pse trouve i la distance rp du
centre de Ia Terre et Fapogée 4 3 une distance
7y double : r4 = 2rp. Les vitesses respectives
du satellite en ces points sont telles que

D C. vy = lt.’P.

A vy = Uy
A P g

J
O
b5

b. Uy = 2!1]).

Un satellite Mest en orbite elliptique autour de
la Terre. Par Pintermédiaire d’un moteur auxd-
liaire, on: désire lui communiguer de I'énergie

pendant une durée trds bréve. En quel point
de la wajectoive devra-t-on déclencher le
moteur pour uneé efficacité maximale ?

[ P périgée.
N A lapogée.

B & Latrajectoire de la Terve autonr du Soleil est
quasi circalaire de rayon R

Données : R = 150 - 106 km ;
G = 667101 N -m?-kg2.
La masse Mg du Soleil est :
a2 107 k. [ e 82-10% kg
b 2 109kg.

B 7 Pour un champ newtonien, la courbe repré-
sentative de Pévolution de I'énergie poten-
tielle effective en fonction de rest: ‘

Epenlr)

(5)

)

@ \

2 . \

1

¥ ~

Préciser, pour chacune des valeurs de I'éner-
gie mécanique B, (notdes de (1) & (), la
nature de Ia trajectoire et celle de son état, lié
ou de diffusion. Donner pour chacune de ces
énergies la valeur de lexcenbricité ¢ ou
Pintervalle qui la délimite.

Macaniaue PCSI, MPST, PTH! . © Natn, Classe pripe




Savoir appliquer le cours

> Corrigés p. 262

Donndes :
My =6-10%kg;, Ry =6400km;
G =667 1000 N . m? kg

B § On désigne par My et Ry respectivement

la masse et le rayon de la Terre. G est la
constante de gravitation universelle.

Un satellite artificiel M de masse m est en
orbite circulaire de rayon R autour du centre
Q de la Terre, Les frotternents dus 2 Patrnos-
phére sur le satellite sont négligés. ‘

a. Déterminer 'énergle mécanique € du
satellite sur cette trajectoire en fonction de
G, My, metR

b. Retrouver la troisigme loi de Kepler
reliant la période T'de révolution du satellite
antour de la Terze, le rayon R de sa trajec-
toire, G et M.

¢. Déduire de ces résultats I'énergie mécani-
que et fa période de révolution du satellite
sl est en trajectoire elliptique de demi
grand axe a autour de la Terre. Le centre 0
de la Terre ocoups, en ce cas, le foyer actif de
Pellipse,

B 2 Calouler Ia vitesse »g nécessaire pour satel-
liser wn corps sur une ozbite circulaire
rasante, c'est-d-dire au voisinage de la sur-
face de fa Terre. Cetie vitesse est la premiére
witesse cosmigue. Déterminer la période de
révolution du satelfite.

B 3 Calculer la seconde vitesse sosmigue on vitesse de
Uibération vy : cest la vitesse minimale qu'il
faut communiquer au satellite placé sur la
Terre pour qu'il se libére de Pattraction gra-
vitationnelle.

b 4 Dans la bande dessinée < Objectif Lune» de
Hergé, on peut lire ces mots des ingénieurs
qui snivent la fusée transportant Tintin :

« Observatoire & Station Controle... La fusée
est & présent 3 3 185 km de son point de
départ. Elle vient d’atteindre la vitesse de
libération, soit 9km 133 m 3 la seconde.
Tout semble normal ».

Cette observation vous semble-t-elle compa-
tible avec votre résultat de la question
précédente ?

B 5 Une particule incidente o, de masse metde
charge ¢ = 2¢, est émise & P'infini avec une
vitesse initiale Dy = v,?, et se dirige versun
noyan cible placé en O, fixe dans le référen-
tiel du laboratoire galiléen et de charge
@ = Ze. La distance entre le support de la
vitesse initiale et la droite passant par 0
paralleie & By est e paramétre d'impact b,

Déterminer la distance minimale d’approche
Toin = OP enfonctiondesy, Z, ¢, m vy et b

249 ¢
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Loy RT, A et de: fa pé_rw
Pourqtzot lance—t—on préférentiel

@ e & ré 4l ét, zmmabzle dans b Tefermtze
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g
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Joui:ons Une autre interriga hon £l o
Létude d'un tel mouvement estsystematzque

Le systeme est le satellite M/ de la Terxe.
Lztude s'effectue dans le référentiel géocentrique R supposé galiléen.
La seule force appliquée & M est la force gravitationnelle :
P = ﬁf;’gm”f* = —Gm()M
Cest une foree centrale conservative dénergie potentielle : 88~ (r) = - %%an

Avec Porigine de 'énergie potentielle gravitationnedle choisie nulle 3 Pinfini.

Le moment en O de cette force est nul car son support passe par le centre de force 0. | 251 ¢
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1lapplication du théoréme du moment cinétique en O nous permet de conclure sur le
f caractére constant du vecteur moment cinétique de 3/

i dZO(M/g; ) - 2
i ( di 0)1@02@50

farce centrale

Ce moment cinétique est fixé par les conditions initiales :

Zo = mCTA-{)(,Aﬁ(, = mEHAﬁ(M,%}

i Finsant (=0 & Pinstant ¢

; Par propriété du produit vectoriel, le vecteur position et le vecteur vitesse du mobile Af

sotit en permanence perpend:cu]aures au Vecteur f constant.

La trajectoire de M est plane et confinée dans le plan (OM 0: By} comtenantie centre
L————

conditiers initiales

de force O et perpendiculaire 2 20'

La trajectoire du satellite est circulaire, sa position est définie sans ambiguité par Fangle 8

des coordonnées polaires.

Addeaniaue PCSI, MPSE, PTSD © Nuhan, Clae pripa




Ecrivons Ia conservation de Pénergie mécanique du sateBite :
v Mym
8, = Bo(v)+EEV() = %rmﬁw G-t

[ A—
terme constant

Le rayon de la trajectoire étant constant, la vitesse {pas le vecteur vitesse) est constante :
Le mouvement de M est circulaive uaniforme.
Le référentiel %y est galiléen, appliquons maintenant le principe fondamental de la
dynamique au systéme dans la base polaire adaptée au probleme :
M—r?ﬂ_; - 02 dv
Few = G, = miMyp,) = ~mid, e mLd,.

Le caractire vectoriel de ce principe nous permet d"obtenir deux relations suivant 7, et 7, :

GHM
* projection sur 7,: 2% = ——;:E

’ - dv . . .
* projection sur 7y b7 0 mouvement circulaire uniforme.

Nous retrouvons par la deuxizime équation le caractdre uniforme do mouvement circu-
laire de M

La premiére équation nous donne la vitesse constante du satellite :

GM.
oy = —_‘;'_I

A la surface de la Terre, si Pon confond champ de pesanteur est champ de gravitation
’ M’g‘m
mgy = G“}“%W-

Dol :
GMy= go R .

La vitesse du satellite s'exprime encore de la facon suivante :

&
vy = Ry }9

Pour Pappiication numérique, observens que : r = RT;I- h:

G,

Yy = = 7,44 km - s+,

T+

Le mouvement est & force centrale, 'énergie mécanique de M est constante au cours du
mauvement, !
253 -
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nergie cinétique du satellite :

Elexpression de » obtenue permet d’écrire I'é

]
; M .
‘ B = %my?, - % ~I2 -éf@%‘”{r)@%gﬂ (r) = —2%€.

DXt Pénergie mécanique du satellite :

B, =B+ EF = o= B

Le théoréme de la puissance mécanique permet d'écrire :

: 46, (Ma,) .
| ( H = )/gtc = P(‘i‘ima) = P(?f/mu) <0

: Les forces de frottement sont dissipatives de I'énergie mécanique du satellite :
4%, (Mg ) <0

5 4%y 1

Or: 4%, (M) = P dr = QG %

[
>0

dr = dr < 0.

MTm
2

; Et d’autre part,
: A (Mig,) = ~ABe(Miq,) = % > 0.

Si ls dissipation dénergie par frottement reste faible, le rayon de la trajectoire sera de
plus en plus faible et cette « chute towrbillonnaire » s'accompagne d’une angmentation
progressive de la vitesse du satellite.

. 254
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Lorsque le satellite est posé sur Ia Terre en un point de latitude », son énergie mécani-
que se compose ;

* De Dénergie cinétique de rotation :

2

D ST | 2. 1 fon
B o= Fmt = Qm{RTcos?»Q) = gm(j,,Rch;s?\.) .
- De I'énergie potentielle gravitationnelle
gEw 'C«'MTm
B G

La somme de ces deux termes constitue 'énergie mécanique € du satellite immobile &
la surface de la Terre :

Mom

Ry

€ (M)

ey = %m(g?mRTcosk)g—‘ G

On constate que cetie énergie mécanique st maximale lorsque A = 0, cest-d-dire sur
IEquatenr. Puisque le terme d’énergie potentielle est indépendant de ia latitude, cela
veut dire qu'a V'énergie mécanique maximale correspond une énergie cinétique maxi-
male due A la rotation de la Terre :

rotation i %112 2
B = g E)

Pour lancer le satellite, il faut Iui fowrnir de 'énergie cinétique dans le référentiel géacen-
trique. Celle-ci sera d’autant plus faible que le satellite dispose cléjt, dans ce référentiel,
de I'énergie cinétique de rotation de la Terre, maximale 4 PEquateur. Mais, pour n
bénéficier, il faudra bien entendu envoyer le satellite dans le sens de rotation de la Terre,
c’est--clive vers PEst,

Le caleul de 1a vitesse d’un point de la surface du sol terrestre est :

Uy = QT“.RT = 0,46 k- 51,

“® 5 Le plan de la trajectoire du satellite Mlancé dans le sens de rotation de la Terre en un
point de latitude A est un plan paralléle au plan de 'égoateur {orbite hors du plan de
PEquateur sur fa figure}. Or le mouvement de M est & force centrale et le Plan de sa tra-
jectoire doit absolument contenir de centre de force 0. Le seul plan paralléle au pian de
PEquateur et contenant le point O est le plan de I'Equateur lui-méme.
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Les satellites géostationnaires doivent tourner sur un cercle de rayon rg dens le plan
équatorial avec la méme vitesse angulaire £ que la Terre.
v = ref = rcgj{«c-

T est la période du mouvement de rotation de la Terre autour de l'axe SN. Le satellite
géostationnaire & sa période de rotation calée sur T'pour qu'il puisse 2 tout instant &tre &
fa verticale d'un méme‘h?ﬁ‘&*ia*sgrface du sol terrestfe &

. T = 861645 (7

Tous les satellites sur orbite circulaire ont pour vitesse :

oo [T 2m
G~ e _,GT

Lowque le sételljte soumis 3 Pinteraction gravitationsiel ést situé 2 Paltitude A, son mou-
vetnent OTR aisi & la troisidme loi de Kepler

: T2 _ An?
i / Ly GMy

TG M, N
ke p ~Ryp = 35 3{_ {fm, 7g = 42 170 km.

On retiendra Paltitude de Porbite géostaﬁo{nn jre - 36 000 k.
Observons que le résultat est méé?endant‘@é\ia' assé du satellite.

La vitesse de rotation du satellite est la viteé%e de'rotation de la Terre : R

07 km - 51,

|
vg = T = (RTJ,hG)?Tf‘-\

Son énergie mécanique est

B gmot - G-ED ZU4710°).
47107 04-109f

Ces grandeurs sont i comparer avec les termes dénergieicingtique de rotation et d’éner-
gie potentielle gravitationnelle du satellite immobile 4 la Jurface du-sol :

Pour A = O
I 9m 02 Mym
By = gm(FR) - %, 76ws 10
0,1.10°] 62,6109 \

Pacaniaue PCSE, MPSE, PTIT . 0 Notan, Cluse pripa




= Carrigé p. 263
Cluantification du moment cinétique :
'atome de Bohr

En 1913, L physicien dancis Niels Bokr imagine un

modile « plandiaire » de Uatome afin dexpliguer ls rates .

émises par des atomes d'hydrogine excitds. Ce modéle,
aufourd’hui obsoléte, ne permit pas dexpliquer les specires
dey qutres atomes. Une nouvelle physigue fut nécessaive : la
physique quantigue,

Dans ce modéle, Patome d’hydrogéne est un sys-
téme A deux corps constiteé d'un noyau, le proton
de charge électrique +e, et d’un électron M, de
masse m, et de charge —e.

1La masse du proton étant prés de 2 000 fois celle de
Uélectron, le proton est considéré comme fixe dans
le référentiel d’étude galiléen R (0;7Z,, ?}, )
ayant pour origine le noyau.

« Premier postalat de Bohr: Pélectron ‘(fs"e
déplace uniguemnent sur certaines orbites circulai-
res appelées états stationnaires. Ce mouvement
peut étre décrit par la physique classique.

D’aprés Bohr, Pélectron a un mouvement circu-
faire de tayon 7 et de vitesse v autour de 0,

Le charmup de pesanteur est négligeable 4 Péchelle
atomique et Pélectron n'est soumis qu’a la force
d’interaction électrostatique :

—g? 2
dmeyrd T

1. Montrer que le mouvement circulaire de Pélec-
tron autour du noyau est uniforme et exprimer 2%
en fonction de r, e, m, et £,

2. Exprimer Pénergie cinétique €(r), Pénergie
potentielle d’interaction électrostatique %p(7) et
P'énergie totale ¥(r) de I'électron :

E(r) = Bolr)+Epir).

« Deuxidine postulat de Bohr d'aprés une
idée de Planck : Pélectron accéléré par le proton
ne peut pas rayonner de fagor continue, mais doit
attendre de passer d’une orbite permise » 4 une
antre orbite d’énergie inférieure m pour émettre

brutalement un rayonnement sous la forme d’un
photon d'énergie :
hvn—v m = %u”%m {avec "> m)

€. et €, sont les énergies des dewsx états, £ la
constante de Planck et v,_, la fréquence du
rayormement correspondant A fa transition z — m.
Pour quantifier Pénergle de Pélectron, i ajounta un
troisidme postulat ou condition de quantification -
les seules trajectoires circulaires permises sont cel-
les pour lesquelles le moment cinétique orbital est
un multiple entier de la constante de Planck
réduite h: .

Lo(M) = nh = npt
3. Déterminer la vitesse v de Pélectron en fonc-
tion de 7, m,, % et du nombre quantique principal
7 (n entier = 1).

4. Les trajectoires stables de T'électron sont des
cercles de rayon 7 quantifié par #z tel que

r = alrg.
Calculer {en pm) le rayon de Bokr noté #,.

5. En déduire Pénergie totale de Pélectron quanti-
fiée sous la forme :

6. En supposant 'électron dans son état fonda-
mental {r = 1}, calculer sa vitesse v, et I'énergie
d'ionisation de Yatome (Pexprimer en eV :

1 eV = 1,810 ). Délectron est-il relativiste ?

7. Déterminer I'expression littérale de la constante
de Rydberg Ry relative 3 Patome d’hydrogéne et
caleuler sa valeur :

i Va—um 1 1
:l\-nm,m = p = R}I(%‘ﬁ“ ;‘5) {avec ﬂ)ﬁ)

La constante ¢ est la célérité de la lumidre dans le
vide.

Dannées :

ko= 6626-10"%].5

3, = 8,84 - 10712 C2. N-b 2
c=3-10%m-5%; m, =9,1-10%kg

e =16-100C,
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Satellite en orbite elliptique

Le mouvement d'un satellite artificie] de la Terre
est étudié dans le référentiel géocentrique Rg
supposé galiléen. Ce référentiel a pour origine ce
centre O de Ja Terre et ses axes sont orentés dans
la direction de trois étoiles trés loignées et fixes.
I}équation de la trajectoire elliptique du satellite
soumis & la seule force de gravitation exercée par
ta Terre est donnée dans le cas général :

(8) =

» Corrigé . 264

T +ecost

Uorigine des coordonnées polaires adoptées pour
décrire le mouvement est en O; p et ¢ sont des
constanies.

On donne : My = 5,98.10%kg; By = 6 370km;
= 6,67 10" N.m? . kg2

1. Commest appelle-t-on p et ¢? Que peut-on
dire de la valeur de ¢ ¥

2. Représenter I'aliure de la trajectoire du sateliite en
faisant figurer 7, 8, le centre Qet la force exercée par
Ia Terre sur le satellite. Placer les points Pet 4 corres-
pondant respectivernent & Papogge et au périgée :

* apogée : puint le plus loigné du centre de force 0,
« périgée : point le plus proche du centre de force O.
Préciser, sur le schéma, le demi- grand axe de
Pellipse noté g, les vecteurs vitesses B, et Bp du
satellite respectivemnent en 4 et P ainsi que ses
positions respectives v, et 7p par rapport & 0. Eta-

blir une relation entre valeurs vy, vp, 7,4 €t 7p.

3. Déterminer r4 et rp en fonction de p et & En
déduire une expression de 7, en fonctionde zet e

4. Rappeler I'expression générale de Dénergie
mécanique %, du satellite de masse m en orbite
elliptique en fonction de G, m, My, ret desa
vitesse . En considérant 'expression de énergie
mécanique en A et F, montrer que :

g, = MTm

5. Le satellite a son périgée 2 une altitude
hp = 600k par rapport au sol terrestre et une
période de révolution T = 6700s. Calculer e
derni-grand axe @ de sa trajectoire, son excentricité ¢
et Paltitude %, -de Fapogée par rapport au sol.

Mécaniaue PCSI, MPSE, PTSU & Natb, Clase pripe
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Changement d’orblte d'un satellite :
demi-ellipse de transfert

Le mouvement d'un satellite artificiel de la Terre est
étadié dans fe référentiel géocentrique Ry supposé
galiléen. Ce référentiel a pour origine ce centre Ode
Ta Terre et ses axes sont orientés dans ka direction de
trois étoiles trés Eloignées et fixes. La Terre tourne,
dans ce référentiel, autour de son axe avec une
période de révelution Tet une vitesse angulaire Q.
Le satellite subit la seule force de gravitation de la
Terre considérée 4 symétrie sphérique, sa masse m
est négligeable devant celle de la Terre,

On désignera par My et Ry respectivemnent la
masse et le rayon de la Terre. G est la constante de
gravitation universelle et gy intensité du champ
de pesanteur terrestre au niveau du sol.
Ondonne: By = 6370km; go=88m-s%;
T = 86 164s.

Le satellite M est en orbite circulaire {B) rasante de
rayon Ry autour de la Terre, on veut le transférer
sur Porbite géostationnaire {G) de rayon Rg.

Pour effectuer le transfert, une variation brusque
de vitesse est communiquée au satellite en F par
éjection d’un gaz pen&ant une durée trés bréve st
dans le sens opposé de Ia vitesse du satellite. A son
arrivée en 4, on communique au satellite le sup-
plément de vitesse qui lui permet de se stabiliser
sur Porhite géostationnaire.

L Dans quel plan particulier se situent les trois
orbites ?

2. Caleuler Ja vitesse v du satellite sur son orbite
basse.




3. Calculer lerayon Rg de la trajectoire du satellite
en orbite géostationnaire et sa vitesse v,

4. Exprimer Pénergie 4., du satellite sur Pellipse
de transfert. Calculer sa valeur pour un satellite de
masse m = 1000 Kg. En déduire le supplément
de vitesse Avp qu'il faut fournir au satellite pour
qu'il passe en Psur Pellipse de transfert et le sup-
plément de vitesse Av,; quw'il faut hui fournir en 4
pour qu'il se cale en orbite géostationnaire. Quelle
énergie faut-il fournir en P et 4 pour réaliser le
transfert du satellite ?

8. Quelle estla durée de ce transfert ?

* Lorrigé p. 267

A

Freinage d'unsatellite en trajectoire
quasi circulaire

Le mouvement d’un satellite artificiel de la Terre
est étudié dans le référentiel géocentrique Ry
supposé gatiléen. Ce référentiel a pour origine ce
centre 0 de la Terre et ses axes sont orfentés dans
la direction de trois étoiles trés éloignées et fixes.
Le satellite subit la seule force de gravitation de la
Terre considérée & symétrie sphérique, sa masse m
est négligeable devant celle de 1a Terre.
On désignera par My et Ry respectivement la
masse et le rayon de la Terre. G est la constante de
gravitation universelle,
Le satellite M, en orbite circulaire de rayon v
autour de la Terre, subit des hautes couches d’air
strmosphérique raréfié une force de frottement de
la forme :

?f m —-vag.
Le coefficient ¢ est positif et v est le module de la
vitesse 7 du satellite dans 9.
La farce de freinage &tant trés faible, la trajectoire
du satellite reste gquasi circulaire et, pendant une
révolution, la variation de Ia distance au centre Ay
reste trés inférieure 3 v La durée d'une révolution
estnotée T,

1. Dans le cas d'une trajectoire circulaire du satel-
lite, alors que les frottements sont négligés, mon-
trer que les énergies mécanique, cinétique et
potentielle du satellite vérifient :

Ces relations restent valables dans le cas de la tra-
jectoire quasi circulaire.

2. Déterminer, pour une révolution, la variation
ABE™ de I'énergie potentielle de gravitation en
fonction de G, m, My, ret Ar_ En déduire la perte
A%, dénergie mécanique sur une révolution.

3. Calculer, sur la méme périade, le ravail Iy,
de [a force de frottement en fonction de @, m, v
et v. En déduire que :

Ar = —dmort,
Quel est Peffet des forces de frottement de 'atmos-
phére sur le rayon de la trajectoire et sur la vitesse
du satellite ?

' dr Ar
4. En supposant que 57
unee loi de la forme : Jr(t) = Jﬂ; + K¢ o Kestune
constante & déterminer en fonction de o, Get M.

5-_ W
Utilisation de {'invariant de Runge-Lenz
Lexpérience de Rutherford réalisée en 1911 révéla ln
structure lacunaire de lo matitre. 1l interposa, entre une
source radioactive émetiant des partioules o (noyaux
d'hélium} ef un détecteur de particules, une mince fouille
dor de 0,5 pm ; il gonstata que quelgues particules seule-
ment dlaient dévides, alors que lo plupart d'entre elles tra-
versaient ln fewille dor dams Ulespace vide, sans
modification de leur trajectoire.

Une pasticule M de masse m est en mouverment
dans un référentiel R (0; i E;, ?z) geliléen. Ce
mauvement est dil 2 un champ de force centrale
newtonien de centre de force O:

7=-%2

&7

monirer que 7 suit

> Corrigd fr. 268

—
2 oM
avec ¢, = ——r

=
On introduit le vecteur de Runge-lenz 4 pour
Tetrouver certaines caractéristiques de la trajectoixe :

d=1p.7,-x2.

-
1, est le moment cinétique de la particule (vons-

tant et défini par rapport 2 O} et § = ﬁ(M,g‘E) son
vecteur quantité de mouvement.

B
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1. Montrer que 4 est un vecteur constant du plan
de la trajectoire.
2. Exprimer la quantité 4% en fonction de Péner-
gie mécanique de la particule :
Cy 2
2w K21 4 2T FE,
a2 = K2(1+2—21))
—
3. Effectuer le prodnit scalaire A-0OM. En
déduire Péquation polaire de la trajectoire en dési-
—3
gnant par § I'angle entre A et OM :
"8) = —b .

e 4 gcosh

4]
Exprimer le paramétre g et Pexcentricité ¢ de la
conique en fonction de m, K, L, et ¥,
En déduire une borne inférieure de 'énergie méca-
nique %, de la particule et ja classification des coni-
ques ohtenues en fonction du signe de Péneryie.

4. On 'intéresse au cas pasticulier de la diffusion
Rutherford. Une particule incidente «, de masse
m et de charge ¢ = Ze, est émise 2 Pinfini avec
une vitesse initiale T, = vy?, et se dirige vers un

282 cvninea ST, MPSE, PTSI . © Nathan, Clase pripe

noyau cible placé en 0, fixe dans i, et de charge
0 = Ze. Sous Peffet de la force coulombienne
répulsive, la particule o subit une déviation repé-
rée par Pangle D. La distance entre le suppost de
1a vitesse initiale et la droite passant par O paral-
lele 2 B, estle paramitre dimpact b.

vacteur
unitalre

En écrivant la conservation du vectewr de Runge-
Lenz, loin avant et aprés la zone d'interaction, &ablic
Pexpression de M'angle de diffasion D = {¢.,8):

D Ze?

2" 2:fcsomlw%




P4 Réponse ¢. La loi des aires implique :

b 1 Réponse a. La force est centrale et de centre de b

force G, i y a conservation du moment cinétique en 0,
Son expression en coordonnées polaires est :
2418
2827
mr .
dis

pey

Z,=

i Uinstant ¢

Z o 5t un vecteur constant et 7est le rayon {constant)

a8
q: est constant :

ie mouvement est circulaire uniforme.

de 1a trajectoire. Ceci implique gue

2 Réponse €. Le moment cinétique est constant, il
s'exprime au centre de force O par:

-

[
P
I, = 0 rmd{(Mq) = OM, A md(M,5) =0. B

s point M,

en un peint M quefconque
En un point M, de cette trajecioire, ce vecteur est
sk, Il est done nul & tout fnstant et quelle gue soit la
position du mebile. Par conséquent, & tout instant,
ey
OM est colinéaire & P{ Mg ) la trajectoire de Mest

R 4

une droite passant par le centre de force.

3 Réponse ¢. Pour répondre 4 cette question, nous
allons caleuter Pénergie mécanique de la trajectolre : B

D SR s I B S L
by = 5 G o= = gmiy "
———
4 Hinstant ¢ & Finstant £= 0
= 1o oMy 106
= m(ﬁvo—G ra) = m-4,5-108].

Cette énerpgie est strictement positive, elle correspone
& un état de diffusion ; trajecioire hyperbolique.

T4y = TpUp
s St
en A en P

rg= 2rpm vy = vp.

5 Réponse a. Lénergie mécanique du satelite est :

& Pinatant ¢

Différentions cette expression en considérant gue,
pendant la durfe trés courte de Pimpulsion donnge
par le moteur, fa distance rn'a pas le teraps de varier :

d¥,, = medw,

Pour minimiser I'énergie nécessaire 48, & une modi-
fication particuliére de Ia vitesse dv il faut Ia vitesse »
la plus grande possible : les corrections de trajectoires
sont effoctuées an périgée pour économiser Vénergie.

& Réponse b. La troisitme loi de Kepler permet
d'aceéder & la masse du Soleid :

2 _ it
7T M, -

La Terre effectue un tour complet autour du Scleil en
une anaée, soit ;

T= 365%x24x3600s
42 B3

= = 9. 30
Mo= “pm = 2-109 kg.
T A retenir :
Bponr}
] (5} hyperate v > 1
dtatsde
ditlusion
{4} parahole & = 1 r
4]
15:5“!:(5*.0 ( 3 \ Flpse 0 et
s @) cercle e = 0
{1} état impossible




! é 1 a.Le référentiel géocentrique Mg est galilden,

appliquons le principe fondamental de la dynamique
au systéme dans la base polaire

2
Fow = —G%R*y“?; = mZ{Mf‘RG) = "’%?f“ md—q?s

Le caractdre vectoriel de ce principe nous permet
Fobtenir deux relations suivant &, et &, :

Gy
LERLE g {1)
% do oo mouvement circulaire uniforme.
dt
. . GM.,
La vitesse du satellite est constante : v = S

Lexpression de v obtenne permet d'écrire I'énergie
cinétique du satellite :
b 1M L
Be = gmop = 5Gg = g% (0
5N = ~2%,.
DYoh Pénergie mécanique du satellite :

= ‘&C+‘S§r“v = —-(5(; ES é%%ﬂv

€, =~

1. Mym
n=-36%

b. La vitesse du satellite est v = RQ avec @ = 2%‘,

T'squation {1} donne :
GM 2aR\?
2= T (25D
o=t = (5F)
Dol la troisieme fot de Kepler relative & une trajee-
toire circulaire de rayon R, de péricde de révolution
Tautour du centre attracteur affecté de la masse My :

I, 4
RS GH

€. Pour passer & la trajectoire elliptique, il suffit de
remplacer R par fe demi-grand axe de Pellipse :

_ pHpm T2 4m?
= -G T et —@—_m

2 Alasurface de fa Terre r = Ry. Liénergie mécar
mique quil faut communiquer 4 Pobjet pour le satelli-
ser en orbite rasante est :

o 1l Mem 1 o Mym
KA A L O S

En conséquence, la premitre vitesse cosmique ou vitesse
de satellisation en orbite rasante est :

Vg = ————
s
Ry

A la surface de Ja Teve, si Pon confond champ de
pesanteur et champ de gravitation ;

g Mym
o= & —p—
e
Do :
GMy= o By

La premidre vitesse cosmique s'exprime encore de ia
fagon suivante :

v = Jégﬁ‘; = 7,9 km - 571

La période de révolution est

R3
T 2 GMTwthSmin

3 La seconde vitesse cosmigue ou vilesse de Hbdration vy
correspond 4 fa trajectoire parsbolique du mebile
d’énergle mécanique :
Em = 0.
Ox, Péquation mécanique est la somme de Uénergie
cinétique et de l’énergie potentielle :
1 JWTm
i A G =0
Don : '
Gy
=
L Rl’

= Bug= 11,2 km - 571

4 Le point de départ de la fusée est 4 3 185 k.
Dénergie mécanique s'écrit :

I S i
b = sz} = 0.
Avec mmaintenant :
r= Ry+h=6400+3 185 = 9585 kn.

La vitesse de Libération est, depuis cette altitude de
lancement

e GMr By
e ey R = v
Lapplication numérique donne :
vl =9,15 km 51,

La valewr indiquée est exacte, les résultats sont
compatibles.

Mécamque PCSI MPSF PTSH 'DNalhaﬂ. a’maprapa




g % Le mouvement est & force centrale, il ¥ a conser- % = lmv2 . 1 (Ze)}(2e) -lmvz . 1 {Ze)(2e}
vation du moment cinétique en 0, centre de force. m T e, r, 2P dme, T
£=3 e ey
Lo= mOMaA30= mGM/\'?}) . tend vers &
R At buy e
& Pinstant ¢ = 0 & Vnstane £ En remplagant wp = - T on obtient I'équation du
Or .. min
P o wEihon 6}} 5 Tz second degré : et
= mOManDy = m ATy oA, 20 B
o . Tonin 3 Tvins '
2 EGTL,
= = mbugd,. Le discriminant est positif et on oblient les deux raci-
Lorsque la particule atteint le point P, sa vitesse, tan- nes dont on ne garde que la racine positive :
gente 4 ia trajectoire, est normale 4 Yaxe OF. Le
L - . | Zek Ze? 4%
moment cinétique appliqué en O donne alors : foin Ze S ( 2) s
7w *5% 5 2 Qg myy 2regmuy
g = mOPA T = mig v,
Par conséquent : Dans le cas d'an processus de diffusion frontal, b = 0:
“bUO = Tninp- N _ Ze? .
Le mouvement est & force centrale, it y 2 conserva- min = ﬂiegmvg
tion de P'énergie mécanique ;

potentiefle dlectrostatique, reve-
é fourni par Ia force Bl

& correspond 2 Pénergie potentieﬂé

2%
Cdmegr ¢

)__+ Bp(r) = ~B(r)
e
Brgyr

went cinétique de Pélectron dans

iy —) -
M A mT = r?,n meu?s = rmcu?:.

e

Force centrale consarvative




Or ce moment cinélique de I'électron est quantifié. Son
expression est :

4. Dans fa premiére question une autre expression de

Ia vitesse a été &tablie :

) o2 ( 2
iR .
4meym,y 2:mrm)
Celte &quation permet d'établir les rayons des trajectoires
circulaives stables de 'éleciron autour du noyau :

ggh?
r=n? 5
nmge

=

Le rayon de Bohr correspond & Ja {rajectoire de Pélec-
tron dans son état fondamental n = |
gkt

am, e2

A\I o = 53 pm.

de l’electron, niols accedons 4 une forme c;uantzﬁee

L a
(T} s'r? S;vssor,)
o T,
’ oui N
i . et
E(n) .'—"w—g aver %= m;
. " Begh?

corresponda.nt a l orblbe la pius proche du noyau N

Plus précisément, sa défi nitiog est :

gie minimale & fouwrnir pour arracher l'électron de.
I'atomne gazewx & I'état fondamental Elle corresponci au
‘processus
' H{g}“*H*(g}-!fE"(g) e
Etat initia} : 7 = 1 ) Etatfinal : 51> o

Blonisaton = B2 >0} =B(n=1} = 65 = 13,6eV.
Dans Pétat fondamental la vztesse de l'eiectron est :
Tk S
0‘_‘25‘7’0;’2 22X10 - S

264[ .
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5. Ex remplaga.nt rdans Texpression de l’énergze tetaie: -

6 Lor.sque l’electron est’ dans son dtat fondamenta.l
Ceit-d-dive dans son état de plus basse énergle (n= 1)

Lénergie d'ionisation, est l’éizérgle qu'ii fant fournir &
- Yélectron pour le soustraire ‘de Pinteraction du noyau, o

I"énergie d'ionisation de l’atc-me d’hydmgéne est l’éner- o

Le sateliite est soumis 2 une force centrale, it conserve .
© $on moment cmeuque calculc au centre de force O

Cette vitesse reste &loignée de la vitesse de la lumiére
dans le vide, I'électron n'est pas relativiste.

7 Pour déterminer la constante de Rydberg, écrivons
I'énergie de I'électron dans les deax niveaux :

niveau supériewr n: k3
%o

1 m,et
T o fra
Lag: Ty

it

N“J\Nr

v,

niveau inférieur m : IR

&
Y, ek o0 <%,

migelh2

Emigsion

1 myet

[ meet
) e g
M Beg kP

Lt
nigelne

i
= 32%;2 (:nltuz - ;%2) :

fEV,‘,,.,,_. = %n"c‘gm =

Ainsi :

4
s e = o)

o D ol 1 expressxon de la constante de Rydberg

myet
Sseﬁ

= iGQxl(V

N Le succes de la théone de Bohr vient dc la comc:ldenre.. U
“'entée les valeurs expenmcntales de la constante de Ryd-
- berget Ia valeur calcu]ee : :

2 1 Le P ame‘:tre d la comque est, noté ﬁ :
xcentricité dela. conigue est notée ¢ élle caractense la 7.

*nature de fa trajectoire du satellite. Lorsque sa trajectoice
- est elhptzque, dong lorsqtze rne tené pas vers Finfini ;

-!-;_h ‘

ceilre
da forca,

T 2a

4

o OMA mv{Mm )2

mrg, [r? + rﬂ?] = mﬂé?




La valeur constante du moment cinétique peut se mettre

= 7rd.

L
sous la forme : €= =2
m

Le vecteur vitesse de A est & tout instant tangent 2 la tra-
jectoire de M ': pour Jes points 4 et Pla vitesse du mobile
est réduite 3 sa composante orthoradiale :

Fuwrbdy= Cmrd = 1, TpUip
b LR,
L en A an P

T4 Tp= Up P Wy

3. Paztons de I'équation de la conique :

T4 = T = 100) = 75
r;,:rmm:r(()}:i{——e
Ly
w :._-E_. ...ﬁ..:__g.. = -2
ga_r,,w,, Rl il v :r-»p a(} e)
Alnsi :
'TP=:§18;41:=:ITP$ l-e)aiet[rgmfl-i-e.)a.ls'.-}

A. Diénergie mécanique du satelfite est constante car ia
. force de gra.v:tanon est conservative |

; M .
es = o+ BE" = %mz_ﬂ’— Gilf’i
En 4 ot Pcette expression cionne
-‘(l)zﬁémvi— T xd
M ;
), = gm- G550}

‘ Eﬁecmons fa différence (1} x TA (2) = ?p eten prenant
Cen'comple rgu, = fpup:
r‘,, )%, (:rA +¥p) GMTm]
- 0 2 3
Conclugion

; Mypm
B - *—ﬂ-—

oo

5. Pour notre xaismlm'ement faisant interveﬁir 1a
périade de révolution du satellite, il rianque une der-
- nidre lod, n trodsieme loi de Kepler

TP _ 4nt

B GMy : e
A pa.rt:r de cette loi, partant de la période T, on accdde
dxrectement au demi-grand axe de Peliipse : )

’ﬁGMr
Bl

7 683 km.

Y
It

'vites_s'e: vp =

Les distances données pour 4 et P sont fes distances au
sol, o tes formules que nous avons établies font apparai-
ire v, et p, distances au centre :

A
e s £ £
‘ ;

. Ry : !

i R
: o :

h ]
2a

hp+ R
g_ih_‘zf’ (P =» ¢ = 0,003

L‘excentricité est bien comprise eatre U et 1.
= 2g- Ir= hy+ Rp=s by = Qo lp-28;
.'xj.+ By
By = 2 026 km,

3 Le systeme est fe satellite M de la Terre.

Létude seffectue dans le référentiet géecentnque Ra
supposé galitéen,

La. seuie force appilquee 3 Mest ta force gravitationnelle :

?.gm S M:;mg o GM—rm i

’ C’est urie fmce cena!mle conservative d’energ;le potentteﬂe

%gmv{ 7) = MTm_

P
Avec Eongme de I’énergm potentielie gravitationnefle
choisie nulle & Pinfini.

1. Propriété du mouvement i force centrale: e mouve-
ment est plan et ce plan est imposé par les conditions initia-
lés suf les vecteurs position et vitesse du sateflite. Le plan
contenant les trois arbites est imposé pas Porbite géosta-
tionnaise qm est necessaxrement dans Ié plan de I’ Equarseur

h 9% Le Iéfere 'el S’RG &ant galiléen, on apphque le prin-

cipe fondarnentat de la dynarmque au satellite dans Ia base

polaire :
ﬁ\ Grav - ﬁfil;m ?r

Le caractéze vectoriel de ce principe nous pesmet
d'obtenir deux relations suivant 3, et % :

= md (M) = -m——3 rm——-?

2. L p e M
r . T 7
?a: i = O
Le mouvement du satellite est ctrculm:e uniforme 4 la

Gity.
.

: ? - Force centrale congervative




i
t
;
i
L
i

Le satellite étant en orbite rasante

vy = ﬂG;;fT.

En confondant champ de pesanteur et champ de

r=Ry et

M-
gravitation ; mgy~ G j:zm.
T
Dot :
s
|Gy~ g

La vitesse du satellite s'exprimee encore de la fagon
suivante :

vy = JRrg = 7,9 k- 71 {premiire vitesse cosmigus}.

3. Le mouvement du satetlite A, sounis & I'interaction
gravitationnel, est circulaive et de rayon Ry sur Porbite
géostaticunaire, 11 obéit i la troisitme loi de Kepler

T2 _ 4xt

RG GMT

Test la péricde du mouverent de rotation de Ja Terre,
elle est assi la période de rotation du satellite en orbite
géostationnaire : le satellite est a tout instant & la verti-
cale dun méme lieu & la susface du sol terrestre.

T= 86 1645 :

Oy déduit muncdmtement le rayon RG de ia trajectoue .

: Tzé’o
fo = 4n?

La vitesse de rotation du satelhte est Ia wtesse Q de
rofation de laTerre:

= 42 130 fm.

/ RTF’ 397km sl

4. L’energxe mécamque du satel]ite en tra}ecknre eillph-
quie est: '

MTW ! é’nRi;'m ‘
) 24

la distarice 2(2 est le grand axe de l’elhpse parcourue

per le sateflite : 2¢ = Ry + Bg. -
Dénergie de la trajectoire eihpthue est ainsi :

mggRTRZR(; = —8,2 10°].

Catte épexgie mécanique sexpnme i une dtstance T

‘8

quelconque du foyer de l’elhpse situé en O dela fagon

suivante

M m
et - G—L =-l-mz)"-»«mgow;_I

geav I
8o = Bo+BE = 5 =3

B
= T B+ Ry
Drod Pexpression de la vitesse en un point quelconque
de Forbite elliptique de transfert :

£ Ry
207 - f RG) '
Le supplément de vitesse en Pest:

e e
Avp = vpmtg = ﬂ/;c%’al?ﬁ:(l - IR?;I;E) - Bt

- Pl g vR) )

App = 2,5 km -5

Pour déterminer le suppiément de vitesse en 4, rappe-
lons qu'il ¥ a conservation du moment cinétique du
satellite sur sa trajectoire elliptique, elte implique :

) Rgvy = Rpvp.
En conséquence :

kB :
vy = l’%”y = ﬁq/g;nﬂx(

D'oit le supplément de vitesse en 41

Buy m vg-vy = Rﬂ&“}{ J%RT *Rc

o & R
-t [o1- PR RJRG)J

Avg 5 1,5 km -5,

Ry
} R—r 'i'TRG)

E ‘rLenerﬂm mécanique de la trajectolre basse est dedulte
" de I'énergic mécanique ‘de la trajectoire elliptique-en =

remplagant la longueur ¢ da demi- grand axe pa.r le
rayon & de la trajectoire circulaire.

- gnRTm.
%mﬂ - 2}{_1‘

= -5,.9_’01{??’?‘

Fio

= mgy T
mE mgORT+RG

mgcR»r(g % +TRG) i P
ALp= 23100, s

) SR
A%_mP = gm""% +§g0RTm

#

Die la méme fagon le transfert ' ‘Energie, mécamque en A
est L

@ =_goR§-m_
SmC T TR
Ay = $pp-%,, = m&)ﬁ;;%gg—g;}g; o
- R O S
= mgGR%“(RTa,RG 2Rc) ' o L

A¥., = 35109 ],

&. La troisigme loi de Képler appliquée sur la trajectoire
elliptique permet de calculer la durée du transfert. Le .
satellite de parcourt qu’une demi-ellipse, aussi la durée’ *
du transfert correspond 4 la demi-péricde de révolution. - ™




P do?

&7 RivRp | Gy
( 5 )

. ula W;(M)S:l_’i {fr + Ro)*
s 57 G R g,

T = 1,88+ 10% =5 h 14 min,

4 1 Le systame est le satellite, son mouvemnent est étu-
¢ié dans le référentiel géocentzique galiléen.

Bilan des forces appliquées au systéme :

« Terve ~» M : force gravitationnelle

?gﬁw " MTm

+ Air -» M : farce de frotterrent

¥, = fire,, conservative.

f’zf = wcr.w:v?}, noi conservative.
La force gravitationnelle est centrale et dérive d'wne
énergie potentielle par fa relation :

Lmtégrauon donne :

fdsz GMT f
) B - G.M"’“
Ee)

o
'Leneruze potentielle gravltauonnelle esk
‘ GMTm
N

dynarnique au satellite en néghgea.nt fa force de frotte-

; menf, il vient ¢ .
| B i)

. M;m ?,_ = et v——-26,+ m(cl;:z

4Le cara.ctére vectoriel de o pnncnpe nous permet

Ny obtemr deux relations smva.nt ? et 7y

S g ‘
2.2 —; A =0

Le mouvement du satelfite est csrcula.u‘e unifornie et son
énergle cinétique constante $'écrit dans le référentiel
géocenmque :

mMy
o= gmit = 3 6T =18 | @)
Qomri\é b= ?Sc'é- ‘(55'“, il vient iﬁmé_dié_'téméni: :

Mrm gy

: S} = -G f'._c_iyr :
En separant les variables : ~ o o
d=53"“ GMTm‘—jg C 8]

Afnp]iqnons maintenant le principe fondamerital dela

€= =Yoo= 28 &)

2. Pour déterminer la vaviation A%} de Pénergic
potentielle de gravitation au cours d’une révolution, reve-
nons & Péquation (1} : la variation de r tant trés faible, on
peut écrire

[ oa® _ py AT
A%y GMTm——
L ih
En différentiant les équations (2} et (3), on relie les éner-
gles de ia fagon saivante :

1 Ar |

= 5 GMym™] % 8

3. Appliquons maintenant le théoréme de Pénergie méca-
nigue de fagon 2 faire apparaitre le terme de frottement :

mav

A%, = Ay = -ms‘*

dc‘gm(‘M/m ) 3 2
(m—dj__c_)fm = g}!(ﬁ‘”%) = Fpd
d%,, (Mg )
ZIm TN o ame?
( T )f‘l"lc = ~amy

Sur sine p'éri'o_de, la perte d’énergie mécanique est dong

Py (8

Llénergie mécanique du sateliite diminue alors que son
énergie cindtique augments.

En comparant les dquations {4) et {5)

éGMT——— -

GM,
'Gréce é I'équation {2) donnant % = M;I) on peat

simplifier en :

La trajectmre étant quasi circulaire, la vitesse s'écrit en
faisant dppacaitre la vitesse angulaire w du satellite :

n
o= aves T= -

Amm é-é; @ ~Inro et zdrm —411:(172]

Le freinage rapproche le sateliite de la surface tercestre.
4

- 2
o dr= %dn ®)
Sachant que, sur une révolution, le satellite obéit A la
s . . I dn?
troisidme foi de Keépler : riale A
T 2n T

[GA,

Fn remp]agant dans {6}, on obtient :

—jm-?.amd;

? Force centrafe rongervalive I

iZH

1




!
= Qo fGM [ di

]
On obtient finalement :

fr = [7, K|
Avec K= —cx,fGMm}]

’n

B B Le systeme est la particule M de masse m. Son mou-

vemernt est émdié dans un  référentiel galilden
913{0;?;,3}.,?3).

La particule est sounise 3 Ia force centrale newtonienne :

——
Fo -{{?, avee 7, = 2,
¥t r

« K> 9 force attractiva.

+ K< 0 force répulsive.

Cette force dérive de I'énergic potentielle
EplM) = -

Cette force est conservative of Pénergie mécanique 2,
q

de Ia particule &3t une constante du mouvement ﬁxee'

par les conditions initiales.

Ce maguvestient 4 force centrale 1rnphque d'antre pa1tla_ :

-

AL
conservauon du moment 01aet1que Fgfﬂ = 0.

Le moment cmetxque par rapport & O est in vecteur

constant, otthogonal au plan de la trajectoire de M
fmposé par les conditions initiafes. Choisissons lorienta-

tion de .f suivant 2, de sotte que le mouvement de M
§ eff&ctue dans le p]an { Oxy)

2 - ko y/

L’expressxon de Z &n caordcnnées poiaues est

Eo = mrze"e’

Liapplication du piincipe foridamental de la dynamigue
& la particule f donne : _

i _ 7. .

de

L Pour monter que le vecteur 3 est un vecteur cons-
tant, nous allons effectuer sa déxivée par rapport & ¢
dans le référentielie Ry . Cette dérivée est nulle :

<

. Mécaraique PLSE, PADSE, PTEE . o Mahan, Clasr prgpa

En consequez:ce

Sachant que éz' = B2, cette expression devient :
que Kp

%‘~?= Xz a,AL K62,
en remplagant fo par son expression, il vient :
‘j;; K%, 0 8- K0P, = Kb - KB, =

est un vecteur constand,

" Pour montrer que A est dans e pié'ﬂ de la trajectoire,

développons F A fv :
Foly = mdared)a Ly,
—milyd+ mrd Lo#,
| et .
)
LE
= wnu"Lo?a«i»wQ?

Le vecteur de Runge-Lenz 4 o pas de composante.-
suivant Z;; il est dans le p]an (Oxy) dela trajectmre

- 2. Expnmons A

ﬁAf} +I{2 2 c, (}?nf)
Or
pAL w—mrLo?u+——3 =

?(ﬁnf) S (1)‘_'
(ﬁnZ ) nmgLa[ 2+(re)2] = (mo)2L = Ly

w=Litie. QKL".
Dans lexpressmn proposee, dya i'énelgw mecamque .
.dc la partmule ¢

K -

7

2
%o = ‘gc(M/@z )+%P(M) = “?iim

o om
Doh :
; %m P .
A% = 2Ly + K%, -
m . 5
%,
pe K‘l(1+2»«;,«ﬁL)
S 40U~ LprT) 24K 33
PRy LA

) e R




2
A 0w = Lo_ Kr.
m
@ désignant 'angle entre det b_ﬁ}:

3. 0ar = 1Al coso = drcoso (4> )

on obtient donc Pégalité :
2
Arcos = Lo Kr.
m
Elle implique : .
Lo
-~
4
i+ Feos 8
© Liéquation {2} donne d’expression de 4:

o9 8m 2
- 4 = K| 14’2ng. _
. En remplagant A dans Vexpression de r:

Lo
-'ml}’ﬂ

.li-;—{(ﬁ f1+2 K2L0c059 o

Le paramétre f et excentricits ¢ de Ia _c‘on.iqtié":sbnt':‘

-
i

Lexpiession de ¢impoge :

1+23}—§L0>0==

Elevons au carré l’excentricité CL

. tcajectou‘e pdrabohque é = 1 =4
. tra]ectmre ei[lpnque ‘ 0 Ze<l ‘8,,, <0

" 4. ‘Dans le cas de la iﬁustorl de Rutherford Ia force
g'derit :
o 2ZE, T ] Ze"’

4neo IEI 2:'c50 ESh
Nous pouvons adopter feg ressﬂtats pse{:edents en consi-

.derant K=o

- Le vecteur L, est constant : fa = Led,.

Loin avant Vinteraction: By = mud, = —mn?,
[?x = ”“?r]‘
29 = ;')ULUZ), AZ+ K2
Ay = K3.-5Ly3,

Loin apris Uinteraction =

B = mu ¥ = mey(cosDE,+ staD¥)).
[# = cosDE+ sinD?yl
X; =B A Lyd,~ Kl

“ApsogeosDE w5 D) o Ly, - KicosDE,+ sinDE)

| 31 = @ngsinD—KcosD}?kn(u;LocosDJr KsinD)E; ‘

Ecrivons les lois de conservations :

(i} conservation de l'énergie mécanique, considérant
que Pénergie potentielle dimtevaction est nufle 2 Pinfini
que ce soit avant ou apres le processus de choc :

o 1.2 1 =
G = sMUy = MY v =p
Com T g T gt L
(i} conservauon ciu moment cmeuqae :

L, _L?-mOManvg

i .
. avant interaction
s BTN SN
mOH ‘K g+ m HMg A Ty

)
]

-

bvidy n 7, = —tnbuod,

Ly'= ~mbig |
Linvariance du vecteur Rurige*Leﬁz permet d’éerire
deux équations suivant Z; et @
A=A
K= wyLisinD~ KeosD
{r}ﬂLo v‘)[,ccos[)+ KsinD. -

Chmsxssons fa premiére equai:lon :
E(14 cosD) = vaL(,st
T Y - I
Or sinl) = 2c.r>s »ﬁsm § B .
o i D D g
= Ve o=
) 1+c9s__D 2(:05 3 = tanj ol

En remplagant K'et 7y par lews expressions, il vient :

Ze2

ta e e
2 2neombvg

?- - Force rontrale consarvalive
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Adtention -

aBOND.

ZY, ?y, ?z) est lige
u référentiel {R),
B.OND,

702 8y est lide
2 référentiel (') et
sccompagne  dans
o mouvement par
pport au référen-
sl ().

[ Changement de référentiel

1.i. Mouvement absolu et mouvement relatif

Considérons deux référentiels :
* un référentiel (0 ; 2, E;, Z?z}
» un référentiel RO ; 2., 7, ?;), en mouvement par 1appost & (J).

8 . en

!271 i



Remarque
Cette dénornination
est arbitraire car les
roles jouds par cha-
cun de ces deux
véférentiels sont
interchangeables,

Remarque
Ii est inutile de préci-
ser le référentiel de
dérivafien pour le
vecteur rofation :
(d{—s(@'ﬁ'/ﬁt})
dé 2
el
- (dwt%‘/‘ﬂl))
df e

- e,

ds
2721 .

Le mouvement d'une particule M dans Pespace peut étre décrit par :

+ soit Pobservateur ( Ji¢ au référentiel (®) : fe mouvement de M par rapport & (9t} est qua-
lifié de monvement absoly ;

- soit Fabservatear 07 lidau référentiel d'entratnement (J') : le mouvement de M par rapport
& (M) est qualifié de mouvement-relatif

Parce que les deux observateurs sont en mouvernent l'un par rapport 4 Pautre, ils ne peu-
vent percevoir les déplacements de 47 de fagon identique : la tajectoire est une apparence
visuelle et les grandeurs cinématiques, telles que la vitesse et Paccélération de M, ne pren-
nent pas la méme valeur dans dew référentiels distinets.

Le passage de la description du mouvement d'un observateur 3 'autre S'appelle la compo-
sitian des mouvements. 1l nécessite la connaissance précise du mouvement de (®') par rap-
port & {R) appelé mouvement d'entrainement.

1.2. Mouvement d"mtmiﬁerﬁént dus référentiel (")
par rappert au référentiel (R)

Le référentiel (R') constitue un solide indéformable, ¢’est-a-dire un ensemble de points
dont les distances mutuelles ne varient pas au cours du temps.
Son mouvement général par rapport 4 (3R} se décompose en un mouvement de translation

par rapport & {R) caractérisé par le vecteur vitesse $(0',5) el un mouvernent de rotation
par rapport & (W) caractérisé par un vectewr rolation d'entrefnement G m tel que :

(%)m = Bermy A 8 (%)m = D A8 (%)m = Biavray A 2L

Nous allons établir une formule de dérivation vectorielle pour un mouvement quelconque
du solide de référence qui permettra de passer de la dérivée d’une fonction vectorielle par
rapport au temps dans (R') & sa dérivée dans ($).

Dérivons successivement dans (R} et dans () 1= fonction vectorielle quelconque du temps

ﬁ(i :
) ﬁ= Ux‘é};'i‘UY};:'l“Uz?;

* dans (9}
(D) - vz 0,0 +UX(%)/%+UY(%L%+Uz(%)m

(%?)/Q = Updiw Oy 80 Updi+ Sermn (Ug 84Uy &+ U, 3))
7

> dans ()
(dﬁ

a){ﬂ’ = UX?.;"' Uy%,"i' UZ-gz’

En comparant les deux résultats =

| Mécanique PCSI, MPST, PTS . 0 b, gt pi




Attention

4" estun point fixe
ur le solide indéfor-
wble de référence
rn.

2 Composition des mouvements

Lobservateur du Eif"firentiel « zbsoln » (), situé en O, observe le point M et détermine le

vesteur position O3 : - N
OM = x?ﬁyey-b zé,.

Llobservateur du référentiel « relatif » ("), sitaé en O’, observe le point M et détermine

mmmamd
le vecteur position '8 : ___, -
O'M = XZ+YE +Z2,.
La relation entre les vecteurs positions est immédiate :

0 =00 <0
IOM:OG+0M’ )

2.1. Compeosition des vecteurs vitesse

Le vecteur vitesse absolue de M par rapport & () pour Pobservateur en O est :
—
doMy .5 . L5
W);m = %8, vy, + 28,
Le vecteur vitesse relative de M par rapport & (') pour Pobservateur en 0° est
——
d0'M g e
S T RS2SR C 1A
Pour comparer ces deux vitesses, dérivons 'équation (1) par rapport & ¢ dans le référentiel
{81} puis utilisons la formule de dérivation vectorielle :

B M) = F M) = (

Bl M) = M) = (

—> ey —_—
(dOM) - (dOO’) . (dO’M)
dt i d¢ i dt Jia
dbm/\} ddéf?’ dm ey
> -
( ds )/-.ﬁn - ( d¢ )/m+( dit )mﬁw(m'/m nO'M
ey
HMyg) = HMg} + B(0)g) + Beavsmya O'M )
(S - .
vitesse absolue vitesse relutive vitesse d’entrainement

On reconuait dans cette expression le vecteur vitesse relative du point M par rapport au
référentiel {R'), le second terme est la vitesse dentrainement du point M.

= = B o 5
T (M) = Do(M) + 2(0' g} + ooy 5 O' M.
B4

2.1.1. Vitesse d’entrainement ~ Notion de point coincident
La vitesse d’entrainement du point M est :

—
Bod M) = DO 1) + Bgv sy £ O' M

Considérons le point fixe M* du référentiel ('} coincidant avec M2 Pinstant £, sa vitesse
par rapport & {R) est [ vitesse dentrainement du point M

e
- -y - d0M 30 - FYSY R
V(M) = UM Ya) = (wgg-—)m = (0,q) +@wrar0M
vitessad ent vitessed" i
due 4 la translation due 2z rotation
de 9'/G2 de /R

'v)ent(l}?) = "j}ahs(M*) ) l27?

g - Changement de référentiel |
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La vitesse instantanée d’entrainement du point A S'interpréte comme la vitesse du point
coincident M * de M par rapport au référentiel (), autrement dit, c’est la vitesse qu’aurait
M ¢l était fixe dans (30",

2.1.2. Loi de composition des vitesses

FHya) + B2

2.2. Composition des vecteurs accéiération
Le vecteur accélération absolue de M par rapport & {fi) pour Pobservateur en (Qest

2-——}
oMy = A M,q5) = d of’f = ¥ 0 §2, + 52,
e ) ’

Le vectenr accélération relesive de M par rapport  {(ft') pour Pobservateur en O est :

d?o' M
ZalM) = 4 .f%')“(““a“zﬁ'“) = X2+ V827,
Y

Pour les comparer, dérivons Péquation (2) par rapport 2 ¢ dans le référentiel (R) :

:

d¢ )/'fﬁ

dB( M, g B0 e
(4 /m)) +( o /91)) dwm/m) W"i'tﬁ(a*mm(d
R fm

-‘} —
M) = ( de P ot ds

AMy) = M)+ uavimy A B(Mq) + 3 ;%}+d_“i§‘-’?9 0'M

v

—
+ {?}(mvm) A {(%ﬂf) . g)(m'm) A O'ﬁ/[}
IR
P g

2 e J— .
) = M) + 30%e) + OB G 4 Figesm 4 @y 1 OH)
L L i

accélération accélération

N aceelErati X
absolue relative ceélération d'entrainernent

> 5
+ 2wy A (M, 50}
accédération de Corielis
On reconnalt dans cette expression le vectewr accélération relative du point M par rapport

an référentiel (R auquel s'ajoutent dewx termes : P acosléraiion dentrainement et accéléra-
tion complémenteire ou de Coriolis du point M.

2.2.1, Accélération d’entrainement

Daceélération dentrainement est Paccélération absolue du point fixe M * du referenne]
(R') qui colnecide avec M a Pinstant ¢:

, ddar Al m;ma’:.
(M) = UM 9) = UOyp) + AN 0U + Biarsmy  (Diovray n 0'M )
BT

accéléation
d'enirainerent
due & la rotation
de B! /6L

accéiiration d'entrainement due & Ia rotation de R/ H

I Mécanique PCST, MPSH, PYED . o Nuhan, Clare prigar




Laccélération instantanée d'entrainement du point M s'interprate comme Paccélération
du point coincident 4™ par rapport au référentief (R), autrernent dit, Cest Paccélération
quaurait A s’i était fixe dans ().

Z'fa\hs("ﬁr.) = Zem(M)'

2.2.2. Accélération de Coriolis .
Le dernier terme est l'accélération de Coriolis du point M :

Zcﬂr(M) = 2‘-5{91'/91) A %](MJ.
Laccéleratxon de Coriolis disparait lorsque :
. m{m'/az) = 0 le référentie] (A"} est en translation par rapport & (),
s Bl M) = 8 le point M est & Péquilibre dans {#).

2.2.3.Loi de composition des accélérations

-

e

(M} =
? cor(M) =

% 3 Mouvements d’ entrainement particuliers
de (R’) par rapport a (R)

3.1. Le mouvement d’entrainement est une transiation

Pour bien comprendre, observez les dlfferentes posttzons du référentiel (R ') en translation
par rapport au référentiel &t

R’ est en mouvement de translation par rapport 2 R.

£275
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Appliguons la formule de dérivation au vecteur Zl?(“?} quelconque, fixe sur fe référentiel

(R') en translation et done inciépendant du temps :
— —
(dAB) - (dAB

- =y
i ————-) + g smy a AB.
di Jre
+

dt Jia
b )

ey
Cette relation étant réalisée quel que soit le vecteur 4B8(8):

?\ﬁ . L référentiel (%) est en translation par rapport eu référentiel (30)

Appliquons la formule de dérivation aux vecteurs de la base fide an référentiel R' en
translation :

de: 5 5 A7 - L x dd 5 -

4 =w',A?'=O(—J) = e ?'uo(_;‘) = ) AR
(d.f )/@z (/) A €L ETi (i A €y T ) ym g smy A€,
Cette brase orthonormée directe est aussi fixe dans R et on peut les choisir tels que :

>y

A ?;m?}; ?é:?z.

i
o

En conséquence

3.11. Superposabilité des trafectoires dans %t de tous les points fixes de ®'
Les trajectoires de tous les points du solide sont superposables.
Commentaires :
* Les trajectoires ont une forme quelcongue : la translation est curviligne.
* Les trajecteires sont des droites paralltles entre elles : fa translation est rectiligne.
* Les trajectoires sont des cercles de méme rayon : la translation est circulaire,

3.1.2, Loi de composition des vitesses

Comrne tous les poirts de (') ont, & chague instant f, méme vecteur vijesse, la vitesse
d’entranement de Mest la vitesse de n’importe quel point du référentiel d’entrainement

4B = OF - 04
vesnmh Ed —_—
ddB(y _ dOE 404 _ 3

de —  d: dt

HBg) = Hldg) = B(0g) = Dol M)

En dérivant & nouvean celte expression par rapport an temps, on démontre aisément que
tous tes points du référentiel (!} ont méme accélération.

| Mécanique PCSI, MPSI, TSI & Nuihan, Ciase prpo




Attention
Yaccélération de
Cortolis est nulle et
plintervient pas dans
les mouvements de
wanslation,

3.1.3. Loi de composition des accélérations

La Eo'.'ii"c'l_e-_.éoﬁa'p&s:iti;au des accélérations se réduita s 0
& E(Mm) = 2(M/s§z‘) ’@_'Ee.m(M)_f-
(M) = 2(0}@). e

o

Comme tous les points de (') ont, & chaque instant 4 méme vecteur accélération, Paccs-
lération: dentrainement de M est Paccélération de n'importe quel point du référentiel
d’entrainement :

En dérivant & nouveau par rapport au temps dans le référentiel (R) :

A5 = Hdm) = U0p) = Tl M),
3.2, Le mouvement d’entrainement est une rotation
Supposons que 0 soit confondu avec O et qua Iinstant ¢ = ¢ les desx repéres soient

superposés. A l'instant £le solide de référence ou référentiel (') a effectud une rotation
d’un angle 8(#) autour de Uaxe fixe (0z) :

z {nxe da rotation)

La position du solide dans () est parfaitement déterminée A Pinstant ¢ par I'dlongation
angulaire instantande 8{¢).

3.2.1, Vecteur rotation d’entrainement
An cours de ce mouvement de rotation autour de (0z), tous les points du solide décrivent
des cercles daxe (0z) avec la méme vitesse angulaire :

4= 48
d¢
Les coordonnées cylindro-polaires sont bien adaptées pour décrire le mouvement dun
oint M fixe dans (R) :

P =3 H=id ¥=%

2777
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Exprimons, par exemple, la dérivée :

dé/ 5 d?
( x)/m = Gaaeroy 0 8= (El,‘z)m = Bavsm AF,.

d@r
d% . _
Or (35) 5 = %% = 0% a2
??m'm;
Ainst :

(9% pax rapport

Ce vecteur de norme déterminée est porté par I'axe de rotation (0z) et est orienté, cor-
rélativernent au sens positif de rotatton adopté pour 8, par la r3gle du tive-boudhon ou la rigle
de Iz main drofte : Cest un « pseudo-vecteur » on vecteur « axial »,

3.2.2.Loi de composition des vitesses
Puisque O est confondu avec 0, Ia vitesse d’entrainement s'écrit ;
Do M) = B oM
Von(M) = Oy 8 OM.
On peut la décompaoser en faisant intervenir /, projection de M sur Paxe de rotation :
= -3 oy > _— —
Bl M) = Ommya OF +@@ea s HM = o e s HM.
O et
¥

0

La loi de composition des vitesses donne :

3.2.3.Loi de composition des accélérations
Daccélération d'entrainernent est :

,

2

#

ddaerm) 7o .y
al M} = w%ﬁ@) A OM -+ t?)(g'u,rgz) A ((T){gy/m) A O}

dida T T
= m_%}i{j?i) n HM + &@rrmy A ({?)(gwm) n HM)
En exprimant le double produit vectoriel, on obtient :

é

ent

didaerm 7 I FTry;
(M) = —(g;;@” A HM +( Bavrmy - AM )3(@'/@1)-“3?%/91)W-
0

La loi de composition des accélérations donne :
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mementest: . .
L ZenL(M) -

Pour une rotation uniforme :
~Si e mouvément d’entrainement est unie rotation unifoime; Iaticslération dientrai-

IR L L SN
g gy M. car =0

4 Dynamique en référentiel non galiléen

4.1. Le principe de relativité galiléenne

La premigre loi de Newton postule Pexistence de référentiels particuliers, dits galiléens
pour lesquels Je principe d'inertie est vérifié : dans de tels référentiels, un point matériel
isolé a une accélération nulle.

Un référentiel galiléen est-i] unique ?
Pour répondre & cette question imaginons un point matérisl Misolé dans deux référentiels
geliléens R ot ;. Lalei de composition des accélérations permet de passer d’un réfé-
rentiel 4 Pautre :
=3
A My ) = M ug.) + B M) + 28 39 A B(M,q.)
o
a 0
M isolé M isolé
Ainsi :
-5

e M) + 28 o rmy A B M) = 0.

Cette relation doit 8tre réalisée pour toutes positions et toutes vitesses du point M ceci impose :
2
oy @yrmy) = 0 R esten translation par rapport 2 N

>
* Z{M) = 0 le vecteur vitesse d’entrainement est constartt, la translation est rectiligne
uniforme.

La loi de composition des accélérations, si la particule M n'est pas isolée, donne pour ces
deux référeitiels en translation rectiligne uniforme Pun par rapport & I'autre :
E(Mmg) = 3(M/en};)
Multiplions par la masse m de la particule les deux membres de cette &galité :
mﬁ{M,@s} = mZ(M,g,té)

Eapplication de la seconde loi de Newton & Ja particule M dans les deux référentiels gali-
léens %, et %y permet de conclure 3 linvariance des forces dans tout changement de
réferentiel galiléen :

P F

Lo

e
dans R, dans £

Nous postulerons pour ceta que la masse est invariante par changement de référentiel galiléen,
I :
iy

i
5
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.

En conséquence :

Mécanique PCSI, MPSI, PTSE .o Nahan, Clase prope

Principe de relativité galiléenne : les lois fondarhentales de la mécanique sont invariantes
par changement de référentiel galiléen.

1l wexiste done pas d’expérience de mécanique réalisée en référentiel galiléen qui permet-
tent de savoir si le référentiel d’expérimentation est en mouvement ou non par rapport &
Fautres référentiels galiléens.

4.2. Extension du principe fondamental de la dynamique
aux référentiels non galiléens

Les lois de la mécanique ne valent que dans les référentiels galitéens ; mais comment les
étendre aux référentiels non galiléens ?
Considérons le mouvement d’'un point matériel Mde masse men mouvement dans le réfé-
rentiel galiléen &, d'origine O et dans un référentiel quelconque R, dorigine 0,
mobile par rapport & T ‘
« Point de vue de Ushservateur HE au réffrentiel galiléen - le principe fondamental de la dynami-
que lui permet d’&crire. )

}?ext»M = mZ(M/QQE)'

F it 3¢ €5t 18 somme des forces appliquées au point matériel M, elle traduit Pinteraction

de ce point avec son environnement immédiat et les forces sont issues des interactions fon-
damentales.

« Point de vue de Pobservatenr 1ié au référentiel non galiléen : pour interpréter le mouvement
dans @,,,, I'observateur a besoin de connaitre les conditions initiales du mouvement, de

mesurer accélération relative #(M ,@ns) et de communiquer avec 'observateur du réfé-
rentie] galiléen qui lui fournira Paccélération absolue a(A, mg), l'accélération d’entraine~
ment &, (M), Paccélération Coriolis Z,,, (M) et F et e -

I nie peut pas appliquer le principe fondamental de la dynamique, mais la loi cinématique
de composition des accélérations lui permet d'écrire :

F
Z(M/?hng) = 2(M.f§tg) - 2€:n£{M} - ch.(ﬂ/f) = _'E')S:";?"'"‘E ™ en((M) - zcor{M)'

informations fournies par Fobservateus de Gt
Madifions cette relation pour nous ramerner A une expression similaire & la seconde loi de
Newton dans R, :
B sa# [ MY 4 [ (M)} = mB(M/ P )

?k' ﬁl:
Des termes nouveaux, homogénes 3 une force, appelés « forces d'inertie » apparaissent ainsi
dans la traduction de Iz tof fondamentale de la dynamique en référentiel non galiléen :

. ﬁie = e (M) = —mBy (M*) est la force d'inertie dentrainement.
et

point coincident

B = -mi

- ol M) = - Omibia_sm) A Dog{ M) estla force dinertie de Coriolis.

Ce sont des « pseude forces » car d'une part elles ne résultent pas d'une interaction et d'autre
part elles ne sont pas invariantes par changement de référentiel. Ce sont des « forces de




repére » qui ne s'exercent sur le point A que parce que Pobservateur rest pas dans un réfé-
rentiel galiléen. Mais les effets mécaniques engendrés par les « pseudo-forces » sont bien réels.

4.3, Théoréme du moment cinétique en référentiel non
galiléen
Le moment cinétique en 0’ d’un point matériel 3 de masse m dans le référentiel quel-
congue R, est défini par : .
7 Az 2
O'M’I/m,,g) = OM a mu(Mm“&).
Le théoréme du moment cinétique en 0, point fixe du référentiel D, estapplicable an
point matériel M de masse m & condition de faire intervenir les forces dinertie :
ALy (M
( o (Mg )

. ) & Bl B i)+ B (B + Mg ().
¢ i

5 Energétique en référentiel non galiléen

5.1. La force d’inertie de Coriolis ne travaille pas

La puissance de la force d'inertie de Coriolis est nulle :
@(ﬁic/%ns) = —2??13(@1"5/@5} A 3rel(ﬂJ) ) Brel(M) = 0.

Mais, # n’en est en général pas de méme pour la force dinertie d’entrainement,

3.2. Théoréme de la puissance cinétique en référentiel
non galiléen
]

dc‘SC(Mi‘?h )
(Mh“ﬁ)/mng = @{ﬁexl—v-ang)"'@(ﬁjef‘E‘lw)-

En intégrant entre deux instants ¢, et £y, alors que la particule se déplace de la position
M, & la position My, on abtient le théoréme de Pénergis cinétique -

Seoltym,)~Ecllyg, ) = gM,uMz(Fext»ang)+ ‘Gf‘M,wM.‘,(Fie/ﬁ%)'

5.3. Théoréme de la puissance mécanique en référentiel
non galiléen
(d%m{M/%hg))
d¢ By
En intégrant entre deux instants £, et £,, on obtient le thésréme de ! “énergie mécanique :

Bultym, )~ Eultya,) = T(F. ).

= @(f};;ns).

lzm "

N, .
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A linstant 4 Pénergie mécanique de la particule M dans Py B8t
%m(ﬂf{mns) = %C(M/gqns) +%p{M).

Ep (M) estla somme de toutes les énergies potentielies.
La force d’inertie d’enirainement travaille mais est en général non conservative.

On peut néanmoins définir une énergie potentielle d'entrainement centrifuge dans le cas oli le
référentiel M, est en rofation uniforme autour de I'axe fixe (0z) du référentiel R :

By = -mB (M) = -mdy,(M*) = mwlHM .

ie

£ {axa da rolation)

it
L

o

Le travail Slémentaize de ¥ o @st:
8T(Foya,) = P dOM = mo?H - (40H + dHM) = mwt FM -
= d(%mmflwg) = ~dgp™

En choisissant Porigine de cette énergie potentielle sur Paxe de rotation :

%;Cnt - émwgw

1 faut ajouter énergie potentielle centrifuge dans Iénergie potentielle totale % p( M),

Tester ses connaissances > corrigé p. 306

Spirale d’Archiméde. Une particule Mpart de 2 Finstant ¢= {) at se déplace & vitesse constante
vy le long de la tige {C2X} qui tourne dans le plan horizontal (Oxy] lié au référentiel terrestre 3 la
vitesse angulaire constante positive «y autour de Paxe (0z}.

282‘ -
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B 1 Levecteur rotation qui caractérise le mouve-
ment de la tige par rapport au référentiel

terresire est :
a3 2
A Ry = - Wge,.

{1, Bea

i

wod,

B 2 La trajectoire du point coincident M de M
dans le référentiel M est :

E:] a. unte droite ;
(] . une spirale ;
{:} ¢. un cercle ;

L] d.une hyperbole.
B 3 Lavitesse d'entrainement de Mest -
Maz Yy I
. Uent{M) = OM A CHR' /).
3 ey
{:} [+ Z')W(M) e u))(m'/gz) A QM.
U e Bl ) = 280smy A By (M),

- —
2anarmy A OM,

[:] d. ;ent(MJ =

B @ Laccélération d'entrainement de A est :
— ey
U o Zu() = Borray n OM - ol oy, 0.
[:! b Zem(M) =
Che g an =

[ a 2,,00 = by g, 0M.

ddway =3 o g
SRR 1 OM + wip /) O

2 -
- www% OM.

Eétade du mouvement de A peut s'effectuer dans deux référentiels :

* le référentiel terrestre « absolu » (0 ; Z,, ?’
« ou le référentiel « relatif » de 1a tige en rotation R'(Q; 2,, #,, ?{).

AR

b 5 Laccalération de Coriolis de Mest :
[T a. 2,.08) = 2Bsm » By (40).
[ In Bl M) =
He Fo i M) =
L]aa, )

—253(@'/@} A ;}:el(M)-

EN
=2 ) A Bnbs(M)'

255(9{'/971) AB{M).

B 6 Lors du passage d’un référentiel geliléen &
un autre référentiel galilden, Pacc8lération”
d’entrainement est :

&, constante ;

b. nulle ;

€. quelconque.

B 7 Laiorce dinentie d'entrainement est conser-
vative lorsque :

[ a R, est en translation par rappaort 3 Ry

(1o, R, est en translation A accélération
constante par rapport 3 &,

e 9, est en rotation uniforme autowr d'un
axe fixe de R,

B 8 Laforcedinertie de Coriolis est nulle lorsque :

[ a R,y esten translation par rapport 4 R,

L] b R,y et en transhation nniforme par rap-
portd R,

e R, esten rotation uniforme autour d'un

axe fixe de %,
[Tdre point matériel est 2 Péquilibre relatif,
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Saveir appliquer le cours

> corrigé p. 306

B 2

B 3

Le référentie] terrestre M (0 ; o ?),, E’z} est
supposé galiléen et le champ de pesanteur
uniforme.

Revenons & la spirale d’Archiméde présen-
tée en introduction de la partie « tester ses
connaissances ». Déterminer la  vitesse
d'entrainement de la particule M En
déduire Ia vitesse de A dans le référentiel &,

Poursuivons avec la spirale d’Archiméde.
Détenniner les accélérations d'entraine-
ment et de Coriolis du point M En déduire
l'accélération de M dans le référentiel R,
Les forces de frotternent étant négligeables,
quelle force doit exercer un intervenant
extérieur sur la particule pour lui assurer un
déplacement & vitesse constante le long de
Ia tige ?

Le tambour d'une machine a laver tourne
autour d'un axe horizontal. Quelle doit étre
la vitesse minimale de rotation du tambour
pour que le linge reste collé aux parois pen-

B 4 Unobjetrigide de forme cubique est poss sur

dantPessorage ? Le diamatre du tambour est
d=5cmetg=10m-s?

un plateau P herizontal animé par rapport au
sol d'un mouvement vibratoire sinusoidal.
Lacote zp de P obéit 3 V'éguation horaire :

zplty = zy+ Heoswt.

) 3{'

Vous effectuerez voire raisonnement par
rapport au référentiel du platean : & quelle
condition doit satisfaire la pulsation © des
oscillations verticales pour que le cube restg
A tout instant en contact avec le platean,
Déterriner la fréquence critique & partir de
laquelle le contact est rompu, Effectuer Pappli-
cation numérique.

Données: g = 9,8m-s2 et H = I mm.

284% .
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i de circidag de centre O et de’ rayon'r et en ot
m?- antour de son dxametre vértical {

: o1 50
::tical (02) du
la base locale des

vement.

T, w, et ?x.
, 7, o, et ?’.

référentiel {%4) et
ée par 8. Mon-
8) oft f(8) esta
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‘3’\ 1 On ecarte legerement i’an edu d’une de 3 ‘s deux pom i
ixGtée de” rhanidre générie 9 P
S Montrer qu'tH devéleppement limité de la foriction f (8 du'voisinage, d
condmt a I’équatzon u

« Pasition du prableme nous avons Jusqu ici pns sosn de ChOlsll', pour reférentl ; 48
| réféténitiel terrestre qui 'O peut donsidéfer domifie gahleen A dondition e substzb.:er la‘notion
de poids 3 la force de gravitation et’de hous restreindre:i; de! petsts mouvemerafs st de
intervalles de temps. Ce chaix permet o’ apphquer B, Systenme ¢
dynamique et les théorémds du mamerit cinétique et de Ienerg snet.lq. e qui
L'énoncé nous impase de nous placer dans e référentiel dy guide: circulaire enrotation et don
aceéiéré par rapport au référentiel terrestre.: Je référentiel du gurde t rion, ga!uléen Eri
quence, if est nécessalre g aJouter Ies forces d'mertle d entramement et el Coriolis au' bi

A - Ftude du movvement de M sur fe guide

« Utilisation de la relation fondamentale de la dynamique

Reprenam t'étude :ystemattque d’un probleme de | mecamque, cet
non gat:teen : .

[I] Defm:r Ie Ey;fts;me etu‘dae” :
[2]) Choisir Ie referentzei d tud

la quesbon dsé posef est s su:vante 1é ref'erentael d‘etude est—:l‘accelete par ragport
rentiel temestre suppose gahlﬁen ? Retenons g "uri referentm & translatio .




3] Effectuer le bilan des Forces qu: agusent surle .systeme i
= Recenser pour cela, les cb_’et; extdrieurs agrssant sur e systeme et dsshn'
i i) Jesforces 5 distance ;.
(i) Tes forces de contact
¢ = Ajouter fes k prewdo-forces » i le referenhel & étude est que!conque
L Commengons par expnmer Ja force d'inestie d'entrainement : ‘
.
CoE =im Bo(M) = —ma, (M)

point
conncident

Laccelerahon d’entramemenf: de E’anneau duedla rotabon de C par rappo ta

«-absalu »% Bans e cas dure. rotation autour d'un axe fixe pagant par
3 retenrr i’expressuon sunvante

Le systbme est 'anneau #, son mouvement est étudié dans le référentiel € du guide
circulaire en rotation uniforme par rapport au référentiel terrestre supposé galiléen.

Le référentiel € est non galiléen.
« Bilan des forces agissant sur le point #:

(i) a distance : .f?‘Te «P= m3 le poids du point matériel M;

-
(it} de contact: ? sapporc = M % & Ia régction du support.

e~ 4

1l faut ajouter les « forces de repére » dues au caractére non galiléen du référentiel d'étude.,
La force d’'inertie d’entrainement est :

-2 3
(i) ﬁie = ity (M) = mo?HM  avec HM = x2, = rsinf7,.
H est la projection orthogonale de Msur 'axe de rotation (0z).

J"'zi,: =i rszﬂe?,

La force d'inertie d’entrainement est axifuge.

>

“rotation propre du gmdé c:rcufaure éutour de Vaxe (Oz)

zss’
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Autre difficultd 3 Taquelle il faut prandre garcie 2 BOND. !ocale qus accompagne !e pomt M est :

By
(e,,ee,h) avec Iz W —&,.
. P >
En conséquence, k = &, ngy = wey.-

Un schéma utile.qui permet de projeter g dans fa bese (e,, 3_ ) et d'effectuer les prédu:‘{:s P
laives et vectoriels qui vont suivre : ) ; ' S :

La force d'inertie de Coriolis (ou complémentaire) est :

(i) By = —mB (M) = ~2mB (g, A By(M)

= . -
avec W, = ¢F, et D (M) = (M) = r8E,
En conséquence :

B = ~2mwr BE, A &y o
Or %

. =~ cosB?, + sin9d,. Dot lexpression finale de la force :

ﬁic w2y éwcosﬂ%,

‘Pourswvons ['étude systemabque

fﬂi] Expremoﬁ'vectaneﬂ du prinéips fopd,
d etude no, .

a(Mm ; réee

[5] Pra;eter!ervecteurs d‘am 'base orifionornide ﬁre e aday '

* Expression du grincipe fondamental de la dynamique dans le référentie] non galiléen
du guide :

mA(Myq) = mrby—mr622 = B+ R4 iie + I?'ic.
On peut encore &crire :
mr B8y — mr 0%, = - g e+ B+ madr 5in®7, - meémcosﬂ?y (1}

' sta

8’ -~ Changement de référentie |
I




Le mouvement s'effectuant sans frottement le long du guide, la réaction 7 du support
n'a pas de composante suivant gy B2 =0
Projetons Péquation (1) selon %y

mr8%, dy-mr82Z, -4 = —mgé’;-?e+j’:'?ﬂ+mw2rsine?x~33—2mréwcosﬂ%-?g (1
S

et et At - et
1 0 ws(ghe) 9 [ Q
= 5ind
#8 = F{8) = sinB[w?rcosd ~ g] @

« Gtilisation du théoréme du moment cinétique

Dans le référentie] 6, le moment cinétique en 0 du point Mest :

TolMg) = OM »mB, (M) = m203, a3y = ~mr202,.

Théoreme du moment cinétique en G:

(dfo(M,f@}

-3 -
) = Tiol By + Mo By + Mol By + Mo(F).

Le vecteur unitaire 7, est un vecteur constant, a dérivée par rapport & ¢ du moment ciné-

¥
tique de Men Oest:

(dfo(M,%)

» B 2"-)
7 )/‘G my Be),.
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[ Mécanique PCSI, MPSE, PTSE .5 Natan, Gesr pripo

- - S



Calculons les moments en O des forces agissant sur 4 ;

e Jﬁo(ﬁ) = 532'/\13 =
'ﬁo(ﬁ) = an—}l\ﬁ
'ﬁo(ﬁiﬂ) = 5}}1\1“2
E==3

'J?%.O(ﬁm} = 57}!4'/\}?’

—Tmg & A E?z = ~rmg8, A [~ cosBE, + 5ind 7, ]

f&o(ﬁ} = rmgsinBZ’;

=18 a[RE+RE]

Ho(Ry=03a B =R 3,

= mwlr?sindd, A, = modr?sn6d, A (5007, + cost?,]

=
(B ) = - mwrisin®cos 07,

= -2mafricos8E, A 2

- .
Bl ) = ~2mebricosod,

Lapptication du théoréme du moment cinétique donne :

- mrgé?y e

. -
rmgsmﬂ?), +rRZ~

Elle permet d’accéder aux deux équations :

~ suivant &, :

R, = 2mm@rcash.

ma?r2sinBcost, — 2mwdrlcos o7,

Nous ne ferons rien de cette équation qui permet de déterminer R,

- suivant ?y :

r8=f(8)= sinB{w?rcosd - g) l

On retrouve bien Péquation attendue.

* Utilisation de Pénergie mécanique

6

’énergie
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Exprimons le travail élémentaive de la force d’inertie dentrafnement E o T w2 HM:
ey — -3 — ey
ST Frog) = Frpr dOM = mw2HM - (dOH + dHM) = mwHM - dHM
dFmorhp?) = ~agp

En choisissant Porigine de I'énergie potentielle d’entrainement centrifuge sur Paxe de
rotation :

i 1 1oy
%;ennugc=-§mm2HM2=—§mmirﬁs1n39

% 7 Lénergie potentielle de pesanteur s'exprime en fonction de Ialtitude £ de M évalude &
partir du point 4 choisi comme état de référence :

B0 = mgh = mgr (1 — cos®)

) 8  esta tout instant normal 4 Ja trajectoire gnidée de Panneau :
~d€(R) = 8T (Re) = (B3, +RZ) BlMyg) = (RZ,+R,3) 163, = 0.

La force d’inertie de Coriolis ne {ravaille pas :

—
_dcgl’(}?ic} = ag(ﬁic!‘ﬁ} = ﬁic' d0M = _Qm(”m“" A 3rel) . ?5reld’f = 0.
Leurs énergies potentielles sont des constantes que nous fixons a 0.

3} 9 Lénergie potentielle totale est la somme de toutes les énergies potentielles, ici :
Ep(0) = EF° + BF"ME o mgr (1 - cosB) -21-m @?rtsin?g.
Tin mettant mgr en facteur, on acckde A I'équation attendue :
%p(B) = mgr!:}, — 0S8 ~ % w? é smﬁe].

* Conclusion

2
€p(0) = K[I - cosﬁ-—é(ﬂ-{%) singe] avec |K=mgr et Op= ,‘[g

Alobservation du diagrameme d'énergie potern
stables (minimum de I'énergie potentielle)iet
‘Fanneau M, )

TG, T e R S P I

La position d’équilibre 4 de Panneau correspondant 6 = § eststable sl @ < wy et ins-
table st w > we.
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La position d'équilibre B correspondant 2 8 = . est toujours instable,
La posttion d’équilibre intermeédiaire correspondant 2 § = 8, n'existe que sile guide toume
assez vite autour de (02) avec une vitesse angulaire telle que o> we. Cet Squilibre est stable.

% 77 Le systéme est conservatif car les forces appliquées & M sont conservatives ou ne tra-
" vaillent pas. Le systéme est & un degré de liberté dans le référentiel € puisque Pélonga-
tion angulaire @ suffit pour localiser I'2nnean sur le guide. Iénergie mécanique se
conserve et il suffira de la dériver une fois par rapport au ternps pour obtenir Péquation
différentielle du mouvernent.

Exprimons 'énergie cinétique de M : €o{ M) = %va = %mri’é?.

Ecrivons Pintégrale premigre du mouvement ;
BolMg) = Bo(Myg) + Epl M) = émrﬁéi + mgr [1 - cos9 -3 m?é smﬁe].

Sa dérivée par rapport au temps est nulle :
de, d¥, d%p(0}de
E- - A T

[N
décomposer la dérivée

= Q.

Remarquons que :
%
._&é? = mrsinB{g-rwlcos®) = ~mrf(B)
d%nz - dc@c dcgl’(e}(fe N
TR TR T T

%L{r§+gsine(lwm2écasﬂ)] = 0.

78 = sind({wrcosd - g)

Léquation différeritielle du mouvement de l'anneau dans le référentiel € a été obtenue
par trois méthodes différentés:. ‘

B. Etude de I'équilibre relatif de M sur le guide
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A Péquilibre relatif, Pénergie potenticlle est extrémale et :
dEp
—— - - = i - 2 - -
( T )éq mrf(eéq) mrsmﬁéq(g 7 @ coseeq) 0.

En mettant gen factéur

Ol' {DC= /\/%

Les positions d'équilibre vérifient Péquation :

2
sinBéq{(mﬂ) cosfly, - E] =0

Les positions d’équilibre sont bien solution de 'équation :

sin@[(i’lc)zcose - l] =0

(%c%z)é = —mrgsinﬂéq(émzcoseéq_l) -0
q

Commengons par déterminer les positions d&’équilibre, elles vérifient :
2
18 e sinﬁ[(-%) cos@ 1} = 0.
g w
Les positions d’équilibre corresponsdant 4 sin® = 0 existent pour toutes les vitesses
angulaires de rotation . ¥fles sont :

!Bo =0 e t=mn (V‘”)I

wa
La position d’équilibre correspondant & cos@) = («6;'5) nexiste que st cos®; < i, ce
2
qui irmpose : 8, = arcos(%’f) siw>w,
Remarquons que cos®, > 0 impose 8§, € [0, g’-]
o e e o S ' 1df
Pour étadier la stabilité de ces positions d'équilibre calculons zd6 :
E.i = (& 2 2 in? = [ 2 2
736~ (m) [c0s*8 — sin? @] ~ cosl = (w,) [2¢0s%0 — 1]~ cos8.
294‘ w
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200 = 0: (40N < ()1 sublest o <o, insublesi 0> o,

8, = é(&dge))% - (&)2 13> 0 toujours instable (Vo).

o L) < (AR )-8 -2 -3
LA - (2 (2)"

avec la condition w > o, :

——
[

(6}) < 0 si Péquilibre existe (0 > w,), il est stable.
de /e,

C. Etude des oscillations autour de ‘équilibre stabie

o 3 d
9, est une position d'équilibre stable : f{§,) = & et (H%)éq <0,

Effectuons un développement limité au premier ordre au voisinage de By de la
fonction 7 (8):

df
(8) = f(Beq) +(0-9,)
s f:_a,ﬂ,"*“ (35),,

F0) = b réw(%) (8-8,) = 0.

éq

3 2 +5i w < w, : la seule position d'équilibre stable est en Bgq = B9 = 0, le développe-

0.

il

ment limité de la fonction £ {8) autour de 8, donne : r8- (%)e 8
(1]

o (0, &) S s

da
0, posons Qﬁ = mf - @?: oscillations de Pannean a la pulsation Qg

H

8+ [0~ w2lp

B+008 =0 avec Qo=,f'w?3-w2 et <.
e
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zssf .

+Siw >,

fonction: £ (8} autour de §; doane : rB- (d (e))e g = (.
1

or (48 - o[(%"-(2)
- (%) ()] -

- 812"

8+t

il
<

: la seule position d’équilibre stable est en &), le développe ment limité de la

[=3)
i
L
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Le réféventiel |’ de l'ascenseur n’est pas galiléen car il est accéléré par rapport au réfé-
renitiel terrestre galiléen.

En conséquence, les forces d'iné
force d'inertie de Coriols est)

Le syst2me est le point matériel M. Létude est effectuée dans le référentiel de Pascenseur
@A’ non galiléen,

Bilan des forces agissant sur M4 :
(i) adistance : Py pe = B = m3, e poidsde M;
(i) de contact: ﬁﬁ!—-M = ?, ta tension du £l ;
(#i1) dinertie F o = d{ M), la force d’inertiz 'sniratnement.

La force d’inertie de Coriclis est nulle car le referentlel de I'ascenseur est en translation
par rapport au référentiel temastre .

297
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Exprimons les forces agissant sur 3
B= -mg¥, . Z lavec T = 17 ﬁie = -mB (M) = -mB(M in).
Tous les points liés au référentiel ®' ont la méme accélération @, = 4,7, car R’ est en

translation par rapport & %. Il en est de méme pour le point coincident M * de M, Paccs-
lération d'entrainement de M s'obtient de fagon immédiate :

1?,»0 = ~mB(M i) = ~mdy = ~ma,i,.
Le théoréme du moment ¢inétique en 4 donne :

(dfﬁ-(deW/m’)) B Jﬁ,A(ﬁ} + J—Téﬂ( jz} + -:'ﬁfi(ﬁic)-
[3 R

Calculons les moments de ces forces en 4
- >
P = -mgbk = ~mgLsin@F.
La force d’inertie contribue an mouvement de la méme fagon quele poids
-3 5 >
AP = ~mabk = —ma, sindk.

La drurte daction de fa tension 7 du fil passe pur 4, le moment de cetie force est nul en
ce point ;

D) =

| Mécanique PCSE, MPSE, PTS . vt clan ri




Dans le référentiel ?, le moment cinétique en 4 du point Mest :
D Mup) = AM A mB (M) = me203 2%, = me20k.
Sa dérivée par rapport & ¢ dans le référentiel de Pascenseur est :

e
dL (M) g ?
(w-m—)m_ = me2dk.

-
Le théoréme du moment cinétique projeté suivant & donne :
m W = —ma £sind - mglsingd.

Drof Péquation du mouvement de M dans le référentiel de Pascenseur :

8 +(a‘; g) sinf =0

f.orces que partiellernent pour app uq

Le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel de Pascenseur s’écrit :
mi(Mq) = BT+ F,.
Le mouverment a lien dans le plan {3’ XZ), la projection dans Ja base {?,,, ?9) donne :
wi’f)i _ geosd -7 a,cos8
m( £8 ) B m(-gsinﬂ) +( 0 ) ”‘“m(—azsine)'
En ne considérant que fa projection du mouvement suivang ?a :

meB = ~mg sing - ma,sing.

ID’od Péquation du mouvement de M dans le référentiel de I'ascenseur :

§+ (a“;g) sin@ =0

- 8 - Changement de référentiel




Reprenons le bilan des forces :

cPump fe poids de M : force conservative ;
'F’m_,M =7 fa tension du fil : ne travaille pas ;
. ﬁie = ~md,(M) la force d'inertie dentrainement.

La force d'inertie dentrainement est en général non conservative. Qu'en est-il dans le
cas d’une transtation uniformément accélérée du référentiel de Pascenseur &' par rap-
port au référentiel terrestre & ?

Exprimons le travail élémentaire de cette force :
F(P P - dAM 7, dAM 2, M 2,2
8T (K = Fyp - dAM = ~ma,¢,- dAM = —d(ma, ¢, AM ) = ~d(mla,Z,- %)

vecteur . cos{x-@)
constant

Comme cos{n —8) = —cos8:
SF(F ) = dlmba,cosB) = ~dET(8).

En choisissant 8 = g conae origine de § ¥nergie potentielle dentrainement ;

| B (B) = —mba,cos® |

La force d'inertie d’entrainement est, dans ce cas précis, une force conservative,

En adoptant 8 = 2 comme origine de 1 énergie potentielle de pesanienr :

3
25 = —mgh (k> 0)

. j CE¥(B) = ~mg £ cosh 1

Le systéme est conservatif et & un degré de liberté car élongation angulaire 8 suffit 2
repérer le point M dans le plan {0'XY).

LUintégrale premiére de 'énergie s’écrit :
B, = Bo(Mye) +BEN0) +BTNO) = -21—m€2é2 g + a,)cos0.

Sa dérivée par rapport au temps est nufle :

d¥, d¥%c d%(8)de oaln . (AT AN

E e e L s L R
(S wll
décomposer
la déxivée

Léquation du mouvement de # est obtenue & nouveau :

§+(%§)sme=e

Mécanigue PCSI, MPSI, PTSE . < xathan, Clawepripa




Dans le cas des faibles oscillations (sin8 =8) on retrouve équation différentielle d’un

oscillateur harmenique :

B+wpo = 0.
. Mok .t g i
La pulsation propre des oscillations est : wg = o et la période propre :
Ty = n = 2a ¢
@g a,+g

Dans le cas oft Vascenseur est uniformément accéléré (a, > 0), la période des oscillations
est plus courte et leur fréquence plus élevée (la fréquence est le nombre d'oscillations du
pendule par seconde).

Dans e cas oft Pascenseur est uniformément retardé (4, < 0}, la période des oscillations
est plus longue et leur fréquence plus faible.

Si Pascenseur est en chute libre: ¢, = ~g. La période des oscillations est infinie ot la
masse M met un temps infind poux revendr 4 sa position initiale. Autrement dit, elle n'y
revient pas : la particule M est en impesanteur et « flotte » dans la cabine d’ascenseur.

d'inertie-d'entrainemen
articule M. et le.mifieu

E 301
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> Lorrigé p. 308

Mouvement guidé de 'anneau
en référentiel non galiiéen

Le référentiel terrestre R(0;2,,2,,7,) est sup-
posé galiléen et e champ de pesanteur uniforme
= ~g?z avec g = iEh > 0.

La résistance an mouvement de P'air est négligeable.
Une tige rectiligne horizontate (0.X) tourne autour
de Paxe {02) ila vitesse angudaire constante @ en
restant dans Je plan (Oxy). Un annesn M de masse
m est enfilé sur cette tige et peut y glisser sans frotte-

ment.
A un instant ¢ quelcongue, la rotation de Ja tige est
repérée par Pangle polaire 8(f) et la position de

T'anrean sur la tige par “Hﬁﬂ = OM = r(t}.
A Vinstant ¢ = 0, lanneau démarre sans vitesse
initiale par rapport & la tige du point M, vepéré
par les coordonnées polaires :

B(t=0} =0 et #{t=0) =7,
Le mouvement de M est étudié dans le référentiel
de la tige (0 ; . 2y, ?z).

[ e

1. Etude cinématigue

Donner V'expression de la vitesse de arinean dans
le référentiel de la tige. Déterminer la vitesse
d'entrainement ¢u point M dite & Ja rotation de R’
par rapport & @. En déduire la vitesse de I'anneau
dans le référentiel terrestre.

!

Maeanioue PCSI, MPS3, PTSE = Nahan, Clasre prége

2. Donner Pexpression de Iaccélération de M dans
le référentiel de la tige. Déterminer Paccélération
dentrainement de M due & la rotation de R’ par
rapport & @ et Paccélération de Corlolis de ce
point. En déduire Paccélération de Ianneau dans le
référentiel terrestre.

3. Etude dynamique

Effectuer le bilan des forces subies par le point M
Exprimer les forces dinertie d’entrainement et de
Coriolis. Les placer sur un schéma. Le théoréme
du moment cinétique appliqué au point fixe O est-
il adapté pour accéder 4 Péquation du mouvement
de M7

4, Déterminer I'équation différenticile da mouve-
ment de M e long de la tige. En déduire I'équation
de la trajectaire du point M dans le référentiel R.
5. Etade énergétique

Retrouver cette &quation différentielle en écrivant
la conservation de I'énergie mécanique de Pannean
que vous justifierez.

2%
b
Approximation harmonique du pendule
composé

Dans le référentiel tervestre R {0 Z., &:,, ?z) sap-
posé galitéen, une plate-forme maobile st animée
d'un mouvement uniformément accéléré :

Z = ~ay8,. Le champ de pesanteur terrestre est

» Corrigé p. 309

uniforme dlintensité g = |ZI > 0.

Sens du
déplacement

-

Un pendule simple de masse négligeable et de
longueur £ est accroché en 4 & un axe rigide verti-
cal solidaire du véhicule. Le pendule porte & son
extrémité un point matériel M de masse m et
oscille dans le plan (OX¥)} en restant tendu,

1. Déterminer langle dinclinaison 8, du pen-
dule en équilibre relatif dans le référentiel %, de
ia plate-forme :




{i) en appliquant la relation fondamentale de la
statique

(i) en appliquant le théoréme du moment cinéti-
que en un point fixe de Ot

G} & partir de Pénexgie potentiel €p(8) du systeme

2. Discuter son signe en fonction de celui de e,
Montrer quun tel disposttif peut faire office Paccé-
lérométre.

3. On écarte fe pendule d’un petit angle & & parti
de cette position d’équilibre : 8 = 8, +&,

Liénergie potentielle harmonique approchée est
alors :

d®
Be(8) = €ol80) + (8- 0015,

1 428,
+30-00 52,
A partir de Pintégrale premiére de Pénergie, expri-
mer Péquation différentielle vérifiée par . En
déduire ta période T des petites oscillations obser-
vées en fonction de £, gy et g

4. Retrouver Péquation différentielle vérifiée par ¢
par application du théoréme du moment cinélique
en 4.

> Corrigé p. 312

Entrainement a I’|mpesanteur

Dans le référentiel terrestre R {O s }, ? ) sup-
posé galiléen, un avion, en translation par rapport
au référentiel terrestre, décrit dans le plan vertical
Oxzune trajectoire particzzii‘ere AB afin d’entrainer
les astronautes & Pimpesanteur. Le champ de
pesanteux terrestre  est  untiforme  d’intensité

Eizl 10 m - 52, Les phénoménes de frotte-
ment sont négligés.

z

astronaute kR

A Pinstant ¢ = 0 Pavion est en 4, il modifie sa
trajectoire avec une vitesse initiale situde dans le
plan (Oxz et faisant un angle « >0 avecthori-
zontale. Sa pesition est alors :

—
04 = x,8,+2,2,

1. Quelle doit &tre la nature de la tajectoire 48
de I'avion pour gue lastronaute soit en impesan-
teur (Pastronaute n'est alors plus en contact avec
Pavion} pendant cette phase de vol ? Déterminer
Péquation de cette trajectoire par rapport au réfé-
rentiel terrestre 9.

2. Les possibilités de Pavion limitant la hauteur A
de son ascension & 9 000 m, quelle est Ja durée
maximale ¢, pendant laquelle on peut réaliser
P'impesanteur par ce procédeé ?

%

Sismographe a ressort

Le sismographe est un instrument chargé d’enregis-
trer les mouvements vibratoires de Pécorce terrestre.
Son principe est représenté sur la figure qui suit. 2
est constitué d'un ressort dont Iextrémité supérieure
S est fixée au boitier dgide (B) de Pinstrument qui
repose sur le sol. Lorsque le sol est docalement rois en
mouvernent scus l'effet des secousses sismiques, le
référentiel du boitier Ry est animé, par rapport an
référentiel terresive galiléen R {0 ; 2., ?},, 2, dua
mouvement vertical représenté par la fonction Zy(#).

> (orrigé p. 343

Zglh)

Ry

e} X

Le ressott est de masse négligeable, de longueur
au repos £, et sa réponse en élongation est
linéaire, de constante de raideur £

Un point matériel M de masse m est accroché a
Pautre extrémité du ressort. Sa position est repérée
par sa cote z(¢) sur J'axe ({'7) fixe par rapport an
boitier. Llorigine O de cet axe correspond 2 la

position d’équilibre du point-matériel en Pabsence

3n3:

8.

t de référentiel
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d’onde sismique. Le mouvement de M est amorti
par Ia force de frotiement fluide :

By= —hdMyq,) = -hi3, (R>0).
Londe sismique est caractérisée par Zg(£) et la
réponse du sismographe est caractérisée par la fonc-
tion z{¢) que Pon enregistre & aide d’un marqueur.
1. EnTabsence d'onde sismique, le point matériel

est immobile et z(¢) = 0. Exprimer la longueur
€,§q du ressort en fonction de m, g ket £,

2. En présence d’'une onde sismique sinusoidale
de pulsation , le boitier est animé d'un mouve-
raent du type : .
Zg(t)y = Zycosmd.

Montrer que Péquation différentielle du mouve-
ment de M dans le référentiel du boitier peut se
mettre sous la forme :

@z, Sz, o
et di
Que représente 77

3. En régime sinusoidal établi, la réponse de
Poscillateur est de ja forme :

Z(4) = Z, cos(w? + @),
En utiisant la notation complexe, établir Pexpres-
sion de la fonction de transfert mécanique :

gt

Zs
4. En supposant queé et = 1, montrer que la
fonction de transfert peut s'écrire :

H= L

a2z,
TR

, .

w
2014 /E
w* w

En déduire le module ou gain du filtre

G=|H| = %—-“ et argument @ de la fonction de
transfert. Exa?niner les cas limites w,>> o et
wy <= w ? Déterminer le facteur de qualité @ du
filtre. Commenter le comporterment en fréquence
du sismographe et préciser la nature du filtre.
Dans quel cas le mouvement relatif de M repro-
duit-il Pamplitude de la secousse sismique.

» Coreigé p. 314

Boomerang spatial {daprés ENSTIM)

Une station spatiale est sur une orbite circulaive autony
de la Terre.

| Mécanique PCSI, MPSE, PTSE © Naban, G pripe

Son mouvenent est &tudié dans le référentiel géo-
centrique R considéré comme galiléen. Ce réfe-
rentief a pour origine le centre 0 de ta Terre et ses
axes sont orientés dans la direction de trois étoiles
trés éloignées.

1. La station est assimilée & un point matériel S, de
masse Mg repéré par le rayon vecteur R= 53'
Définir le moment cinétique de la station § par
rapport & Porigine O du référentiel. Rappeles les
caractéristigues du mouvement de S

2, Montrer que le mouvement cirenlaire du satel-
lite s'effectue avee un vectewr vitesse angulaire &
constant,

3. Exprimer w en fonction de fa masse My dela
Terre, de la constante de gravitation universelle G
et du rayon R.

4. 1a station spatiale internationale en construc-
tion depuis 1998 est située 3 une altitude d’environ
400 km. Calculer sa période de révolution.

La station orbitale est en rotalion synchrone autour de la
Terre,

Elle tourne sur elle-méme avec un vecteur vitesse
angulaire identique 3 celui de son mouvement
orbital, &. On désigne par R le référentiel Lig 2 la
station. Llorigine de ce référentiel est située au
centre de masse S de la station. Uaxe {Sx) est
dirigé suivant ﬁ, laxe (5z) est porté par le
moment cinétique et Paxe {Sy) complite le teiz-
dre orthonormé.

Dans ce référentiel, un corps ponctuel M, de masse
m, est en mouvement dans le plan (Sxy). X est

)
repéré dans la station par le rayon vecter ¥ = SA7,




5. Deéfinir le point cofncident de M et donner son
accélération 2,(M} en fonction de 7, Eetw En

déduire la force d'inertie d’entrainement ﬁie exer-
cée sur la masse m dans @R

6. Si la particule M est animée dune vitesse 7
dans @, quelle force d’inestie supplémentaire lui est
elle appliquée ? Exprimer cette foree en fonction
de m, & et 7.

La particule se trouvant dans le volsinage proche
de la station, 'inégalité 7 <2 R sera toujours véri-
fiée dans la suite du probléme.

7. A Paide dan développement limité arraté au

- T .
premier grdre en =, monirer que la force dinte-
raction gravitationnelle quexerce la Texre sur le
corps M s'écrit :

Pz omoXB+t- 3x8,)

oll 7, est le vecteur unitaire porté per Taxe ($i)
et (x; y) sontles coordonnées de 7 dans .

8. Le corps M est une balle que le cosmonauie
lance en direction de la Terre avec Lo vitesse relative
By = ~53, (vp << Ro) dans %t depuis Vosigine §
de co réféventiel. Ftablir Péquation du mouvement
dans 9 de la balle sous la forme de deux équations
différentielles pour fes variables x et 3

9. Intégrer ces équations, monteer que la trajec-
toire sutvie par M est une elbipse et déterminer sa
période de parcours.

Données :

Rayon terrestre moyen Ry = 6 400 km.
Accélération de la pesanteur & la surface du globe
g = 98m-s2;

(l+&)=1+ns lorsque |g <& 1.
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Tester ses connaissances.

g 1 Réponse b. Le vecteur rotation qui caractérise le % 4 Réponse c. Le référentiel de la tige @' ost animé
mouvement de Ja tige par rappori au référentie! teres- d'un mouvement circulaire uniforme dans le référen-
tre est orientd corrélativement 2 P'orfestation de 8 en tiel terrestre 9% avec une vitesse angulaire (3(»:&'/ 4 Le

utilisant la régle de la main droite : ) ) )
& point M*, cofncident de M et fixe sur Iz tige, a donc
lui aussi un mouvement circulaire uniforme de rayon

z {axg da rotation) M
iﬂ vecteur 08 , son accélération dans @ est centripite :
= “eace b YA
@M i} = —@m0M = d, M)
> - R
) K . .
’ Conseil : retenons  expression « de Paceélésation
3 Y d'entraimement de M dans le cas d'un mouvement
; = Z ¥ circulaire uniforme de % par rapport & .
Pl " e
N\ X et (M) = o1, 0M .
x @ % >

B s Réponse b. Laccélération de Coriolis de Mest :

; 3 =
9 2 Réponse . Le point coincident M de M est fixe Beor( M) = iy A B (M),
| suria tige et en rotation dans le référentiel R : sa tra-

jectoive est circulaire, 6 Reponse b, Les référentiels galiléens sont en trans-

lation rectiligne uniforme les uns par repport aux

3 Répomse b, La vitesse dentrainement de Af | AUTes: Taccélération dentrainement d'un référentiel

S'exprime de fagon géndrale par : galiléen par rapport & un autre référentiel gakiléen est

_ —_ nulle.

Dol M) = B(0g) + Dygwsmya OM
A et

vitesse d'entrainement due d  vitesse d'entrainement due B 7 La force dinertie d'entrainement est en général
ta sranslation de @'/ Biu rotation dn R/ non conservative sauf dans les cas particuliers corres-
Clest un mouvement de rotation pure autour de ¢ pondants aux réponses b. et c.

{0' est confondu avee J) : b
—r% & La force d'inertie de Coriokis est :
Bl M) = Doy 2 OM SRR
vitesse 'entrafnement due 3 2COT(M) = 2(’)(%"’?‘? A v,E;(M).
Jasetation de /3% a Vral, b.Vrai, ¢ Faux., d. Vrai,

pliquer 2 cours

T La vitesse dentrainement dans cette sitaation de Laloi de composition des vitesses permet d'écrive ;

rotation pure est :
. P S N ,B(M/m} = op{Z,+ i)
Vol M) = tigvmy A OM = ru)gl‘)zl\ ‘?r = rmné’a.
Or Pintégration de vy = §d_;’ donne avec la condition % Z Uaecéiération d’entrainemrzi de @' par rapport
. 2

initiale : 7{f = 0) = O B est: (M) = g OM
Tl Tl MY = —wir?, = —wiuyts,.

Llaccélération de Coriolis :

La vitesse relative est : 2o MY = Ldiorm & B (M)

Ba(M) = vyd,. Booe (M) = 205097, 0 ¥, = Targeydy.

= Dol M) = wy00,t7,.




La particule se déplagant & vitesse constante le long

de la tige, son accélération relative est aulle.

La loi de composition des accélérations permet d*écrire :
HM,g) = —mgvot?, + 20}000?9

aceflénation
de Coriolis

actélération
dirabrainement

IZ{MM) = Wyt wgtd, + 28,

Appiliquons le principe fondamental de la dynami- ]

que & |a particule en trajectoire rectiligne et uniforme
dans le référentiel de Ia tige non galiléen :

e i d
?+1€+ic+ﬁc+f®= 0.
La projection de cette équation vectorielle dans la
base (7,4, 2,) donne :

0 0 U%UG G Fop 0

m 0}+ Re)-i-m 0 j-mZogwd 4 0= 0}

-¢/ B, 0 0 o/ W
Fop = —-mmguot

Ry = 2mwgey

R, = mg.
Les denx composantes du support Ry et R, équilibrent
respectivement la force dinertie de Coriolis et le poids
de Ja particude. Liopérateur retient la particule en équili-
brant 3 tout instant la force d'inertie d'entrainement.

3 Prenons la situation 1a plus favorable pour que le
kinge perde le contact avec fe tarnbour : au sommet §
du cylindre. Si Pobjet textile M supposé ponctuel et
de masse m reste en contact & cet endroit avec le tam-
bour, if le restera tout au long de son mouversent.
Congsidérons la sitwation d'équilibre relatif dans le
référentiel du tammbour non galiléen : la force d'iner-
tie de Coriolis est nulle. Le schéma représentatif
suivant décrit la situation :

Les forces & considérer sont le poids de M, ta réaction
du tambour et la force d'inerie d’entrainement.
A Péquilibre dang le tambour

BiReB =0,
En projection suivant ¢, (avec R = EIR)E =0}

~mg-—R+mw2§ = 0.

d

iy - 2
Do : R—m(w2 )

Pour que le linge reste ¢n contact avec ie tambour il

faut que R>0:

La vitesse angulaire est exprimée en rad-s-!. le
résultat en tours/min est :

Dy = 50 J%g @y, = 60 tours - min-.

4 Le systme étudié est Pobjet rigide M Létde a
lieu dens le référentiel du plateau P Ce référentiel est
accéléré par rapport au référentiel terrestre, il nest
done pas galiléen.

* Bilan des forces appliquées au point M

(i) & distance : B = m} = —mg#,, le poids du point
matériel M ;

(ii) de contact : B = RZ,,la réaction du support ;
(i) d'inertie : F)',e = -md (&), la force dinetie
d’entrainement.

Le référentiel du platean étant en transtation par rap-
port au référentiel terrestre, 'accélération dentraine-
ment est Paccéléraion de n'importe quel point du
référentiel du plateay :

ZAM) = 58,

F:e = —nZpd,
12accélération de Corlolis est nulle car le plateau est
en translation par rapport au référentiel terrestre.
* Expression vectorielle du principe fondamental

de e dynamigque
§+ﬁ+ J?ie = 6
Y

?rojéction suivant le vecteur unitaire ?z :
Remg-mip = O
Or 2{P) = ~w?Hcoswt,

La réaction du sapport se déduit du principe fonda-
mentat :

R = mi{g- w?Hcoswt)




Le cube reste en comtact avec le plateau tant que
R#=0, lacondition du contact est ainsi © = 4«/%'

g-wiHcoswé= 0.

Four gue cette condition soit réalisée 3 tout instant, i La pulsation critique est donc wg = "/%,. et la fré-

faut que :

. w
quence critique | No = = = ]

= g-wtH=0 AN N = 157 Ha.

" S’eﬁta;af‘u‘neaf.

3. Le systéme st le pomt M Son mouvement est étudxe
dans le:référentel de la r::ge en rotation por, rapport ad
referentiel tercestre galﬂéen Le 18 erenuei de’ la uge ést

 xéfGrentel de

T
deﬁmuun i refé:entxel de

dédeoa

sns du déplacement
1t Msuria tige -




Le théoréme du moment cinétique appliqué au point 0,
fixe dans Q', ne peut pas &tre ulilisé pour déterminer
Iéquation du mouvement de M La force dinertie
Fentrainement, qui ¢st responsable du meuvement du
mobile Ie long de la tige, a sa droite daction qui passe
par O le moment de cetie force caloulé en Oest ol

4. Expression du principe fondamental de la dynami-
que dans le référentiel de la tige :

md M) = ﬁ‘*ﬁx““ 1e+}'iic-

La projection du principe fondamental dans ia base
i, ?a, Z’z) donne :

5 0y 40 w?y 0
mi0| =m} 0+ Rol+m| 0 |+m|[-20¢
0 -g/ \R, 0 0
et conduit 2 un systéme de trois équations :
B Fewtr=0 . T (1) -
W jRy=2mi0. (D)
i IR, =mg - Tl 3 ) (3)'_-"

Le motvement est impossible dans e plary perpemhcu—' :
" laire 2 |4 tige : la réaction drthoradiale de la réaction dan *
suppert compense fa force dinertie de Corlolis ¢t s

composante axiale compense le po:ds de M Dannean

est entraing le long de la tige par iz fo:ce d’mert;e '

d’entrainement centrifuge. -

La resoluf.zon de’ Péquation’ dllfferentr lle (1) donne la‘

soluhon générale divergente :
r{f) = |cl1(¢ot) +Atsh{w£)

Les cnndmons initiales permettent de preczser Ies cons--

tantes Ay et 4y
r(a‘) = ¥ooh(e8).

S:&.éhant que 6 =
dans le referenhe% ?ft est H

Dannean glisse le long de la tige puils la quitte 2 son
extrémité. Le probleme change ensuité de nature.

5, Reprenons fe bilan des forces at cons1dézons o} pms~ )

sance de chacune d'elles.

Le poids est une force conservative mais sa’ pmssance
est nulle : .
@(ﬁ/qw) = ~mgd, 2, = (.

La réaction du support ne travaille pas car c'est une
force perpendiculaire & la trajectoire du mol-ie. S4 puis-

sance est nulle dans fe referenhel dela hge

P(Bo) = B, UM ) = R 3, +%,?) a0,

quauon de la txadect(nre de M .

Remargue : en ravanche, ta xéaction du support a une puis-
sange non nulle dans Je réféventel R car si elle est low-
jeurs nornale 2 la tige, Ia tige ne se confond pas avec s
trajectoite {voit chapitre 3, exercice § de « Sentrainer »).
La force d'inertic de Coriolis a une puissance nulle et ne
travaiile pas.

PLE ) = =2m n DM ) - BM,

Toutes ces forces de puissances nulles dérivent chacune
d'une énergie potentielie constante que nous choisirons
nulle.

La force d'inertie d'enirainernent est comservative et
dérive de Pénergie potentielle centrifuge

) = 0.

By = %ma}?r-" i
Liorigine de P'énergie potentielle d'entrainement centri-
fuge est choisie en O,

Le systeme est donc conservatif et il est & un degré de
liberté st Paxe.

La solution de notre probléme peut ainst étre obtenue
de mantére élégante en écrivant lintégrale premiére de
I'énergie : '

cgm(Mf'?ﬂ'}

B} + 655 (4)

= Lo Lt =
= il g mats = B

Sa dérivée par rapport au temps est nulie :
A%, a8 d%(ndr
de ~ Tdr C_dr ds

et

décomposer
la dérivde

w

= mi(F-wlr) =
—
=0
Léquation différentielle du mouvement est :

Fowlr=0

2 1. Le systéme est le point matériel A étudié dans fe
référentiel de la plate-forme Rp.

Ce référentiel n'est pas galilden car il est accéléré par
rapport au référentiel tervestre galiléen &t

© Bilan des forces agissant sur M
* & distance : ;V)-rmc_,ﬁ, = B = m$, le poidsde M;

- 3 >
< de contact 1 Falmar = T, la fension du il

+ d'inertie : f'zja w mB, (M) = mayd,, \a foree d'inertiz
d'entrainement.

La force d'inertie de Coriolis est nulle car le référentiel
de la plate-forme est en translation par rapport au réfé-

. e d
rentiel terrestre : ayay = ¢. .

- 8 - Changement de référentiel
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Discussion du mouvement :

seons du
déplacement

<

{1} Relation fondamentale de la statique appliquée au
point # en équilibre relatif dans Ry :

P74 F, =
En projetant suivant 4, pour éiminer 7; on obtient ;

maycosBy — mgsingy = 0.

e
tanB, = — o
l LS P
On remarque que ;

vs5igy < g0y

Ainsi :

'Siﬂg>> g: eo—pg.

;sia(,)(), alors BU&E[O;%]; )

= s5i @y < 0, alors eoe{wﬁ ; (}J.

(i7) Le théoréme du momeént éfné-r.i'(fjlié' on 4 poi'n.i fixe

du référentiel Ry, donme dans cette sxtuat:on d’equzh o

bre relatif :
Ry (T‘}M&d{ﬁc) w 0.

Caleunlens les moments de chacune de ces forces én zf

M (?) = —mgbz = wmgfsmﬂic
MA f,,) = magd’ = magfcosﬂk_

La droite d'action de Ia tension 7 du il passé par 4 ie‘.

moment de cette force est nul ext ce Point ¢

HaPy =8

La nullité de la somme des moments des forces applx-' :

quées en A donne suivant /c . :
~mg€sinby + magcosdy = mé{agcoshy~ gsmﬂu) =0

ap -
= tz_n&():-é

(i) Le systéme est conservatif,

- Mécanique PCSI, MPSE, PTST. o nutan, Cluse prée

Les posmons d’eqmlibre de M correspondent H un'_" :
{ extrersium de la fonction ‘ép(ﬂ) .

l"I.a seatle position d'équilibre.comespond & ¢ :

; a

‘ taln Qo = Eﬂ

Est el!e stabie 7

Y
d 3;58) = mf(gcosﬂ + aosme}

La posmcn d’éguilibre est stable caral'é thbre
| dRe) .

(~—d§2———)a = me[gcosea + gy sin Bn) >0

: >0 >0

© car éo [{) H g]

- deux fois dérivable et dont la dérivée secouc[e est, non
.nulle et positive. :

Le poids B est une force conservative et en adoptant
B = O comme origine de 1 'énergie potenticlle de pesanteur :

F {h>0)
‘53“(6)

La force d'inertie d’entrainement est dans ce cas parti-
culier, conservative :

$T(Fsm,) = By ¢AM =

i

mgh

mgl(l ~cosd),

)
-dAM

e
vecteur constant

b d
may ¢,

= d(mmoé)_k-W} = d(mﬁao Z.-2 )
Sl
i3
Comme ccm(gmn ) = sinf;
ST(E, ) = d(mlaysing) = ~d85().

En choisissant 0 = 0 comme originie de 1 cnerg:e paten-

" tielle mtrazrwmmz

""“(B) . méao sind,

. I.ienez gle potenheile totale de M est:

BEE(0) + B (0) = mge(1 - cose) mfags:nﬂ.

%p(0) =
Denvons cette expresszou par rapport a6
d%rfe)
ES (gsmﬂ aacosﬂ)

o .
()0

ZsinB, - aocosﬂn w 0

Cette position d'équilibre peut faire Pobjet d’une appmxtw '
wmation harmonigue car celle-ci est applicable & un thini-
mum de I'énergie potentielle pour laquelle celleci est

3




Développons encore
d*%,(8 mé Y

(Wwdﬁﬁ 6 = w?cosﬂo(g- + gagtanfy)
= Z”E'ecosﬁo(g'l +ay).

Or:

costy = ! = £

JTxtn? 0, Jg9+a§

= 94 4t
)Bn ml . fg®+ ag.

d¥8.(8)
( de?
Remarquons gue :

goosBy + agsinGy = ,fg“’ + ao

2. Loss de Paccélération uniforme, la posmon d éth
bre du pendude est située en arrizre de la verticale dans
le sens opposé au déplacement de la plate-forme.

Lors du freinage, Paccélération du vehzcuie est neganve

(ao<0} tan6, = %<o t8,<0.

tion est uniforme) st située éx avant dele ve:hca]e daris
le sens du déplacement.

tion du véhicule et d'en connaitre e s;gne parla re]atton

l% = gtan@, '

‘verticale'et 8y =
“car il est en translat:on rectiigne wmiforme’ par rapport
au référentiel terrestre galiléen. Rien n Yindique pour tny
observateur du pendule qui seralt enfernié dans le véhi-

principe de refativité galdeenne

- dela position d'équilibre 8y en notant T'écart de Ja position

I.Iénergle potentielie harmomque approchee est

. d2%
2(0) = %p(80) + (0 - 8y) (W)ﬂ 2(9 60}2( daf)
3 . . 9‘
o a8,
= "gp(ﬁ) = =1‘311(90)4‘2"* (da;)au

La fonchon @p(e) est une représentation parabol:que
les oscillations sont sinusoidales.

En remarquant que 8= ¢ Pénergie cmehque de la
particule M{m) dans @ZP est .

Ea posmon d'équilibre du pendule (Iorsque l‘accelém—

Lobservation du pendule permet d‘acceder H laccelem:.

& I’accelerahnn du veh:cuie ‘ast e e pendule estali ‘-_- ‘
: le téférentiel Qf{? est alors galiléen

cute si le référentiel d’experzmenta.twn est en mouve:
- ment o non par rapport au référentiel keIt tre C’est le

3. Appreximation harmonigue: effecions ud de,veloppe~
ment liroité a Pordre 2 de la fonction Bp(8) an voismage_

- du pendule pa.r rapport & sa pesition d'equ:hbre =G 99 ‘

et son énergie mécanique :

%, ﬂém‘ﬁ’gi’? +Bp(e) = AmE2E £ By(8) + & 52( de‘i”)

Le systtime &tant conservatif, I'énergle mécanique est
une intégrale premigre du mouvement :

G%,, Y 1 4%y
A L s IO R
Celte équation est vérifiée & tout instant et le systéme est

en mouvermnent :
., b 2%y -
%:-p;i—é,—)(-—c—i—é—e—)+z = E+wpe = 0.
il s'agit de équation d’un oscillatewr harmonique de
pulsation au carsé :
= nla)

©o = CF\ER /o

d?%
En remplacant (W par sa valeur obtenue dans la

d&gf) a,

pzem;ere queatum

(S, - medid

On obtient :

4. Appliquons le théorme du morment cinétique en 4
deins la situation hors équilibre -
{df (M)

- 5 - — .
e )/%mu,,(ﬁp J&f.,zj?} + A (B

" Dans le référentiel My, le moment cinétique en 4 du
- point Mest:

L) = A mb oy (M) = me20% 24, = Yy
3a dérivée par rappott & tdans ie référentiel de 'ascen-
seur est

{df A Mg,

e
= meWBk.
T e

Le théortme du moment cinétique projeté suivant £
donne :

- mE28 = ~mglsin® + may € cos @,
Oré=% )

= E = %iu gsin{fy + e} + azcos{B; + £3].

En remplagant :
a £ = 35in8, + g cost,
sin(By + £) = sin8, cose + cosﬁg sing = a 5

el s mg

: N EFLE
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cos{By+ &} = cosB, cose —sinly sing = cosBy~ & sinby
-} -E

on obtient

g = é[ ~g8indy + gocosBy ~E{gcosBy + gysindy)}
N A A A

. %
Or: geosBy + asiny, = g%+ .

Déquation différentielie vérifiée par £ est ainsi

s
LA .

4

Cest bien V'équation du mouvement obtenue dans ia
question précédente.

3 1. Le systtme est Pastronaute M de spasse m. Son
mouvement est studié dans le référentie] de Pavion @&,
non galiléen car il est en translation non uniforme par.
rappott au référentiel terrestre %, supposé galitéen. .

° Bilan des forces appliquées & l.’ astronaute lorsqu’zl est.

en contact avec le plancher de Uavion
+le poids : Be m3.

* la réaction du support :

* la force d'inertie d'entrainement :

B = -md (M) = -mEM}g) = -m(O, m

Laccélération dentrafnement est l’accelérauon # d'un
point queiconque de Pavion car celui-ci est en transla-
tion par rapport au référentiel terrestre.

Tlaccélération de Coriolis (et donc la force de Ccmoils)
est malle car le référentiel de Pavion est en translanon
par rapport au referenhe] terrestee :

Y
—ma.

o w(mvms) = 0 .
Lorsque Pastronaute est en éguilibre relatif sur Je plan-
cher de l'avién, l'expression de la reldtion fondamentale
de sa statique donve =

ﬁm;ﬁm
Don : B md- 3.

Pour que Pastronaute soit en tmpesaniteu, 1l faut quil ne
soit plus en contact avec l avion, avirement dit :
’ T
E=0. _
En conséquence, il faut que @ = #: Pavion 5 met en
chute libre & partir de 4.

mid( Mg} = m(E~3) =

La trajectoive de Pastronaute dans I'avion est rectiligne
uniforme. La force d'inertie d’entrainement campense-
le poids de Pastronaute.

=<

!

Mécanique PCSE, MPSE, PTSE- % Nahan, Gl prpa

Appliguons maintenant le principe fondamental de Ja
dynantique & l'avion M, de masse my dans le référen-
tel terrestre galiléen :

g E(Mmms) = my.

Lavion n'est soumis qu'a la force de pesanteur @ il dagit
2’ mouvement parabolique de chute libre.

En intégrant aves les condilions initiales adoptées "équa-
tion différentielle :

4204,
Hitye) = (S, = &

on obtient successivement vitesse et position de Favien :

‘ NN
HMym) = Jt+2y et OMa = %g’xuﬁumaﬁ.

Do les vztesses et position de l'avion dans !a base
#.2.%):
# = pycosa
=2 -
V(Mmms)? §=0
&= -gd+v,}sm0t :

i

x= vocosat+z,,
y =

Sz -‘ ég.!?énvosmat+zﬂ

——

QMg =

La wajectoire de Pavion dens R est obtenue en élimi-
nant le temps dans les équations horaires du mquyement :

(x x,,)"-+ tan(x{x xd}+zd
20@00820

La trajectoir’e de l'avion est parabolique.

2. Le point culminant § de la trajectoire cosrespond &
= 0, Elavion atteint 5 3 I'instant : :

vpsina
Gl

En consequcnce, ]’awou est monté de l‘alntude

H vesin?or
h=zg-zy= —2gts+uosmotts ;%r

J2gh.

Lz parabole decrxte sans frottement est symétrique par
rapport & Faxe (8 #), I» durée maximale de impe-
santeur est :

C o=k sinG =

Yysinc

T =205 = 22

Finalement :

T2k

AN: T=8485s=1min25s.




4 1. Le systeme est le peint matériel M de masse m 1I
est 4 Péquilibre dans le référentiel du boitier Sy, Ce
référentiel étant fixe par rapport au référentiel terrestre
gaiiléen, il est lui-méme galiléen : le principe fondamen-
tat de la statique est applicable,
* Bilan des forces appliguées au point M
+le poids : B= mi =
= la tension du ressort
—

T = - k{SMeq-SMo) » k{liy-Eo)2,.
Le principe fondamental de la statique donne en projec-
tion selon &:

-mg?,.

k(€= Loymmg =
La longueur du ressort & Iéquilibre, en I'absence d'onde
sismicue, st

TS
2, 4+ 08

[t= 00 ]

2. En présence d'une onde sismique, le référentiel du

boitier est en translation par rapport au référentiel terres-

tre. Etant accéléré par rapport 3 R, il n'est pas galiléen,

et nous devons effectuer un nouvean bilan des forees :

+ te paids : P= mf = ~mgdy.

+la tension du ressort : Vil -."c(.S'M SMo)

- In force de frottement : Fr = k2 32,
+ ia force d'inertie d’entrainement :

?he= ~mi (M} = —mE’(M;%‘) = »~m3(S,91 = —mZyt,
Daccélération dentrainement est Paccélération d’un
point quelconque du boftier car celui-ci est en transia-
tion par rapport au référentiel terrestre.

Laccélération de Conohs est nulle et la force de Corlelis
r'intervient pas cat m(%/m y = g.

Lexpression du principe fondamental de la dynamique
dans Ry donne :

mZ?(MmE) =B:Ts F’ﬁ?ie.
- oy Sy *
mal ) = 1n§~k(SM—SMO}+ﬁ[+f‘ic

i

— e} s S )
R (SH e~ SM oY -k (SM -~ SMoy+ B B,
Asnsi: md(Mp) = k{S’Méqm SMy+ P+ B,
' - k(MéqM Ve Feu F

Sa projection selon #, :

i

mE = ~kz-hi-mZy
Adnsi, il vient : It
Frlggmy = -y,
Rt h

3[% 2=k

En posant L et wy = =, on obtient {'équation
m T m
différentiefle : o
i %é-ﬁ-mﬁz: —ZB

Aveclt = ﬁ%ﬁ et

t a la dimension d'un temps, il représente un ordre de
grandeur de la durée de la phase transitoire précédent le
régime permanent et caractérise l'amortissement de
Poscillatear.

3. En régime sinusoidal &tabli :

natation complexe
e ——————

z(8) = Z,, cos(wt+q) z{{) = Z el

[y—
amplinude
camplexe

avec £ = Zel®

ey nolstion complexe "
Za(2) = Zycostwl it Zo(f) = Zyakt,

Léquation différentielle du mouvement de Ms’acrit :
(wﬁu« ta? +jm§); = 0,

Dol I'expression de 1z fonction de transfert mécanique ;

Z w? 1
He Eom
A/r ::u 1+.-\/§

a=5
o cu-+50} jE
e

4. En remplaga.rif dans Pexpression précédente © par

1 L : .
P la fonction de transfert devient :
o

1
B."ll)2 @,
b e
[} o

Le module de la fonction de transfert est :

H=

'iN Y%

8| = =
(-1 +2(3)
|8 = =L
&)+

Son azrgument est :

2
o = arg(H) = ag(l) - arg(52 14122

it
1
a3
iy
l
!
-
1
e
=)
glg
et




(i) Comportement i basse fréquence :

wy o = Ho & 1

Wy
les vibrations du boitier sont en phase avec les vibra-
tions du soi et fortement atténudes,
(i) Comportement 2 haute fréguence :
We o = Haw:
tes vibrations du boitier sont en opposition de phase
avec les vibrations du sol et restiwent fidslement le
mouvement du sol.
Revenons & I'équation différentielle du mouvement de A4

E+gé+w§z w —Fy,
Sous sa forme canonique, elie peut ausst s’derire
. Wy, 2 .
E+—itmpy = ~2p.
Q2
Le facteur de qualité esc:

Clest la valeur limite du facteur de quallte correspondaut :
& laréponse la plus rapide de Poscillateur sans résonance. *

Le sismographe est un filire passe-heut dordre 2 3 4 gauge

du terme en w?; il reproduit 1" ampl:tude dels secoasse- i

sismnigue lorsque = wo

51 L.e sysitme est la staﬁdn‘ spatiale assimilée au point

rentiel géocentrique galilsen, -

Sest soumis & Je force dinteraction grav;tahonneile L

B= WGMTMSR’

Clast une force centrale, dé centre de foxce O

Le moment cinétigue | T de fa station S par rapport & 3“

Torigine 0 du reférentlel est

f MSOS.RU{S;@ )—Msﬁ/\v

Le meuvement de S dtant Y  force centrale Z se
conserve. Le mouvement de fa statxon est plan ila Ewu o

dans le plan (Qxy).

2. Dans Ia base (?x, ?},, ?l), 1@ vecteur vxtesse posmon
de Sest: )

os R?

Sachant que la tra_]ectmte est circutaire, Ia derwee par
—s

rapport & ¢de 05 doane

%57 ,(%S)ms N R(%Y)/ms = Rod,
314]

] Méeanique PCST, MPSI, PTSL. 5 tuh, Goe prpe

“obilent 'expression de w :

§de masse M. Son mouvement est étudie dans le réfé- - -

" On reticuve ia troisizme loi de Kep]er -
La période est :

AN T = 5560s (mazmm}

 mais est fixe dans . Dansle référentiel géocentrique, ﬂ
" st repéré par le vecteur position : -

La base étant orthonormée directe, on peut écrire
?), =¢r7,.
Doir:
35 =wé,a RZ, =
Le moment cinétique en 0 de Sest ;
L= Msﬁ:\ 38 = Msﬁi\ (@ A ﬁ) = MsRafz’)—-(ﬁ- (3);':\’)
et
o
Adnsi :

T = Mg R

: Lo o ’ =
Le vecteur momént cinétiqise est constant ef « est un
vecteur constant,

3. Le principe fondamental appliqu.é & §donne :
M Mg
Fa -G ;5 3R = Msa(S,m ) = Msas
Or i’acceleratlon de ¢’ expmme par

: aly b o
el = ~Ro?d, = —n'
35 (dt)mo Rmk'clt)mc Ro'd, . ok

. En remplacant &5 dans le principe fondamental, on

Sachant que
GMT

RT

T 2“4/;(}51*)5

“8p

5. Le point coincident M * cathcided l’msta.nt tavec M

oM = 05+ 50" = R‘w’

Llaccélération d‘entramement dans ce eas de rotauon .
pure est:

_mA[cuA(R’+r)] -‘mw (ﬁd—r




Dot ba force d'inertie entrainement :

}—'ia = mwz{ﬁ«r?)

6. It fau: ajouter la force d'inertie de Coriolis :
ﬁ ic

7. La force gravitationaelie d'interaction entre ja Teme
et la particule est :

~Omih A B

3ot O _gar L)
i e TR+ 71

Remarguons que :

1B+ = Rr+3RFir = R2(1+2§.MR)
(1+2§—2 r+fi)"g
a1 fiw«)

3
1Bt = R+ F R <

En observant gue :

K

‘No

et en S'arrétant an premier ordre en oL il vient :

isfz’-miméam(a “3%

' ml?w~mGMT(

I
u)”
ﬁw—muﬂ(fé+ F 3x? 3x-)

L
terme b gbgcablc

Ainsi :

I?:-—mwi’ §+r Sx?)[

) 8 Le pnnctpe fondamental apphque & Ea ba[le dans e
: referenhe[ deila sf.atlon donne

PeRiihl
--'muu"'e .ﬁ-ﬁ-?’ 5x3) :
+ mmf(§+? ~mis A T

i

- mET(M,@t)

I reste

HMp) = 3ols exm%) AB

){ﬁi—r) mmmﬂ(l - %){}?4?) .

On obtient :

En projection suivant {e’,“ é’y, AR
& 3whxy 0 %
3= Iy J-il 0irlH
Z ¢ . k4
Suivant #, on a ¥ = 0. Compte tenu des conditions

initiales (2(0) = 0 et 2{0) =
instant: £ = 0 gt 2 = 0.

Le mouvement du projectile a lieu dans le plan (Oxy).
suivant & et ?y, on oblient le systéme d’équations
différentielies

0} on obtient & tout

o B0f 300 = 0
Fr2wi =10

9. Les conditiens initizles sont les suivantes :
2(0) = y(0) = 0, &0} = -y et 0y =

Uintégration de la seconde équation donne § = ~2wx.
En reportant cetfe expression ddns la premxére equatxon

on obt:ent
Farols = 0.

S la solutxon de cette £quation, compte teni des condt-

tions mmales, est

S Y
X =~ —sinwt
oW

D’ou = QUGSmmt
La soluuon de cette autre equatzon est

7= —59 (i - coser)

La trajectoire de M est une ellipse de centre (0 ;-m{.’{;ﬂ),

N . 2, ,
de demi-grand axe —w—o, de demi-pet:it axe 60 et par-

courié en uné périade 7' = =- Son equahon parame~

trée est obienue en constdemnt que :

sinfw?+ cofws = 1.

: ( 2?)0 2
e
B ___ET
Uy 2wy
G (%)
A Pissue d'une rotation de la station, Ja balle revient 2 sa
position initiale & des termes du secorid ordre prés.

w |

référanticl







L Systéme étudié : ensemble de deux points
matériels

Nous avens émdié jusqu’ici les lois et théorémes généraux de la mécanique appliqués &
un point matériel (fout objet pouvant étre assimilé 4 un point matériel & condition de ne
S'intéresser qu'au mouvement & trois degrés de liberté de son centre d’inertie). En préam-
bule 2 Pétude future d’un systéme guelconque, décomposable « par la pensée » en élé-
ments matériels considérés comme ponctuels, nous allons appliquer maintenant les lois
de Ia mécanique au systéme le plus simple constitué de deux particules en interaction.

LL Description du systéme

Le référentiel d’éude 9t est quelconque.
Considérons un systéme S de deux points matériels M et M, de masses respectives m
et my en mouvement dans le référentiel d’étude (0 ; 2,9, 2):

Lo n 0 Ml
-
v
% @' refarentiol haryesatrique
[e]
-
By
x M raferentiel d'atuda

; 317;

.
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Remarque
G est toujours situé &
lintévieur du  seg-
ment M;d% el plus
proche de la masse
la plus élevée.

| 318* .

111 Masse totale
La masse totale du systéme Sest :

1.1.2. Cenire d’inertie (ou centre de masse}
Le centre d'inertie & du systéme §est le barycentre des points M, et M, affectés des coef:
ficients m; et my: :

— ——3
58 _m OM | + my OM,

it m, GM, +m, GM, = 0 {1)
ey soit  my 1+ Gy e

L.1.3. Référentiel barycentrique
Afin de pouvoir étudier séparément le mouvement d’ensemble du systéme (Cest-3-dire lo
mouvement de G) et le mouvement dit  Pinteraction des deux particules, on associe au sys-
t2me le référentiel barycentrique @ ° : ce référentiel, en mouvement de tzanslation par rap-
porta®, a & pour origine et ses axes restent paralléles aux axes du repére du référentiel %

Pour bien comeprendre, observez les différentes positions du référentiel barycentrique du
ballon de rugby sur la figure 2.

3ila résistance de Pair est négligée, |2 trajectoire du centre d'inertie G du systéme est para-
boligue, elie correspond au mouvement d'ensemble du ballon dans le référentiel 3. Le
monvement relatif de rotation propre du baflon autour de G est 8tudié dans le référentiel
barycentrique R*.

e

| Mécanique PCSI, MPSI, PTSE-o tubs, cius e




Remarque
Toutes les grandeurs
refatives au référen-
tiel barycentrigue se-
ront notées avec un
astérisque (%)

La vitesse D(G) = H(Goy) est la vitesse du centre Pinertie & dans le véféventie] B, Elle est
obterue, en fonction de B, = H{Myq) etde By = B{Myg), en dérivant Péquation {1) par
rapporta ¢:

" mf?)}i + m«l"i?:z migi + ml‘g'}jg
(@) = = (2
2 m

% 2 Eiéments cinétiques du systéme

21. Quantité de mouvement ou résultante cinétigue

La quantité de mouvernent du systéme S par rapport au référentiel i est la somme des
quantités de mouvement de chacun de ses poinis :

B(Sig) = B(Myg)+ B(Myyg) = myBy + myDy.
Lléquation {2) permet de conchare :

B(Si) = mB(G)

Dans le référentiet M, la quantité de mouvement du systéme ou résultante cinétigue estla quan-
tité de mouvernent d'un point matériel fictif situé en G oi serait concentrée la masse
totale m du systdme.

G étant fixe dans le référentiel barycentrique, la quantité de mouvement barycenirique du
systéme est aulle :

B(8) = m3(6)

2.2, Moment cinétique en un point

Le moment cinétique en O du systéme § par rapport au référentie]l R est la somme des
moments cinétiques en 0 de chacun de ses points :
2 - w3
Lol Sim) = LolM ) + Lo(My)
i 2> —3 - ——y >
s0it Lol Sq) = OM, A m@| + OM, nangly.
Le moment cinétique dépend du point O par rapport auquel i est caleulé. Cherchons Ia
relation entre les moments cinétiques calculés en deux points différents O et 07
% roas Y - 2 > - 2
LotSim) = OM A mB + O'My AmyBy = OO & (mD)+myDy) + Lo(S,m)-
N
FSmy
- 319
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Ainsi, on obitient la lof de composition du moment cindtique :

+ > —
LotSia) = Lo(Sm)+0'0 A B(S1p)

2.3. Energie cinétique

Dans le référentiel R, Pénergie cinétique du systéme § est Ia somme des énergies cinéti-
ques de chacon de ses points :

Bl Smm) = Bol(M,q) +Be(My,q)
soft

1
Eoldm) = ml”i 5”12"'5’

2.4. Théorémes de Keenig

Les théorgmes de Keenig décrivent le mouvernent du systéine dans le référentiel A en
séparant le mouvement d’ensemble {celui du centre de masse G) du mouvement propre
autour de G {observé dans le référentiel barycentriqae).

2.4.1. Moment cinétique barycentrique
Dans le référentiel barycentrigue ®°, Ia formule du changement de point d’application
du moment cinétique donne :

Io(8) = 13(8)+ 00 a §°(S = 15(8) = 2(S).

2.4.2.Théoréme de Keenig du moment cinéﬁque

Comparons le morment cinétique barycentrique L {S) au moment cinétique du systeme
calculé en U dans le référentiel ®. La loi de composition des vitesses entre & et B,
deux référentiels étant en translation Pun par rapport & lautre 3 la vitesse v((’) donne
pour M, et M, :

li
il

By = HMym) = T(M)+ FE)

vitesse d'enteainement due
& la translation de @/ R

B(My) + HE)

vitesse d'entradementdue
4la translation de AR

by = D(My)

]
i

Le moment cinétique en 0 du systéme s'écrit

2 — .
Lol S,) = OM | & ml[ M)+ ] + OM2 A mz[ M2}+v{G)]

I

5’4, Amy T (M) + 6}.}2 A Dt (M) + [mfﬁﬁ% + mgafd'g} A DG

EHURE AT R T

320%
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Dot le thioréme de Kenig pour le moment cindtique :

To(Si) = mOCAG) + LS

mauvemeant mouvement d’ﬂg‘ila.-
d'ensemble de & tion de Sautour de &

Le moment cinétique de décompose en deux termes :

* le premier texme caractérise le mouvement d’ensemble de §dans R : C’est le moment
cinétique en O d’un point matériel placé en G et affecté de la masse totale m du systéme ;
+le second caractérise le mouvement relatif de Sdans R*. Ii prend en compte les trajec-
toires de M, et M, dans le référentiel barycentrique et le mouvement propre du systéme
autour de G. Ce pourra &tre une rotation pour le ballon de rugby ou une agitation dans le
cas d'un systéme déformable. Le second terme apparait dés que Pon cesse de considérer
le systémne corme un point matériel et que Pon envisage le mouvement dans R° des dif-
férents points qui le composent,

2.4.3. Théoréme de Keenig de Pénergie cinétique
Dans le référentiel barycentrique R°, Vénergie cinéﬁque du systéme est :

BE(S) = BL(M)) + LMy} = mﬂ’l ‘*‘}3

Comparons Pénergie cinétigue barycentrique 9 4(.5) & Pénergie cinétique du systéme dans Bt -
p B que Darys gue Go £t q Y

ColSp) = smivt + Emarh = Lmi(3°(4) + MOV + fm[Bo(83) + HO)P

Mgt

1§

lm iv“2+v2 +25¢ 3(G)}+v1~m [v"z-i-v2 + 285 - BIGY]
5ty G 1 5Malty ¢ P

1
= smuyte

5 ém2v52+%(m1 +mp)v%+ [my B+ myBs ] G

2
.
£408) " #is=0

DYoit le théoréme de Kcenig pour ’énergie cindtique :

o) = gmvl +B3(S)

& inéli

v s nergie cinélique

énergie cindtique b:u:g; cen lriqﬁe
d'ensemble

On retrouve la décomposition du tnouvernent du systéme ! le premnier texme correspond
i l'énergie cinétique d’un point confondu avec G et affecté de la masse totale m du sys-
téme, il caractérise le mouvement d’ensemble de S et le second terme correspond
Pénergie cinétique propre de S mesurée dans ", il caractérise le mouvement d'agitation
propre du systéme autour de G.

3 Eléments dynamiques du systéme

3.1. Forces intéricures et forces exiérieures

Le référentiel d’étude 9, est galiléen.

Le systéme 5 est sou-ms & des forces intérieures d’interaction mutuelle entre les deux
constituants du systéme M, et M et & des forces extérieures exercées par les corps étran-
gers au systéme sur M) et M. Effectuons le bilan des forces.

-
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* Pour la particule 44, :
- force exercée par M, sur M, : ﬁg )
— force exercée par le milieu extérieur sur 4 : F et s |

* Pour la particule A, : )
- force exercée par M) sur M : ZE‘) -

- force exercée par le milieu extéreur sur A4 : F PR

* Larésultante 7 des forces subies par le systéme § se décompose ainsi en dewx termes :
- la résultante des forces intérienres : ﬁim = _2  F F L
~ la résultante des forces extérienres : ﬁext =7 w1+ j?m_, 9

?‘ = ﬁia£+ﬁex{'

Ecrivons provisoirement :

Mot}
z CE N
Fast 1 -
AL
>
@8
[ 5 R —
-
By 3), ¥
x R, referantie! d'etude

Le principe des actions réciprogues appliqué aux forces intérieures donne :
4
By v B y=0
ey 3
MMy nFy_g =0
Soit 0 un point quelconque, la seconde &galité peut se décomposer de la facon suivante :

{ngo_ﬁl}ﬂﬁl»2=ﬁ4’2A?lwzma}?{1/\?]_,2"-’-"‘ @2/\?1“24'0%11\?2_,]:8

Ainsi

Mol By )+ Mo Fyy) = 0.

Ln conséquence, les actions mécaniques qui agissent sur le systéme $sont caractérisées par

= 3
la résultante F' st par le moment résultant Mo en O des forces extérieures uniquement :

.f Mécanique PCSE, MPSE, PTSE. © Naian, Clusre prige




3.2. Théordme du centre de masse ou de la quantité
de mouvement

Appliquons pour chacune des particales le principe fondamental de la dynamique dans
le réferentiel M, galiléen :

3

dF (M)
(wa-%%)/@s = }22”1+ﬁext%l
ap (My,q ¥
(ﬁ 22 ),@ =ﬁ]-2+ﬁext_—v2

d¢

Pour le systeme § constitué de M, et M, :

4B (Sg ) af (Mg ) dF (Myg,)
(), = (i D T,

de dt ” df
= ﬁ2~l+}?l—~2 +Fexl—°l+}_;ext-'2‘
;"lim""a) }"i’n
dF(Sm ) _
(—"ari')ms T e

Cette relation exprime le théoréme de lo quantité de mouvement,

En considérant que ﬁ( Ry ,glg) = mB{G) et que la masse totale m du systémee est constante :

m&’ (Glgtg) = ?ext

Cette relation exprime le théoréme du-centrs de masse.

Relativemnent & un référentiel galiléen, le mouvement du centre d’inertie d'un systéme est
celui d'un point matériel ol serait concentrée toute la masss du systéme et sur lequel
s'appliquerait [a résultante des forces extérieures agissant sur le systéme.

3.3. Théorame du moment cinétigque en un point fixe de R

0 est un point fixe du référentiel , galiléen.
Appliquons pour chacune des particules le théordme du moment cinétique en ce point

>
(dLo(M e,

), = Aol )+ HlF)
.’Bﬁ.s

>
d.Lol M. N
(_—ﬁ%ﬁﬂtﬁ) = ﬁo{ﬁext*ﬁ*‘ﬁdﬁ]*z)
¢ /@5

Pour le systeme Sconstitué de M, et M, :

5 3 +
(éLo(S/m )] a (dLo(Mum )] . (d—Lo(Mz/m ))
dt L, LU S dat a,

323
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Ainsi : .
( dLo( g ))
de s,

= f{o(ﬁz» !)+‘;‘10(ﬁ1 »2},+ “A-EO(ﬁcxt--l} +ﬁ0(?ex|“'2)

-y +
Moo = 0 -

D¥ot la relation qui exprime le théor2me du moment cinétique en un point fixe O du réfs-
rentiel %, galiléen pour le systéme de dewx particules :

>
dlsiS
de ),

Dans un référentiel galiléen, la dérivée par rapport au temps du moment cinétique du sys-
 téme par rapport & un point fixe O est égale an mornent résultant par rapport & O de toutes
“"les forces extérieures agissant sur le systéme.

S5t A = {05 ) estun axe fixe passant par O dans le référentiel %g, la projection de cetie
équation sur cet axe donne : '

kel

dL(Sm ), . (af: -

(15 (3o o
I‘R‘ wecieur &

unitaire

constant

dt

Ainsi :

AL, (Sg )
@ - e

Cette relation traduit le théoréme. du moment cinétique en projection sur I'axe fixe
A= (0, ‘

4 Eléments énergétiques du systéme

4.1, Puissance et travail des forces intérieures.

La puissance des forces intérieures an systdéme Ss’exprime de la facon suivante :
P &

P = Freg DMy )+ Foy - By 5) = By - [B(Myq )~ B, 0.
3 [ 1 3 &

-y
d M M,
Ainsi : Py = }«21_’2 . (__dl_r?.)
g

La distance relative entre les deux particules A, et M, est notée 7, elle ne dépend pas du
- référentiel d"étude,

“
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Remargue
La dérivée par rap-
pott au temps de

= ] donne
d?
%, (ma{)/%s =
dé
¢ '(Eﬂmg =0

P—
M[JME

MM M2

La force intérieure F i est colinéaire au vecteur unitaire 7, =

et ?‘1_,2 w By 58

. " 1M2”
Alnsi: MM, = ¥,

En conséquence, la puissance P, §'éerit :

o it [ )] = Pt ()

0

La puissance totale des forces intérieures B fog 6 B oy &st:

dr

@ T

= F

it

Le travail total fourni par les forces intérieures ? g B 9.1 entre lesinstants fet £+ d¢
&tant défini par :
8T = Py dt.

int.
Le travail élémentaire des forces intérieures est obtenu par la relation :

8T = Figdr

La puissance et le travail des forces intérieures sont liés par le terme dr aux vadiations de
la distance qui sépare les deux particules, il faut done distinguer deux cas :

* Le systéme est déformable et la distance relative entre M| et A, varie : le travail et la puis-
sance des forces intérieures sont non nuls malgré la nullité de ia résultante et du moment

. . > ¥
résultant en O des forces intérieures (f?im = 0 et Mg, im = 0}

» Le systeme est un solide indéformable et la distance relative entre M) et M, est constante
le travail et la puissance des forces intérieures sont nals car dr = Q.

4.2. Théordmes de la puissance cinétique et de Pénergie
cinétique
Appliquons pour chacune des particules le théoréme de la puissance cinétique dans le
référentiel %, galiléen :
(d%C(M e ))
d¢ i

dBe(My/q, )
(...9__&.;%)/% aen) +P(E o)

. : ; 325+

@(Fex:—»i) +(‘)P(F)2"1)
PF

L

it

It

N
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Pour le systérae & constitué de A et A,
declM)q, ) d€e( My )
(), (T D,

( dch(S/ﬁiz ))

dz o, de dt
= @F,.. )+ PF vm) + PPy aa )+ PP, 1)
g)inl QPEM
indépendant du référentiel par rappect au référentiel '}J?.g

Le théoreme de la puissance cinétique est

(d%c(S/m‘ ))

d¢ : = @int'*'@ext/ms

En intégrant ceite relation entré deux instants ¢, et £y, on obtient le théoréme de Lénergiz ciné-
tigue qui relie la variation d'énergie cinétique du systime aux travaux is en jen par les
forces intérieures et extérieures :

A8l S/@ts} =%l S(‘t‘z}/@tm} =%l S(tl}/@es) = (Todgopt (gextl‘ms)@ ~@

4.3. Energie potentielle - énergie mécanique
La variation élémentaire de Pénergie cinétique du systéme S'pendant la durée dfest :
d%c{S,.%s} = 850+ 8
Séparons les travaux des forces conservatives {dérivant d’une énergie potentielle) des tea-

vaux des forces non conservatives :

ST e = 0T [, + 8T 0y = —d8p 1+ 6Ty

int
c nc nec
6§rexb’9lg = 6gem/@E + 5g—ext/‘ﬂls = md%?. ext/R, + 6gex:/ms

ne ne

= A0S ) + Bpine ¥ ¥penm ] = 8T+ 8T,

Energie mécanigue du systéme dans R

12 énevgic mécanigue du systeme 2 Vinstant ¢ est définie, dans le référentiel %, par:

EnlSim ) = Bc(Sm ) + B ine + bp, earm,

= %alS, ms) : énergie cinétique du systéme §dans le référentiel galiléen &, ;

* Bp s : nergie potentielle d'interaction des points M, et M, ou énergie potentelle
mterne de §, elle est indépendante du référentiel ;

* %5 ont e, énergie potentielie des forces extérieures conservatives agissant sur S.

4.4. Théorame de Pénergie mécanique
Entre deux instants voisins, e bilan d'énergie donne :
AB(S/a) = DT+ 5T
En intégrant enive les instants 4 et 4

88 (S1m,) = € 5(02) )~ Bl S ) = (F2Dg . 0 (Thim )
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Cette relation constitue le théoréme de I'énergie mécanique appliqué au systémoe Sdans le réfé.
rentiel ®, galiléen.
Le théorime de la puissance mécanique est obtenu en divisant par d#le bilan d'énergie :

d8,(Sa )
(Fm ) | =90,
-3

5 Lois de conservation pour un systéme isolé
de deux points matériels

Le référentiet %, est galiléen et O est un point fixe de ce référentiel.

Le référentiel barycentrique M * associé au systéme § n’est en général pas un référentiel
galiléen car sa translation par rapport 2 %1, n’est pas rectiligne uniforme : le vectews
vitesse du centre de masse n'est & priori pas un vecteur constant.

Le systéme §est isolé s'il n’est soumis & aucune action mécanique extérieure et pseudo-
isolé si la résultante et le morment résultant des forces extérieures agissant sur lui sont cons-
tamment nulles. Dans les deux cas :

e e
Juo, ext = 0

5.1. Comservation de la quantité de mouvement

Le théoréme de la quantité de meuvement appliqué au systeme isolé ou pseudo-isolé des
deux particules M| et M, donne :

(d@*( Sm) .

) 2
ds a, ext

= I} S/ms) = EE:

11:‘}'? a conservation de la qﬁat{ti'té*dé'mou?ém it chi

» Conséquence : caractdre galiléen du référentiel barycentrique
En considérant que B(§, o) = mB(() et que la masse totale m du systéme est constante :

S —
v(G,@‘) = cte

Or B’(G,g;s) est la vitesse d’entrainemnent du référentiel barycentrique ®* par rapport au

référentiel QRE: $* est donc en translation rectiligne et uniforte par rapport au référen-
tiel %, galiléen.

que; % " dun systéme isolé est gﬂﬂéé{i’
e o 327 ¢
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5.2. Conservation du moment cinétique barycentrique

Le théoreme du moment cinétique en un point fixe O du référentiel 9, galiléen appliqué
au systéme des deux particules donne :

3
dLsls
( cali )) = Jﬁ-@.ext = 6
di s,

~> —
Lo{ Sms} = cte,

Puisque le référentiel barycentrique est galiléen, appliquons le théoréme du moment ciné-
tique an systdéme Sdans R :

3
4L (5 _ 7 _2
(), -

une'mtegrale premigred movvement de ..

5.3. Comservation de Pénergie mécanigue barycentrique

Appliquons au systéme des deux points matériels le théordme de la puissance mécanique :

ng
=P +@exl.ﬂ7ﬁi -

int

d¢

Hy a conservation de Pénergie mécanique da systéme s :

A, {Sq )
(___..__.’f’}ﬁ.) o,

* les forces intérieures sont toutes conservatives : @ = 0;
« les forces extérieures sont conservatives ou le systéme est isolé : 15, 9, = 0.
Puisque le référentiel barycentrique est galiléen dans le cas du systéme isolé, appliquons
[e théoréme de la puissance mécanique & Sdans 9t ". 5i les forces intérieures sont conser-
vatives (autrement dit, elles dérivent d'une énergie potentielle) :

( d%.( S}) -

de /e

Puisque le systéme S w'est soumis & aucune force extérieure, son énergic mécanique propre
ou baryeentrigue se décompose de la maniére suivante :

' B1(S) = BL(S) + By = cle

I Mécanigue PUSE, MPSI, PTS. 0 N, Clese prpa




'mque barycentnque est une 1ntegra§e premlere du mouvement de’ S

Le systéme ne peut alors pas éire le sizgge de phénomenes dissipatifs.

6 Réduction canonique du probléme
a deux corps

6.1. Position du probléme : couplage des équations

Considérons le systéme § constitué des deux particules M| et M, en interaction. Lewrs
positions dans le référentiel galiléen R, sont repérées pay :

> — -3 =7
7= OM; et 7y = OM,.
La position relative de M, par rapportd M, est définie par:

5 T ey
o= M]MQ = OMz—'OMl.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué successivement aux deux particules
dans le référentie] galiléen $t, donne :

42 0M
ml(_Fg])jghs = ﬁﬂ-»!‘i’ﬁexl—-l

—
d20M,
T8 )
13
Le principe des actions réciprogques appiiqué aux forces intérieures donne le systéme des
deux équations vectorielles :

}'21-,2'5‘}'23,“-.2

a2oM
L g : =Wﬁl“2+ﬁexiw-i {3)

a2 0M 5
mz(vz)/as = ﬁx»z"‘ﬁex‘-»z {4)

Le systeme des deux équations vectorielles est couplé par la force d'interaction F g qui
sy by s )
dépend de la distance relative r = ﬂ M, ~ OM 1" entre les deux points M et My: OM,

s :
intervient dans I'équation du mouvement de M| comme OM | :ntervient dans le mouve-

ment de Afy. La connaissance du rouvement d'un point dans R, nécessite la connais-

sance du mouvement de Vantre point. | 329 :
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6.2. Solution du probléme : découplage des éguations

Pour découpler le systéme, étudions séparément le mouvement d’ensembie du systéme
caractérisé par le mouvement du centre de masse G des deux corps et le mouvement refa-
tif de A, parrapport & M| décrit par le vecteur position :

R e S
Fou MM, = OMy- OM,.

E ? . o E g 1 1
En adoptant ¥ = M Af, comme variable, effectuons Popération : popkd (4)— ks (3)
) 1

a1l 1 1 L@
TR L SR

8.2.1 Mouvement d’ensemble du sysidme
CYest le théoreme du centre de masse qui gouverne le mouvement de G dans Ry

420G
(ml+m‘2) ) = J'1?‘czxt—«l'i"wﬁ‘cxt—‘2'
de )sm,

Lozsque les forces extérieures appliquées au systéme sont connues, on peut accéder au
mouvement de G par sésolution de cette équation vectorielle,

€.2.2. Mouvement propre ou barycentrique du systeme
D P'équation précédente se déduit :

m (2 06) 1
Py s PEB(ELD) LR
ext— 1 di? -, m, et -2

1
m, Tomy
En remplagant dans Péquation {5}, on obtient :
—
A R Y 1 my + moy (420G
()~ (e e (o2 5

de my my mymy /| di2
my
En posant LS S S p = — 2. cette équation devient :
Boom ™y + 1y
B
ML S Y I |
a2 o, 2 ext—- 2 2 A ,mg'

» Analyse du mouvement dans R*:

Le mouvement d'entrainemnent de M° par rapport 4 R étant une translation, la formule
de dérivation vectorielle donne ¢

427 d*? 2 5 (4P

er = (S Qo = (&1 .

(dﬂ)ms (3) i (@)

0
—
gl &g 3 . . N dZ 0G
Placcélération d’entratnement de M * par rapport a Rest: 3, = 1 .
-

On obtient ainsi 'équation :

(B 2Rt Payom (420G

[ 42 e =2 .ext—~2 4 d2 .

330, - '
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Lorsque e référentiel barycentrique est non galiléen, la particule 3, est sournise

+ 3 1a force intérieure exercée sur elle par la particule A4, : F |3

>
= & la force extérienre exercée par tout autre objet : Fex -2
« & la force d'inertie d’entrainement

Po(iy) = —mz(

.

42 0¢
de?

La force d'inertie de Coriolis est nulle car le référentiel barycentrique est en translation
par rapport & R,
DYoit Péquation différentielie :

4 5 ‘
1"(35)!%.=1};-g+ﬁm.,3* ol Mo} ()

Cette équation est le principe fondamental de fa dynamique appliqué dans le zéférentiel
barycentrique ®* 2 une particule fictive Mappelée mobile réduit ou mobile squivalent dont
les caractéristiques sont les suivantes :
mym

* sa masse est la masse réduife: p = 2 H

my + My

R — —

- son vecteur position est GM = 7 = M M,;
* elle est soumise aux mémes forces que M, dans A",

Le mouvement des deux points matériels 3, et M, se déduit de Pétude de la particule
fictive M Er écrivant d'une part, la définition du centre d’inertie G du systéme et d'antre
part, I'expression de la position relative 7 de M, par rapporta M, :

— — >
my GM{ + myGMg = 0
5 T e e
T=MM2= GMQ“GMl

on peut déduire les positions barycentriques des dews particules en fonction de 7:

- m
,.._....,m.g_m? et GM?’W L2
) -k g my + iy

ey
GM | =

Les trajectoires de M, et M, dans @&’ sont homothétiques de la trajectoire du mobile
réduit.
Les trajectoires de M, et 4, dans 9, sont données par composition des vecteurs positives :

—a s ey e oy
Oty = OC +GM, = 06 ~ —2.3
i+t
Eﬁgmaé+@2ﬁ5§+—mi—?
m;+m2

331;
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6.2,3.5i le systéme est isolé
Ce cas particulfer est trés important car il est un modéle représentatif de nombreux systé-
mes allant de Passociation électron-noyau & linteraction plandte-satellite.
Dans le cas du systéme isolé de deux points matériels, le référentiel barycentrique est gali-
iéen et n'est soumis & aucune force extérieure. Il 1’y a pas non plus de force dinertie et
Péquation du mouvement (6) du mobile fictif dans R se réduit 2 :

23 -

Cette équation est le principe fondamental de la dynamiqoe appliqué & la particule fictive M
de masse p dans le référentiel barycentrique galiiéen. Cette particule est soumise 4 la force

centrale | g de centre de foree G )
Sen vecteur position est GM = 7 = M)M,. La trajectoire du mobile réduit est plane,

déerite selon la loi des aires et I'introduction de I'énergie potentielle effective permet
d'étudier les types de trajectaires.

Le schéma qui suit représente les trajectoires d'une étoile double dans R*. Les trajectoires
de M| etde M, se déduisent de la trajectoire elliptique du mobile fictif # par des homo-
théties de centre G et de rapports respectifs :

....,m’zlmg;m- el ,_._..n.l_i._..

Ly Ty ™y + ity

Si my > my, le probiéme est un probléme & un corps ot M est fixe et confondu avec G
et ol la trajectoire de Af, se confond avec celle du mobile réduit M

—_ I
Dansce cas: =y, GMy~7 et GM, ~0.

6.3. Grandeurs cinétiques du mobile réduit

Nous allons voir qu'elles vont & chaque fois faire intervenir la masse réduite et les gran-
deurs relatives caractéristiques du mobile réduit :

e . . 3 _ Tk g
* position relative de M, parrapporta M,: ¥ = MM, = GM;

332 “
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dmz d7

* vitesse relative de M, par rapportd M, DM} = dz ds

6.3.1. Quantité de mouvement .
La quantité de mouvement du systéme S dans le référentiel barycentrique est nulle car le
centre de masse G da systéme est Porigine du référentiel barycentrique :
el € z
P(S) = mB (M) + my@' (M) = mB(G) =0

quantité de mowvement  quantité de meuvement 5
barycentrique de M| barycenirique de A4,

B M) = - my B (M)
La quantité de mﬂuveme;_lt barycentrique du mobile réduit est :

mymy d7 my dF dGM =
M —L2 e M_] = 2 = mB (M,
B = “c‘lr y + my di [ml-pmgéz Mg - Ml (M)
u(M)
ainsi

BrM) = (M) = UM, = - mD°

ﬁ’( Y} = wB{(M) my ¥ {M,) m (M)
Guantité de quantité de quantité de
mouvement mouvement mouvement

barycenuique de M barycentrique de &4,  barycentrique de 2,

6.3.2.Moment cinétique
Le moment cinétique harycentrique du systéme Sest :
P Fa * e s o]
LS = LUMI+L (My) = GMn Br(M)) »GMyn B(My)
B(M) BM)
- W
= (GMy- GM,) A ud(M) ® "
st S
7

Le moment cinétique barycentrique du mobile réduit est le moment cinétique barycentrique
du systéme §

100 =7 uBMy = 17°(8)

6.3.3. Energle cinétique
Lénergie cinétique barycentrique du systéme Sest :

~2 M *21 A1,
€a(S) = Ba(M,) + B(My) = Wﬁfﬁmﬁ) 13‘5%22_2) = 5o )00
d'ait . 1
o Bals) = 2—“[!1-3(1”)]2
ains; :

BE(M) = JuoP(M) = B(S)

Lénergie cinétique barycentrique du mobile réduit est Pénergie cinétique barycentrique
du systeme §.

333
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Tester ses connaissances

> Corrigés p. 349

g 1 Deux particules ponctuelles M, et M, sont
de masses respectives m, et my = 4m;.

Le centre de masse G du systéme esta 2 cm
de My. La distance qui sépare les deux par-

ticules est : |
E} b. 10 cm {:} ‘& 12 cm,

a. 8 cm
B 2 Lesysteme Sest de masse totale met de cen-
tre de masse G. Le théoréme de Keenig pour
le moment cinétique s'gerit :

(D a 7o(Sq) = mOG a 3(G) + 1 (S}
(b, Zo(S,g) = mi(G) » 06 + L7(S)
(e 2°(5) = mOG AB(G) + Lol S)a)-

B 3 Unsysteme Sde centre de masse & est cons-
titué de deux particules : la particule Af, de
masse m; = 200 g se déplace dans le réfé-
rentiel terrestre & la vitesse de 20 m - 5" etla
particule M, de masse my = B00g se
déplace & la vitesse de 25 m - 574 Sachant
que Pénergie barycentrique du systéme est
‘éé( §) = 240 ], la vitesse de (Fest:

[a20m s L bo2dm. st
e Wem-s,

i
® 4 Le théoréme du centre de masse s'8crit :

U o m2(G0) = Foot Fu
[ b, wi#(G) = P

B B Le théoréme de Ja puissance cinétique appli-
qué au systérme § dans le référentiel galiléen
Ry s'éerit -
d8n( S
D . ( C( /R, ))
dt N

d% {5,
D (——L&-@L)/ms

= gpext/ Ty

@im + gpext/‘a‘lg

b 6 Une balle de masse m = 10g est tivée 2
Paide d'un pistolet de masse M = 2kg. La
vitesse de la balle juste aprés le tir est de
500 m - 5™ La vitesse du pistolet & cet ins-
tant est de :

[Ja 25m s}
D ¢ ~2,5m-s!

B 7 Le mobile réduit associé au systéeme des
deux particules est dans la position :

D b.ssm- s
a ~3,5m-s1,

x S " referantiel barycantrique
b Ll e

B 8 Le mouvement des deux points matériels
My et M, se déduit de Yémde de la parti-
cule fctive M. Les positions barycentriques
des deux particules s'exprirnent en fonction

—
de MM, par:

E] — My

& GM = ool My M
)+ gy

D ey my e

B GM, = —— o M,
my + my

(e 0o, = 2 mM,
my+ my

Ej ey m

d GM, = — 22 _ MM,
my + 1y

e oMy = -2 MM,
iy + 1y

e m; ———

Ule 6, = —Ld M,

m +my

[
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Savoir appliquer le cours

= Corrigés p. 350

b 1

g 2

Pr—
g

Une roue de rayon R rouvle sans glisser gur
Phorizontale (Ox) en restant dans le plan
(0xz). Le vecteur vitesse anguiaire de rota-
tion de la roue est constant et noté &, Le cen-
tre de masse & du systéme est animé d'une
vitesse constante qui vérifie la condition :
35 = R(DZ:..

Représenter le référentie] barycentrique ®”
de la roue. En écrivant les lois de composi-
tion des vitesses et des accélérations entre les
référentiels R et R*, déterminer les compo-
santes des vecteurs vitesse (M ,q5) et accé-
lération #HM,q) pour un point M de fa
circonférence de la roue. Vous les exprime-
tez dans la base (2, 2.

z

Deux particules ponctuelles 4 et B de méme
masse m soqt fixées aux deux extrémités d'une
barre de masse négligeable et de longuewr a
Cette barre est articulée en Ga une tige 0G de
longueur & et de masse négligeable. Ta tige
tourne autour de Paxe (0;2) avec une
vitesse angulaire w,, alors que la barre towrne
autour de 'axe (G ; 24} avec une vitesse angu-
laire ). Au cours de leur mouvemnent dansle

référentiel R(0 ; 2, ?},, ¢, les points 4 et B

B 3

2 4

qui constituent fe systéme Srestent sttuds dans
le plan (Oxy).
o ¥

X x

En utilisant les théorémes de Keenig, déter-

>
miner le moment cinétiqgue Lo(S,q) en O
du systéme et Pénergie cinétique .(8,q)
du systéme dans le référentiel &t

Démontrer que le travail des forces intérieures
pour un systéme indéformable constitué de
deux poinis matériels en interaction est rul,

Deux particules ponctuelles constituent un

systtme isolé. Elles sont situées 2 ume

distance rP’une de Pautre et interagissent sui-

vant une force qui dérive de 'énergie poten-
tielle &lastique :

4l i

cgpas = §

Exprimer l'énergie potentielle effective

Boerr(7) en fonction de la masse réduite w du

mobile fictif M, de son moment cinétique

k2.

barycentrique I).*, de la constante positive ket
de . Tracer Pallure de son évolution en fone-
tion de 7 et en déduire les états liés et de diffo-
sion du systéme,
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M, et Mg de masses respect:ves et my er mo‘ veme_nt dans un yéfére
91 gahleen Chacun de ces deux &léments r'est Sournis quila foredide gravita

Pour pouvoir appliquer le prmcrpe fondamentaf de la i
référentiel barycentrique soit galiléen, autrément dit, if faut, que le. systeme ‘sl
phase de votre raisonnement est donc fa suivante
- [1) Définir le systéme étudis. Estil isolé 7
Pour répondre 3 cette question, 1l faut appquuef !e theorerrfe de la quart
systéme dans le référentiel & gahleen Pour cefa :
1. Définir le référentiel d'étude galrleen % .
2. Etablir le bilan des forces extériel
3. Ecrire fe théoréme cfe la quanhte de mcuvement i
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five p‘ 14 rapport au referent:efgahieen .R I

Le referennel barycentrique R* est le référentiel associé au centre de masse [ du sys-
teme des deux étoiles, il est en translation par rapport au référentiel R, galiléen et nlest
en général pas galiléen.

Le systéme de I'étoile double n’est soumis qu’aux forces intérieures de gravitation, il est

donc isolé

Ainsi :

dt

(dﬁ(Sms)

ol gy
),

P)(Sm) = {rmy +m2)3(G) Gite

Mgt

césultante
cinétique

vliesse d’enknznement
de 0¥ par rappert A Ry

Tt est en translation rectiligne wniforme par rapport 3 R, galiléen. Dans le cas d’un sys-
t2me isolé, le référentiel barycentrique est galiléen,

Considérons le systéme 5 isolé constitué des dewx étoiles M, et M, en interaction.
La position relative de M, par rapporta M| est:

? = M}Mg = ZMegwmi.

Le principe fondamenial de la dynamique appliqué successivement aux deux particules
dans le référentel barycentrique 9* galiléen donne :

dﬁﬁ; #
m;( dt ),vw T e

dzﬁg - F
mﬁ( d¢ )/9{- I s

En vertu du principe des actions réciproques : I_‘l L= = —=Fy_, le systéme d’équations

différentielles s’éerit :

337

9 ~ Systéme de deux points matériels




338

"

—3
mi(glf”a%‘d“‘!)m_ = "?J—-Z (1)
I
N ®

Le systéme d’équations est couplé par Vintermédiaire de la force de couplage ? | g GAE
ey -

M, intervient dans Véquation dn mouvement de M, comme IM; intervient dans le
mouvement de M. .

Pour découpler le systéme, adoptons le vecteur 7 = 4, M, comme variable et effectuons
l'opération :

1 : I
—x{?)—_.a-ix(i}

My
d2M M
- __13) - (e Yz,
dt ) qn my, My
. mymy \ ¢ d27F _
Ou éencore : (W)( d.’:),ﬂ@b = }"’leg.
En notant u = —Tl—ﬂ-‘?-—, cette équation devient :
My + My

3;ﬁ(d?'r’

‘a‘t‘)/w= 12

Cette équation est le principe fondamental de fa dynamique appliqué & une particule
fictive M appelée mobile réduit ou mobile fquivalent dont les caractéristiques sont les
suivantes : :
wymy : .
my+my’ '
1+ 7y sy
« elle est située au point M de vecteur position [M = 7 = M My;
* elle est sournise & la force centrale de centre de force I:

F= f‘zl_.,z(f) = '"1:’22—»;(7) = ~Gm1;n2?r

T

* sa masse rédufie est B =

La trajectoire du mobile réduit est plane, décrite selon la loi des aires et Pintroduction de
'énergie potentielle effective permet d’étudier les types de trajectoires:

3

Appliquons le principe 'fbi;;;iarté £
centrique galiléen. ;

Les trajectoires des étoiles sont circulaires ef de centre /. En conséquence, la trajectoire de
la particule fictive est elle aussi circulaire de cenive J. Elle est soumise 3 une force centrale,
52 trajectoire est plane et décrite selon la loi des aires.

Sa vitesse et son accéiération exprimées dans la base polaire (2., ;) mobile du référentiel
@R* sont:

[ Mécanique PCSI, MPSL, PTS). ¢ Nutun, Gl pris




Le principe fondamental appliqué au mobile réduit 4 donne :

dz?
Maﬁ' = ﬁl_a._o_
dew mymy (m, + my)
s —wwz?,+r3??e = -G 7= wG;;.mm'»;iww?r.

La projection de cette équation suivant 7, permet de conchure 3 une trajectoire circulaire
uniforme du mobile réduit.

Cornrme Iy = %{E, on déduit de Ta projection de Péquation suivant Z, ta troisiéme loi de Kepler :

Lo 4w
2 Glmy+ my)

Les trajectoires des &toiles M, et M, se déduisent de celle de la particule fictive M par
deux homothéties de centre {:

— —
T, = ——2 3 o IMy= —t_7
1y + Wy My + Mg
Ces équations permettent de déduixe :
ey
W] _n_m
bz, 2™
Les valeurs numériques donnent :
ATy
o my
- _ 4wt omy
Ainsi m = 5= Tg 5
AN. m = 34 - 10%kg; my = 6,8-10Ykg.
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Les points M), M, et M restent alignés 3 tout instant et décrivent des orbites circulaires
de centre 1. Les rayons vecteurs des trajectoires sont les sujvants :

ey
» Pour le mobile réduit : [ = M M, =7,

—3
* Pour étoile M| : 1M, = mg?;
; 2 1
= Pour P'étoile My : Iy = §?_

La représentation graphique qui suit décrit les trajectoires des deux &toiles M| et M,
ainsi que celle du mobile réduit dans le référentie! barycentrique :
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Détemuner les positions d’équilibre 22(0} et zG(O) ‘de l4 parti
'centre de masse G du systéme § constitug des paxt:cules et duresio

A l’mstant £ = 0, un opérateur extérieur coupe le fl. Déterminat la vitesse du
«centre de masse G du systéme §. Le référentie ba.rycenmque R des deux  par
tzcules satil gahieen ? Quelle est i’equatxon horaire: ‘zG(‘_ :

il $'agit simplemént ici d* exprimer ' équitibre dans le referentnei galrleen(% du poent mateﬂel My B
n lui appliquant Ja relation fondamentale dela statrque L posmon du cen{:re de maise du sy
téme est obtenue e ecrrvantsa deﬁmbon. :

Dans le référentiel galiléen R, ie point matériel M, est soumis :

* & son. poids : f}z = mof = mygé,;
+ ala tension du ressort : 7, = -k 2 (0) - ¢y T..
La relation fondamentale de la statique donne selon 7, :

myg - Hz,(0)~ £4] = 0.
Adngi : 2(0) = £, + 28 "‘23 eo+.2-%’£

La position du centre de masse du systeme S & 'équilibre s'obtient en écrivant sa définition :

(o) - MO mO0) | m o
h my + 1y mm+m2 Ny
. T S re
Ainsi ZG(O}Mmi.q.mz(ennf k )_3(£0+ k
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L. 1] Définic 16 syste

Le systéme § est l'ensemble des deux particules ponctuelles et du ressort : {M,, ressort, M, }.
Le référentiel d’éude est le référentiel du laboratoire @, galiléen.

Le bilan des forces extérieures appliquées au systéme est :
“en M, : le poids, B, = m3 = mge,;

sen M, le poids, By = mpf = 2mg?,.
Le ressort est sans masse. .
Le theordme du centre de masse appliqué 4 S dans @, s'éerit :
dB(Gm )
£
(my + my)——s—t- T

Le référentiet barycentrique est en chute libre, son mouvement est uniformément accélérs
et ce n’est pas un référentiel galiléer :

= (amy +m2}'g’.

- d%(Gg,)
a’((;,ms) = Ts_ =g

En considérant qu'a linstant ¢ = 0, le systéme est abandonné sans vitesse initiale  partis
de la position z5(0), Pintégration de Péquation précédente donne successivernent :

vglt) = gt

zfo(t) = %gt2+za(0} =

Ainsi :

0= o F{er 5

| Aécanigue PCSL, MPSIE, PTSE. & Naton, Clase prosa




La particule fictive M et caractérisée par :

L mymy 9
* 52 toasse réduite 1 @ = vt @ Sy
my e 3
. vl | =
* son vecteur position : GM = MM, = ¢4,
Brans le référentiel non galiléen du centre de masse, elle est soumise aux forces appli-
quéesa M, : N

* 1a force intérieure de contact exercée par ja particule M, : 7, = A8~ 68,;
* la force extérieure 3 distance exercée par la Terre : 1-32 = myg;
« Ia force d'inertie d’entrainement : ?ie(Mg) = wmga’((},mx) = —myg = “?2_

La force d’inertie de Coriolis est nulle car le référentiel barycentrique est en translation
par rapport & ..
Appliquons le principe fondamental de la dynamique :

wid, = Tyr By+ByMy) =7,
— e
§
Léquation différentielle du mouvement du mobile réduit dans R* est Péquation d’un

oscillateur harmonique de pulsation w, = J‘é :

P ﬁ{r(a‘) 8y} = 0.
Compte ten: des conditions initiales

HO) = 0 et r{0) = z(0) = fo+g*“’]§£' . . : : '

La solution de I'équation est

r{t)= £, + —n-%gcos(mot) = €y+ ?m?gcos(met)

La masse réduite intervient dans la pulsation qui caractérise le mouvement vibratoire du ;
systéme dans le référentiel barycentrique.

iléb‘g‘sratoife:s"obﬁent pér les rela

. B i 343
9 - Systéme de deux paiats matérials




Le mouvement des particules dans le référentiel du Jaboratoire s'obtient par les relations

vectorielles :
5]}3’1 = 58%«511—4}'1 0613
iy
OMy = 0G + GMy = OC + ik ?
7y ok Ty
a{t) = zg(t)— - ~1—m, st 7( £}
Alnst ¢
Z(t) = (-t)"‘ r{[}
1
z(2) = §g£9~§nm T (%)fl—cos(mnz)]
Et
- ) b & ™
Z(t) = Qgt +&y % o +m2(k)[l + ™ cos{wgt}]

En remplagant les masses par leurs valeurs, le résultat final est :

zy(£)

LA

égt2+ %(%g){l - cos(wgd)]

égtﬂ R A gf (%5)[1 + é COS(m(,t)]

Le mouvement du systéme est la composition de deux mouvements : un mouvement
d'ensemble qui est un mouverent de chute libre caractérisé par la trajectoire de G et un
mouvement propre oscillatoire du systéme dans le référentiel barycentrique.
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4 > Gorrigé . 352

Rayonnement gravitationnel

par un systéme de deux étoiles

{d'aprés e3a)

La théorie d'Finstein de la velativité ginérale prévost Uecis-
tence de phénoménes ondulatoives associds aux champs de
gravilation : les ondes gravitationnelles. Celler-of powvent
étre produites par effondrement d'un systéme binaire
d’étotles & neutrons.

Le référentiel d’éude R, est supposé galiléen.

A_ Point matériel en rotation autour d’un astre

Considérons un astre 4 de muasse M, supposé

immobile dans %, autour duquel gravite un petit

objet S de masse m << M. Désignons parGla cons-

tante de gravitation universelfe et notons r = A8
—

et ?, = 45
Y

G =667 - 10-"' N.m? kg%,

1. Rappeler 'expression de la force de gravitation
subie par §de ta part de 4 Montrer que cette force
dérive d’une énergie potentielle $p(r} qui sera
" exprimée en prenant Porigine de Pénergle poten-
tielle 4 Pinfini. :

2. Montrer que le moment cinétique de Srelative-

Y

ment au point 4 dans 915, neoté LA{S,%S), est un
vecteur constant, En déduire que la trajectoire de
S est située dans un plan passant par 4.

3. Admetions pour simplifier que le point § ait
une trajectoire circulaire de rayon R, avec une
vitesse angulaire de rotation ®. Exprimer ® en
fonction de G, Met R

4. Rappeler I'énoncé de la troisiéme loi de Kepler
refative 4 la péricde de rotation des satellites
autour d'une étoile. Démontrez explicitement
cette loi dans le cas d’une trajectoire circulaire.

5. Déterminer I'énergie mécanique du systéme §
et commenter son signe.

B. Systéme binaire : Point matériel fictif
Considérons désormais 'ensemble formé par deux
étoiles A et 4,, de masses identiques M, en inte-
raction gravitationnelle, Cet ensemble est supposé
mécaniquement isolé.

1. Justifier que le barycentre B des deux étoiles est
animé dans %, d'un mouvement rectiligne uni-
forme {la norme de sa vitesse dans R, sera notée
vg). Le véférentiel barycentrique du systtme das
deux étoiles est-l galiléen ?

2. Mantrer que, dans le zéférentiel barycentrique,

ey ey
le mouvernent du point Fdéfini par BF = 4,4,
est celul d’un point matériel fictif, qui est soumis &
la méme force que celle qui agit sur 4, et dont on

exprimera la masse w en fonction de 4/.

3. Dans le référentiel barycentrique, le point Fest
animé &’un mouvement circulaire de rayon R et
de centre B. Déterminer la vitesse angulaire w de
ce mouvernent en fonction de &, Met R,

Soit un systéme de deux étoiles & neutron de mas-
ses M = 2,8 103 kg, Pen de temps avant Peffon-
drement, elles ont wne période de rotation trés
faible ' = 0,1 s.

4. Déterminer numériquement la distance qui
sépare ces deux étoiles. Déterminer la norme de la
vitesse v, des étoiles dans le référentiel barycen-
trique.

5. Décrire les trajectoires des deux points 4, et
Aq dans le référentiel barycentrique. THustrer a
Paide d’une représentation graphique.

C. Energie mécanique du systdme

L. Exprimer I'énergie cinétique dans Ry du sys
teme des deux étoiles en fonction de M, vy et de
Pénergie cinétique % du systéme dans son réfé-
rentie! barycentrique,

2. Dans le cas ol le mouvement de Fest circulaire
dans le référentiel barycentrique, exprimer I'éner-
gie cinétique ¥4 du systéme des deux étoiles en
fonction de w, Met R

3. Exprimer Pénergie mécanique % du systéme
des deux étoiles dans le référentiel Ry en fone
tan de M, G, Ret vy

D. Effondrement du systéme binaire

Le systéme binaire des deux étoiles 4;, A4, estla
source d'ondes gravitationnelles, qui ransportent
une certaine énergie. Un caleul de refativité générale
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montre que la puissance ainsi « rayounée » s'écrit,
dans le référentiel 91 -
= KM?Rra®

ol K est une constante s'exprimant en fonction de
@ et ¢ (vitesse de la lumitre dans le vide} sous la

3G
formoe : £ = —-

5e®
Démission de ces ondes n’affecte pas la vitesse vy
du barycentre. Du point de vue mécanique, I'émis-
sion des ondes gravitationnelies peut étre modélisée
par une force non conservative agissant sur le sys-
teme des deux étoiles, avec une pwssance =Py

i Qu est e qu'une force non conservative ?

etJ"

Quelle est la conséquence de cette perte &' energie
sur la distance R entre les deux étoiles ?

Quelle relation existe- tﬂ enire d;g

Le rayon R de la trajectoire est désormais consi-
déré comme une fonction R(¢) du temps et il est
admis que Pexpression €, de Pénergie mécani-
que déterminée 2 la question C.3. reste vafable.

[+

di &%
¢t exprimer ¢ en fonction de K, et AL

2. Montrer que R varie sefon une loi :

3. A linstant ¢ = 0, la distance entre les étoiles
est R(¢=0) = Ry. Déterminer R(2) en fonction
de Ry, tet oo. Représenter graphiquement allure
de la trajectoire de I'une des deux étoiles dans le
référentiel barycenirique.

Tes deux étoiles & neutron sont assimilées & des
sphieres de diamdtre (trés faible} ¢ = 20 km.

4. Délerminer, en fonction de R, zet «, le temps
¢, au bout duquel les deux &toiles entrent en contact.
Exprimer en fonction de G, M et g la vitesse
angulaire de rotation w, -atteinte par le systtme &
Pinstant £,. Caleuler £, et @, sachant que :

Ry = 46-505m et M = 2,8 10% kg,

» Corvigd p. 354

Un modele de la molécule CO

Le référentiel du kaboratoire (A a4 4.8 ) est
galiléen et le champ de pesanteur neghgeable a
Péchelle atomique.

w

l
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Urie molécule diatomigue de monoxyde de carhone
CO est constituée d’'un atome de carbone C de
masse me et dun atome d'oxygine O de masse
Mg.

It
K
'y -
P
&, A

Les atomes sont assimilés 2 des points matériels et
sont Tepérés par leurs abscisses respectives xc et
*o- Lenr mouvement a lieu selon Paxe (4 ¢ ) et
est limité & la demi-droite {4x).
La force qu'exerce C sur O est :

Fovo (0B

Les constantes 4 et Bsont positives et x = xp— %,
est 1z distance relative entre les deux atomes. Les
dewx Eléments constituant le systéme & ne sont
soumis qud cette force d'interaction d’origine
électromagnétique.

Liénede sera effectuée dans le référentiel barycentri-
que 9" associé au centre de masse G du systéme
des deux atomes.

1. Justifier le caractére galiléen du référentiel
barycentrique.

2. Ecrire les deux équations différentielles du
mouvernent de C et O dans le référentiel barycen-
trigue R*, En déduire Péquation du mouvement
du mobile réduit M dont vous préciserez les carac-
téristiques.

3. Déterminer 'énergie potentielle d’interaction
Ep(x) de la molécule. Lorigine de cette énergie
est choiste pour une distance infinie séparant les
deux atomes.

4. Exprimer la valeur xg, de x & l'equilibre de la
molécule dans le référentiel barycentrique. Quelle
est fa valeur correspondante de I'énergie poten-
tielle Bp(xyy) ?

5. Tracer qualitativement Pallure du graphe €p(x).
Léquilibre x5, est-l stable ? Quelle est Pexpression
de I'énergie de dissociation €4 de la molécule ?

6. En effectuant un développement limité de €p(x)
au voisinage de xg, exprimer la pulsation w des
petites osciflations des atomes autour de leur position




déquilibre en fonction de g1, Aet x,,. Comparer les
amplitudes des vibrations des atomes de carbone et
my 4

d’oxygéne sachant que e =z

= Corrigé p. 385

Systéme pseudo isolé de deux
particules liées par un ressort
Le référentiel du laboratoire @ 0
supposé galiléen.

Deux particules ponctuelles A, et M, de masses
Tespectives m, = 2m et my = m sont liées par un
ressort de masse négligeable, de constante de ral-
deur £et de jongueur a vide £;. Elles sont astrein-
tes a glisser sans frottement le long d'un axe {0x),
leurs positions respectives étant repérées par les
abscisses x; et x,.

-+ =
er, ¢,) est

A Pinstant £ = 0, les vitesses et positions initiales
des deux particules dans %, sont respectivement :
£(0) = 0{0) = 0; £(0) = 0,(0) = 0;
200} = 05 %,(0) = £,+ D
La position relative de la particule #, par rapport
4 la particule M| est notée :

X&) = ()~ x(2).
1. Déterminer la vitesse du centre de masse & du

systeme 5 des deux particules. Le référentiel bary-
centrique R des deux particules est-il galiléen ?

2, Pour Pétude du mouvement dans R*, expri-
mer les caractéristiques du mobile réduit M. Expri-
mer GM; = x] et GM, = x; en fonction de X.

3. Par une étude dynamique, exprimer x| et x;

dans $ ", Déterminer les équations horaires x,(1)

et xy(t} dansle référentiel du laboratoire.

4. Déduire de la question précédente I'équation
horaire du mouvement de la particule M, lorsque

fa particule M, est fixée 4 Porigine O du référen-
tiel du laboratoire.

5. Revenons an cas oll fa pa.rncuie My estlibre de
se déplacer. Donner Pénergie cinétique %5(8) du
systéme S dans le céférentiel barycentrique et son
énergie cindtique ¥o(S} dans le référenticl du
laboratoire,

‘8. Quelle est 'gnergie potentielle du systéme ?

7. Déduire de I'énergie mécanique barycentrique
%;(S ) Péquation différentielle du mouvement du
mobile réduit vérifide par X(¢).

» Corrige p. 358

Oscillations d'un systéme 3 deux
degrés de liberté

Le référentiel terrestre R(0 ?x, ?) est supposé
galiléen. Le champ de pesanteur Yervestre est uni-

forme et la résistance de Fair négligeable.

Miimy)

&) Mytemy}

Un pendule est constitué d’un point matériel 3,
de masse m, relié par une tige rigide sans masse
de longueur £ 3 unt peint matériel M, mobile, de
masse m; et pouvant glisser sans frottement sur
Paxe horizontal (Ox). La position de M, par rap-
port & M, est repérée par I'angle 8 et la position
de M, sur Paxe (Ox) par Pabscisse x

A tinstant initial ¢ = 0, la particule M, est aban-
donnée sans vitesse initiale d'un angle 8, dans le
plan (Oxy}. Elle reste dans ce plan tout au long de
son mouvement étudié dans le cas des petites
oscillations ol @ et & sont des infiniment petits
dordre 1.

1. Intégrale premitre de la quantité de mouve-
ment  en appliquant le théoréme de la quantité de
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mouvement ait systéme {3, tige, M5}, déterminer &
en fonction de £, my, my et é

2. Intégrale premidre de Pénergie : 3 partir de
Pénergie mécanique %, du systdme exprimée
dans fe réiérentiel 9, déterminer fa pulsation w
des petites oscillations du pendule.

4

l Mécanique PCSI, MPSI, PTS!. & Nubas, Close priss

3. Retrouver Péguation différentielle du mouve-
ment vérifiée par 8{¢) en appliquant le théordme
du moment cinétique & M, dans le référentiel
RUM, 5, ?J,, 2 de la particule A,.

4. Retrouver cette équation en raisonnant dans le
référentiel barycentrique %&” et en introduisant le
mobile réduit.

5. Analyser Ia situation ot my > ms,.




b T Réponse b. Utilisons Te vecteur paosition de &,
dans Je référentiel barycentrique :

Tty = iz,
by
Cette équation implique
> Ry + Mgy o - m___z%"b... Ty
7= (-—--—ml }GM2 = (1 +ml)GMQ = 5GH,.

Puisque le centre de masse  du systéme est 2 2 cm
de M,. Ladistance qui sépare les deux particules est
de 10 em.

2 Réponse a. Le théoréme de Keenig pour le moment
cinélique s"8erit
ey
ZiSim) = mOG A B(G) + IS).

matvement d'aglation
de Sautour de G

mouvament
d'ensemble de

3 Réponse ¢, Le théoréme de Keenig pour Pénergie
cinétigue s'écrit :

1 2 .
Eo(Sm) = §(m1+m2)”c +85(8)
énergie cindtique  duergie cindtique
densemble barycentrique
L2 1 g
= g U b 2 Bigts.
a7 el zmﬁ 2
Adnsi

v

7 FRr
= (vt vy~ 28o(S) 10m - st
iy

%4 Répouse b. Seules les forces axtérisures intervien-
nent dans le mouvement du centre dinertie G,

5 Réponse b. 1l faut prendre en compte les puissances
des forces intérigures et extériures appliquées au systéme,

] Réponse ¢. La quantité de mouvement totale {ou
résultante cinétique} du systme isolé {pistolebbalie} ast
constante. En conséquence, dans le référentiel terrestre,
cette quantité de mouvement, exprimée successivement

alinstant ¢ = 0+ (juste aprasle tr) et & Pinstant ¢ = -
(juste avant), est ; .
M B (M) +m 5;2{’}42/@;) =

vitesse du vitosse de
pistclet |z balle

Ainsi la vitesse de recul du pistolet est :

3t(Musﬁ‘) = *%%(Mw@zs)-

vy = ~2.5m- st

P 7 Réponse b. Le mobile réduit associé au systéme est
dans la position (2) :

M,

=
Le passage d'un schéma & l'autre seffectue par fa

relation : M, M, = G

B 8 Les positions barycentriques des deux particules
s'expriment en fonction de M, A, par:

N my  ——e

a Gy = -T2 33,
ny + my

£ Eﬁg: o MM,

1y + my
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b T Le référentiel barycentrique R de Ia roue, en
transfation par xapport & i, est représenté ci-dessous
pour deux positions de celle-ci :

F z

"
@8

Pour projeter 7, et & dans la base (3, 7,), il est
utile d'utiliser le schéma suivant :

% G

{e, = ~sinwl?, ~ cosnlE,

?y = —coswid, + sinwld,

mouvement de translation de R par rapport a & :
BlM g} = F(M) + Do M)
o (M) = Rody = Rul- cosmi?, + smm.t?]
{-)ent(M) = 36 = R(D?

Ainsi ;

Bdm) = Ro(l~ coswt)?, + Rosinwt?, |

° Ealoi de composition des accélérations donne pour
le mouvement de translation de 91 par rapporta ® :
M) = (M) 4 B ).

- >
Laccélération de ©odolis est nulle car Qgepm = 0.,

M) = iii’—(ﬁ’";) Ro j = - Ro’,

= Rmﬂ(sinm 7.+ coswt?,)

Zent(M) = 6

* La loi de composition des vitesses donne pour le

Le mouvement propre de la rove dans son référen-
tiel barycentrique est une rotation usiforme, son
accélération est centripdte,

Ainsi ;

B M) = Ro(sinwt?, + coswed,) !

Z Le schéma représentatf du problame est le suivant -

o

o
¥ 3: &

R{ B ) & i

. s,’:
Bn &
e 8
8, ¥
\l : s Soee

X

Application du théorgme de Kcenig pour le moment

cinétique :

Ly(Sia) =

or QmOG AB(G) =

b
2m0G A HG) + IM(S)
mouveent mouvement ugitation
d'znsemble de § de Santour de &

2mbE A boaydy = 2mb? g7, ;

Le moment cinétique barycentrique du systéme est le
moment cinétique barycentrique du mobile fictif de

. —
masse réduite 1 = %—1, de vecteur position G = ﬁ .

Sa vitesse B gst la vitesse relative de B par rapport 3 4

3 = aw,F).
(S = G apd = AB apd =
P gazwl?c.

a?l A gaw,?g

Alnsi EO{S/R) = (Qm 2w, + gaawz) 2(

Application du théordme de Keenig pour Pénergie

Cmethiie H
BelSm) =

sl +83(S) =

mibwy)? + %uvz.

e g nergie cinétique
énergie cindtique & e
d'cnsemhl:z‘ barycentique

Dénergie cinétique barycentrique du systérze est "éner-
gie cinétique barycentrique du mobile fctif.

S

Be(Sg) = mbtod + m

pr]
Sl

4

] Mécamque PCSI .




g 3 Considérons le systéme indéformable de deux
points matériels M, et M, : la distance rqui les sépace

est constanie,
Fo &
e ’/{\3 (Ma }

Catculons la puissance des forces intérieures, compte
tenu du principe des actions réciproques :
T = wh
Prae = I‘%l—vQ ST My )+ j?2”-1 CT (M)
AL
_;tl ~-1

= Fioy EgiMzms)—ﬁ(Mums)}

Adrssi 4

——
2 dM M
O = Fra- (F8)

1a force intérieure F g €5t colinéaire au vecteur

o MM, MM
ummre?,mm= }r L3

CAlnsic MM, = 8, et ?1_,2 =F 4%,

La puissance %, s"6crit

d7
Pue = Frongr 2’)r'(_,5)/gl =0
3
[
En conséquence 8T, = P dé =0

4 Dans le référentiel barycentrique, 'énergie mécars-
que de la particde fictive sourmdse A la force centrale de
centre G {centre de masse du systéme} et dérivant du
potentiel d’interaction est :

B = éi}«l/?#@fam = é#[{%)2+72(%-?)2]%%k72.

¥
> 1Y
j‘/-ﬂ/()
4 M, e
Fioa gae”
2 GM’g/aO
gr 2t _w’r x*
L

Le mouvement dn mobile fictif A &tant 3 force cen-
trale, il ¥ 2 conservation du moment cinétique :

Proary = 7 4 wdtan
8

w5 L' = WEEIW = cste

Dot 'expression de 'énergie mécanique

..u_ll dTZ L"i 1 2_.1 ér2 4
%’“"Ep(dt) +§Hﬁ‘*2k7 "i"‘(ﬁ) +Epelr)s
L2 1
%Perr(?’)ém-!—ikr?

Le tracé du diagramme de Pénergie potentielte effec-
tive en fonction de 7 donge :

Bosn{r)

4 gnergle cinglique

{ barycantrique rady
N

¥
i ‘
' '
i '
R ]
i '
' '
' '
' '
' L

Lo, e I
(&)
Tous ies états de la particule fictive sont Jids.

F L
v B, < ki est un cas inconcevable & écarter : il
correspond & une énergie cinétique radiale barycen-

! 2
trique B radae - %g(%) négative.

- L™

4, = . Pénergie cinétique radjale du mobile

réduit est malle, Pénergie cinétique barycentrique de M
est doxe orthoradiale, Le mouvement de 3 est ainsi

. . Ly .
circuleire de rayon R = (wﬁ:) . La conservation
du moment ¢inétique implique que 48 constant, le

d¢

matvement de A est circulaire et uniforme, it en est
de méme pour les deux particules M, et A,. Clest un
état Hé.

. i Lt . oy s
+ %, > e corvespond aussi & un état 1ié: le

mouvement de M est bomaé.




}’ $ Partie &
L Lz force de gravilation subie par S de la part de 4
ast - ﬂ'.[m-&_j( )e

La force gravitationnelle est centrale, de centre de force
A, et dérive d'une énergie potentelle par la relation :

M.'n d¥éy
fir i
En séparant les variables :
" dr
d¥, = Gﬁa‘mwﬁ'

Dintégration donne :

f d%; G;‘r’!m 2 3
Lp(w) ~Lplr} = m%,'{é?
LA

I'énergic potentielie gravitationnelie est :

CMm

Bp(r) = 22

2. Fnlest soumis qu'a fa seule force de gravitatioﬁ. le '

théordme du moment cinélique appliqué & ¥ par rap
port au point A dans fe référentiel R, galiléen donne :

=
(d Ldg‘ffff( E)

car la force 7 passe par 4.

)ms =y z;su? o

Le moment cinétique de § par rapport a A EA(SM ),
est un vecteur constant.

Effectucns le prodait scalaire :

as. LS = A (A3 A mu(Sm }) f

0

= La trajectoire de Sest dans le pian passant par A E

normal 3 l_}_{(.S’m IR

3. Silepoint§ déctit une tajectoire cz:c:ul;me de rayon K

4 Ia vitesse angulaire w, le principe fandamenbal d la
dynamique appliqué 3 Sdans R pennct d'écrire |

’“2(‘5‘/‘.?&‘) = -muiRE = —GM‘m?K l

g w = ﬂ%{

4. Fnoneé de la troisieme loi de Kepler: «Le carré defa

période de rotation est proporaonnel au cnbe du rayon -

de lorbite =,

352? “
| Mdcanique PCSIE, MPSE, PTSE. & vaban, Clas pripe

§ entrainer

‘.‘Pa.rheB

‘ Loperwon 2)

'E 5 a@t dy prmupe fondamental deta dynam:que appkm
i qué dun mobﬂe Sictif Fde masse p repére dans ie reféren»

2 P o
En copsidérant que o = —TTE, Péquation précédente
donme

2n R—g
JGM

5. Lénergie mécanique de Sest:

BalSa) = BolSi) +8p(1) = pmo? . FHM
= Luprge . GMm
= 2mR w0 il
GHm
= ‘%"‘(SNRS)=WT§@

Cette énergie mécanique est négative, eile correspond &
un dat lié de Yassocigtion {4, 87 : il faut foumu- de

_ l’energ:e asg pour 1‘amener E l’mﬁm

1. Le systeme staint ‘1sole, le barycentre B des deux étoi-"

" fes est animé dans R, dun mouvement rectiligne uni-
L forme. Ce résuliat s'oblient esi “appliquant le théoréme
*.-de la quantité de mouvement aiy systéme bma:re constz- :
" tué des denx étoiles dans le référentiel R e ‘
. Le référentiel barycentnque G du systérne des deux

étoiles dont Torigine est'B est entrainé dans’cé mouve-,

‘mhent de tratislation rectiligne uniforme par rappart au R
 référentie] galiléen Q.. Il est donc Im-memc galiléen.

2 Apphquons i relauan i"onc[amentale de la ciynazm

que dans ?R gahleezz aux deux étozles o

2
M(d Bz{

dﬂ

ok N
A

iR
M i
>4 éﬁgj“ .
=z =
M( d )/'FA‘ :
(n donne ; .
M, :
YR re
Equauon qui peut Sécrire : - '
(dﬂﬁf\
4 ) e

"?1—-2




tiel barycentrigue par BF = A,Az et sournis & la méme
force que celte qui agit sur 4). La masse téduite u ast :
M

b=
Puisque R* est en translation par rapport 4 §, it est jmu-
tile de préciser le référentiel de dérivation et on peut se
contenter d'écrive :

d2BF
LR s dfg = LenB

3. Fdécrit une trajectoire circulaive de centre B et de
rayon K. La relation fondamentale appliquée 4 F dans
@R donne :

JBP _ Gaay
YaE T TR
avec:mz = BF = Ri,
- - Rl + §2%, < 2503

En conséquence, Ia trajectoire de F est cxrculaxre und-
forme 4 la vitesse angulaire constante -

4. Sachant que @ = _ﬁ““’ la chstance R qLu separe ]es
deux etmies est;

_GHMTE
= e ‘

Les posmons et vitesses barycentr;ques des deux étoﬁes"
sont ! . . T
Lo v A I

BAl = 1 Ag = _EAV":[Z B = _iy .

— mm, 1 v lA,

B4, = — A,A2 = 5‘4“42 Yy = 5¥

Pmsque v = Re, la norme de fa vxtesse %y des dtoiles
dans le référentie} barycentrique est: R

vA=Gwa2~JmQ:§43 IG’fn 57!

5. Les trajectoires des deux poinis 4; et 4, dans le réfe-
rentiel barycentrigue sont des cercies conceninques de.

R
méme rayon & :

Pagtle ©

1. Lénergie cinétique dans Gt dln systérne des deux &tai-
les est obtenue en appliquant I6 thécrme de Keenig relasif
aPénergie cinétique ;

B = %(!W-f—fd)vi-k‘éé = M+ 8.

2. Dénergie cinétique barycentrique du systéme des
dewx éloiles est Pénergie cinétique du mobile fictif dans
ce référentiel. 8i e mouvement de Fest circulaire uni-
forme dans A" :

i o

3. Lénergie potentielle d'interaction des deux &toiles
distantes de R étant inchangée :

i

Liénergie mécanique %, du systéme dés deux étoiles dans
le referenmel Ry ot

& = i 3 o e

G- (.yM2

R

Mu,?«r ( )Rﬂd

GMf’
IR

o z
G = Mg

Pariie D

L. Une force non conservative ne dérive pas d'une éner-
gie potentielie. Le théordme de pu.:ssance mécanique
donne :

A cette perte d'dnergie correspond une dm'unur.mn dela
distance R entre les cleux étoiles.

- 2. Caleulons la denvee

4%, GMPdR
dt ~ 2RY dr

" Rappelons que vy n'est pas modxﬁee pax Pémission des

ondes gravitationnelies.

Py = KMIRA@S et wf = Q%M

et | o= 16KG2ME |

3. Bi R(t = 0) = Ry, Pintégration donae :

Ainsi :

. i
R4-R} = 4t R(:}:Ro(l-i‘f%‘}*
Ry . -;5

@ ~ Systéme de deux ph_int; matéricls




?’ 2 1. Le systéme § constilué des deux atomes est jsolé,

- 354

4, Le temps £, au bout duquel les deux &toiles entrent
en contact est obtenu par :

Ry-a*- Rg
in #za-zses

Avinstant £, R = a= |t, =

La vitesse angulaire de rotation w atieinte par le sys-
teme & cet instant est : C Lo R

we= [28M _58.1051ad . 5!
C P :

donc soumis 4 aucune force extérienre. Le théoréme du

centre de masse G appliqué & § dans le 1'&férg_nt_:iel dL} ‘:.

laboratoire donne : ‘ L
(mg+ma)i(Gra) = 0.

Alnsi ;
o . N
v(Gmg) = cste
[ —
vitesse dentrainement
de 6" pas vapport & Hy

R est en translation rectiligne vniforme ou fixe pa.r vap-
port au référentiel du laboratoire &, galiléen, le référen- . .

tiel barycentrique est aussi galiléen.

2. Le principe fondaﬁ}éhﬁl de I dyn'a'm-iqué“appﬁqué )

successivernent aux deux atomes dans le référentiel bary-
centrique galiléen donne > - C

0( de )m' Tres
C( dit )/gz' OG-

a0

(2)

H

Le principe des actions réciprogues }'20 we = o g
donne le systéme des deux équations vectarielles : :

Y7, N
(868 - Femo

TiE E7S t
(d“mé"&) - m_?c'-;o ()
‘d{2 o mc .

| Mécanique PCSE, MPSI, PTSE. & Nabws, s pripa

Adnst -

" En choisissant Porigine de cette énergie potentielle .
lim $p{x) = 0, Dlexpression de I'énergie potentielle -
ar ko - N B

La différence (1) ~ {2} permet @'écxire
] 11
(575 e = (g * g Fomor
I¥oi Péquation différentielle :

&0
H( dé# ).ﬂm'w ¢-0
Cette équation est le principe fondamental de la dyna-
migue appliqué 3 une particule fictive M appelée nobilt
réduit dont les caractéristiques sont les suivantes :

mo ﬂlc ,
Mo +mg’

- sa masse réduite est 1 =

— sy
+ son vecteur position est GM = 7 = €0 ;
> elie est soumise  la force appliquée 2 0 ﬁc—»o .

3. Llénergie potentielie dinteraction est définie par :

. dBp(x) = ~(Fop: 35’5+?ou.cfd"éf5i :

~Poo (4G0 -aGC) = ~Fo o 400

x

a5’ (A Byt o, < (B-Bas

Lintégration de’cette équation donze :

L ffasger=af e o s

dinteiaction est:

4 B
Brle) =5 T

4._“"La relation fondamentale de fa statique fournit la
position d’équilibre : L : R

NEN

+% w ),
Ty teg

4 (xs' B) m 0
Tom\te T ) T

Fiq 4 o
En excluant la situation o une distance infinie sépare
les atomes {ce qui correspond & une interaction mille}, la
valeur gy de x 2 Péquilibre est : :

1
7= (5)°

T2 valeur de Pénergie potentielle correspondante est :

P
Erlxag) =~ 53




§. Le tracé de Pévolution de % pl) est le suivant : Développons Pexpression de l’énerg'ié mécs_ﬁic'{uflg pm'?ré :

A
Bolx) Bm{CO) = p,xh»?ma_(x gyl + Bpling) = cte.
L Ky
Soit en dérivant par rapport au temps :
4 [}ziﬁ + é-a‘ii(x— xéq)} =0;
Xgq
et en éliminant la solution & = 0 puisque la moléele
est en mouvernent, on obtient :

x+»m—(x éq) =
1, éq

x 1a pulsation de vibration de la molécule écartée léghre-
" ment de sa position d'équilibre stable est :

BplXeg)

repulsion . : a‘tra;:ion
' o ‘ Cest fa masse réduite w qui mterwent dans la pulsatlon
§ La. POSltIOTl :réq correspcmd i un_mlmmum de l’e;pergxe des oscillations.
" potentielle, estune position d'équilibre stable. " " Les positions barycenmques des deux atomes se dédui-
- Hénergie de cixssocmt:on By dela molecule est 1’energse . sent de x par les relations « S

rquil faut Tui forrnir poiir Ja séparér en atomias dibres &

pamr desa pos:tlon &' eq'uxhbrt:, lest-a-dite GC = GM ot GO = D¢ G

m0+ c+mo

Chaque a.tome vibre é I mérive pu]satson w etle rapport
. L7 des| amplitudes est e rapport des masses des atores ;

R : X e -

6 Effechsons s developpement 1nmte a I’O:dre 2 de la T iR ™o w%- )

' fonct:on %P{x} au. voxsmage de fa posmon é’équxhbre Lo me! :
. Les atomes vibrent en opposition de phase. La inasse de

isdm%p(m} 'esp(xéq)—'-*-‘f’—

' '$Z L Gpy - l'atome de carbone Stant plus faible que a masse de
(x} “gP(”cq)*(x “’éq)( dx) 2("’ “éq) ( daE ) Patome doxygéne, Pamplitnde de ses osillations est
: . ‘M-'mmv'"'""*'—"' S phus élevée. C
L ' d 12, .
= Gplxgy) + 5 (% —x;
s P( q) 2( =a) (dxz ) zn_ ? 3 L. systéme S est Pensemble des deux particales
O S : poncinelles et du ressort : { M, ressort, My ). Le référen-
dQ%P L 7’_:4 I3B J74y 13A 611 B tiel d'étude est le référentiel du laboratoire R, galiléen.
( da? ) PR ';E;—_ = xzq x? Le bitan des forces extérieures appliquées a systme est
e Teq ‘ T g
Dol Pexpreision approchée de i‘energle potent:elie deld + ~En M, :lepoids B = mfﬁ ~2mg8,.
. '_moiecule au voisinage de sa posﬁmn ci’equ:hbre smble . La réaction du support Rl norma.le ait supp ort car M,

glisse sans frottement.
Ceite réaction compense le poids de la partiale et empé-

cﬁ?(’") 8P(xeq) + 3 {5“‘ xéq)
e - che celle-ci de pénétrer dans le support, ainsi :

L L ‘
P‘msque la mo}ecule CO West soimise’ & aucune force

extérieure, son énergie mécanique propre (on barycen- B = "“f?z = 2mgh..
triqie) est une intégrale premigre du mouvement et se N
décompose de la maniére suivante : = En M, e poids ?2 = my§ = -mgt,
Ba(CO) = BL(CO) +Ep(x) = cste. La réaction du support Ry, normale au suppost car M,
Liénergie cinétique barycentrique du systdme § est glisse sans frottement.
Lignergle c1nét1que barycentnql:e du mobite réduit : }“f = }3’ = mg?,.
‘@ C(CO) L : Le ressort &tant sans masse, il ne gy apphque i peids,

ni réaction du support.

9 - Systéme de deux points matriels E




sur chacune de ces particules sont des forces intérienres.
Elles ne sont pas prises en compte dans le théoréme du
centre de masse.

18,
é 3,
Q
[
H x X
P, %Ry

La rnasse totale du systeme Stant égale & 3m, le théo-
réme du centre de masse appliqué & Sdans R, s'éerit:

d3{Cm }

B e = ~3mgé, + B+ B, =
En effet, Péquiibre selon 7, dela paxucule My tmphque :
~2mg?,+ B, =
Et Péquilibre selou . dela pa:hcu]e My
~mg? Ry =
Ainsi: | -
HGra,) = 516

Le reféren%zel i:arycenl:nque est galiléen car it esten h’aﬂs—

lation rectiligne uniforme ou fixe par rappott au réferen- .

tiel galiléen du laboratoire.

Posauivons le raisonnement pour déterminer precxsé— T

ment la valeur de D(G).
Le centre :de masse du systéme est défini par i

06 = ﬂ‘_‘f"‘_‘i_;:;‘ﬁ_wz = %(2531‘2 S OMy). | "

: A gy ) ‘. L ?2 —-.—-k(X fo}ex, . .
= HGm) =52 BMyp) + HMyz) } = cle L fondamentat de Ja & donne dans
= -(‘. /mg)l‘_ ,3( { jféﬂ.) B :y_a‘) e meg.mac:pe ondamentzf de Ja yln‘am1qué orfne‘ ems‘

o “ u?? F‘
Cormdérons les cundmons mmaieq - o
CT80) = vi{9) = Cette équatmn pmjetee sunrant 3 est_
R ; RIS ST AN
-'% U(G,a)m - - C
R Doh quuat:_on dzﬁ"erent:el!e da mouvement dum b:le .

Le centre de midsse est fixe par rapport au référentiel du
laboratoire, le référentiel barycentrique est fixe dans ce’
référentiel,

Ea pos;tlon de Gest 2 tout instant :

= (200, (0 + OM 4(0)) = §(200,(0) + 03,0

= 2o+ D), = 252,

Mécanique PCSE, MPSI, PTSE. o Naas, rar prips

Les forces de rappel F , et }23 exercées par le ressort

et my = m, onohtent:

Na 4 : ‘
~3. Adoptons le mobzle rédmt pour systéme Son motve- _' :

T reéu:t M

U Crest I"équation dszerennelle duiz osczllateur harmom— :

La position de ¢ reste fixe Tors des vibrations de M i
de A,

2. Le mobile rédult est caractérisé par ;
ey 2

* 52 masse réduite : gt = = wm
¥ my+my 8
ey
* son vecteur position : M = MM, = X2,
De ce vecteur position, par dérivées successives, on peut
déduire la vitesse et P'accélération du mobile réduit dans

@Rt . .

- X7 et 2= X7,
Le mouvement des deux points matériels 3| et M, se
déduit de I'étude de la particule fictive.

. En gerivant d'une part, la définition du centre d'inertie

G du systéme et'd'autre part; Pexpression de la position
relative ¥ de M, par rapport 2 M ;

?n]GMié—szM;
7= Mle GMQ—- GMJ

on peut déduire tes posttxons barycentnques des deux .

parhcules en fonchon de# 7

7 e GMzw il ?.
Ty Ay

En projection suiva.nt ? ot en con.s:dérani‘ que ml 2m :

GM|=w~

xlm—%x @1% x%:%x a)

ment est étadié dans l¢ référentel barycentnque galiéen.
Il est soumis & Ja. résultante des forces applzquees & My

ﬂw'%nztxea

que de pu!satmn propre: | wy= '\/;3._?’%

T solation générale de cette équation est s
X(8) - £y = Acoswyl + Bsinwigt,




Compte tenu des conditions initiales :
« X(0) =&y = m(0)=x,(0)= by = D = 43
o Xow 1y(0)-0,(0) = 0 = w8 B =0.

e

; Ky =€+ Dcosmur%

Les positions barycentriques de chague particule sont :

L Xt D
x;—mwsm—««»g scosmat
xy e %X s g€u+ %Dcosmot

Le mouvement des particules dans fe référentisl du labom-

toire vériﬁe fes relations :
—— e oy
OM, = OG+GM1 et Oy = OG + G,
= Co#y = RpH ]

et ¥y = Xp+ xh

% ::..9(1 “ovstgh)| L £ ;u:%’( 1-42" costigt) |

Le schérna Suivant permet de Vlsua.hsex le mouvement‘ :
dés particules My et M, au cours du temps dans ie "
referenttel du laboratowe ; :

" o

1&1(3 o

s it EEh St e LA

" Lés poiizts tatériels M, of M oscillent et oppomtmn o
* de phase antour de leur posmon Peéquilibre’ avec e .
pénode' : . SR

. wo .
Les amphtudes associées aux denx’ paru(:ules sont dans '
un rapport égala - 2. : ; ‘ :

4. La particule M, est maintenant ﬁxe cIans 1e ré&féren-

el du laborato;re et ne peut pas &tre mise en mouve-

* rhenif, soxt inertie est infinie par rapport é, l’merhe de”
M24 En cansequence :

B : ml =ty

Laj posmon du centre de masse G du systéme dewent :

mIOMl-z—mgOMg
LERR

——

T oM

~ Dty

- vibrations sont périodiques de périvde T =

M

Le centre de masse G du systeme de deux points maté-
riel est plus proche de la masse la plus élevée. Puisque I
masse m, estinfinie par rapport & la masse my, @ coin-
cide avec M.

Le référentiel barycentrique est le référentiel du laboratoire
%00 ;2.2,3,).

x> Ep
confondu
avee G

La position du mobile réduit est définie par :
Gt = M, M i g = GM2

Fa trajectoire de M. se confond avec la trajectoire du
mobile réduit,
La masse du mobile réduit est :
;)
T oy g

= iy,
Le mobile réduit 2 exactement les mémes caractéristiques
que la particide My, i se confond entigrement avec elle,

Le principe fondamental de Ia dynamique appliqué & A,

. :‘ dans @ ou‘d?l donne :

Y GM
Py ETS

= By

_L’equatwn hormre dé M, estléquation horaxre de M

( ) X(x) = €9+Dcosml

. fﬂo :
avec m; 2m

Le schéma. suivant permet de visualiser le mouvement
oscillataire dé 1a particule M, au cours du temps. Les

: AT,
auntour de la position d'équilibre €, de M, et Tampli-
tude des oscillations est D
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8. Remargue snous venons de voir que Péquation da mou-
vement déconle de Papplication du priacipe fondamental
de Ia dynamigue. Une autre méthode consiste 2 éerire les
Iois de conseyvation pow un systéme isolé : conservation
de Pénergie mécanigue ou conservation du woment cindti-
que dans je référentiel barycentrique.

D'énergie cinétigue barycentrique de § est I'énergie
cinétique du mobile réduit dans ce référentiel. Ainsi :

BAS) = Fust,
Son expression est donc
LaS) = %mff?.

Le théordme de Keenig permel de passer & Pénergie
mécanique de systéme dans le référentiel du laboratoire :

1 .
Bel S} = 50m + my)ug+€(S).
Comzne le centre de masse est fixe dans ie referentﬁe] du
laboratoire :

TelSym) = BE(S) = ‘%m,i"z

6. DLénergie potentielle du systéme est l'energle poten- i

tielle élastique des denx points matériels Ay et M. Leurs . -
poids sont orthogonaux aux déplaceinents des pa.rhcuies e
ne travaillent pas : Pénergie potentielle de pesa.nwur est

constante et ixée & zéro,

Tes pomts matériels M| et M, subxssent l'actton des for-'

ces elasuques ? et 2’5
By = k(X )2, = _I«*

Elies dérivent de Ja fonction énergie potenttelle élasthue 2

»I"" dx 7, - ]? dxz?

& —J?i- (day— dixy)3, ;

E(X - 2,08, dXE,

= k(X Loy d{X - -50)

En choisissant Porigine de cette energle potenttelle iols-

.grlns(s}

ue le systéme au repos {la distance séparant 3, et ‘ ) :
: 4 pos { # L <t 7 ) La composaz‘xte harizontale de'la esulta.nbe ?m etant. L

nulle, if y a cormerva.tlon dela quanute de mouvement du .

étant alors X = €), Dénergie potentieile d’mteracttoz:
due & la présence du ressort est : e

TN = -k(X £6)2

% Le systéme est conservatif, les forces qiii Iui sont

appliquées sont conservatives ou ne travaillemt pas.
ERES) = BE(5)+BE = este,
Développons son expression : -
‘6,‘,,(8) = -mX2 +z fc{X €)% = oste,
58’ . -

| Méconique PECSE, MPSI, BTSE. 0 tin, cose i

Ie xhema ¢ dessous :

'Les tensxons exercees par la. nge sar M et M, sont des: .
;i forces iritérieures au systérne not prises en cotnpite | dans le
3 theoréme de Ia quantzte de mouvement. Ceiuz o éarif ;-

| systéme selon
: P"(S’g‘s} = px{Ml(t}fﬂ )"'P;(Mz(-’)m )
' Ve instonte, 0 G
= ﬁx(Mz(O}m )*Px(Mz(O}m )=
sostant initiod )

Sa dériVée par rapport & fest nulle :

En(s)

~—_d_£—m = Xl: mX»H’c(X “,‘G)J

Ex éliminant la solution parasite X = 0 {le systéme est
&n mouvement) :

Y
X %(X—-L’“) =

On retrouve I'équation du mouvement do mobile réduit
obtenu dans Je référentiel barycentrique galiléen par
application du principe fondamental de fa dyramique.

4 1. Le systeme des deux paints matériels est & deux
degrés de libenté ; abscisse, x de M, ..et I'tlongation
angulaire § de M2 varient ‘de fagon indépexdante.
Appliquons le théoreme de la quantité de mouvemeént
au systéme § dans le référentie} terrestre galiléen.

Le bilan des forces extérieures apphquées 4 §seréduitila

réaction R de l'axe sur M | etau poids P des deux mas-

- ses dont le point d’application est le centre de masse Gdu’

systtme. Ces deux foraes vemcales “sont represeutees sur

Le sysitme Stant ax repos & i’:nst:mt ¢ = 0, la quantité.’

de mouvement initiale est nulle

Or
 BSm) = m + %)H(Sm‘_}.




En conséquence

pX(S,g;K) = {amy kg iy = 0.
L’abscisse du centre de masse (& est constante.
Commeona:

m
MG = —2tg,
"y + i
Il vient :
»
g = 1+~ fsind.
Ty + Mg .
Finalement %, = 0 donne:
my .
& et €8 cOSH
mytmy

2. Lénergie mécanique du systéme dzms %, se decom-
pose en deux termes :
{{) son énergie cindtique :

BolSm,) = %C(Mumg)i*%c(ﬂﬂgms)““ .

= zmxyz(Mwms)"'gmzﬂg{fl@ms}_— o

3
avec ! '
5 _ 1dOMy cEOM dMM2
WMy ) = ( ),m (ld; )/m [ de mg
= «x-?g-»eé?e-- SRR
3(Mums) = i,
" doit:
ssc(s,@}— —m1x~’+ m2§x~+(ce)2+2exe? ?,,]
: cos& ks
b i

CelSm) = 1(m, +@}£2+img{eé)hmeiécc;se.'
Dans le cas des pentes osciltations (cosess 13}, z_ive_c

. my
L T, E 8 cette expresston tievxent

Myt m
L . g md
2 2 2
(Sfm) S Soebreg mg(ee} {ee)
1 ey -
2ml+m.(€é_.) ‘
(1z)son énergie ‘potentielie qui 'se reciu:t lfénergje

potenhe!le de pesanteur de fa parimule: Mﬁ

(Mg) = m-mggfcosﬂ
Llotigine de cetfe énergie potentzelle est ch0151 !
tude y = Q. o
Lénergie mécanique du systéme est’ donc, pcur les
oscillations de faible amplitude :

%m(Slgls) = %C(Sm )+ (S

L1y 2
2 m) + mﬁ(eé)

~-mygfcosd.,

a i"'aiti»

Le systeme est conservatif car d’une part les forces exté-
rieures sont conservatives ou ne travaillent pas et d’autre
pavt la puissance des forces intérieures est nulle car la
distance velative entre les deux particules M, et My est
constante et sgale 3 £.

m m 04 [ g (M My
el = £29 %ﬁ(mm-—f-)smﬁ
dt 2(m1+m2) 0+% g
=0
e ne
= g’bml * G‘Pexz,m = 0
[
(M,Mzmc{c) 0

Yol Péquation différentielle vérifiée par 6{4:
pg MRy
. B+e( po )sme_o.
Cette équation différenticlle n'est pas lindaire, elle le
devient dans le cas des petites osciflations (sinf ~ 6 :

g
3. Plagons nous maintenant dans fe référentiel %) de
Ia particule A7,, i mest pas galiléen car if est en tratista-
tion reciiligne non uniforme par rapporta Q'tg :
M, est un poiat fixe dans ce référentiel puisqu'il en est
I'origine. Appliquons en ce point le theo:éme du moment
cindtique au pomt M,.

* Bilan des fbﬂ'es apﬁlzquem a Mz dam ez referentzel
« le poids, By = -m g?

» la tension exercée par la tige, ?2 =~D¢;-

. la force d'inertie d’entrmnement,

By = -m2iMyg) = -mEd,
La force Pinertie de Coriofis est nulle car %, est en frans-
lation par rapport & R,

La droite d’action de I 'y pas:.:mt par M, son moment
caleulé enr ce point est nul

(dZ’M (M)

b -2 =%
= ) - Bopg, (B o+ Hoy (T T (B ).

-

: ¢
Le moment cinétigue de la particule M, est:
ey
dMlMQ}

4,
1y €202, 1 3y = my 8203,
Les moments des forces sont: -

- g [—— S s
» MMI(Igz) = MMy 8 g = - myglsinde,;

3 —— .
C Mg, (B ) = MMy 5 (-myi) = ~myi8cos03,.
Le théorgme du mornent cindtique 8'éerit :

—
ZM,(Mzm,} = MMy » mz(

i

my €28 = —myglsin® — myk€cosE

@ ~ Systdma de deux poings jﬁ?téﬁaﬁ;..

F—




Pour obtenir une équation ne contenant gue des termes
en 0, dérivons i’équation suivante ;

af (1)

J%G(P*n M,G{?) +¢uc(?‘)

dt
&= " 2 £ B cosh
m m" =GM2A?+GM2/\?

= W= H%{‘(—ﬁcos@%-é”sin@) t o avec: s

\ i) . L ml‘ oy B 3.
En remplacant dans Péquation {1} et aprés simplifica- ! GMz Ty +%GM'"” m,+sz‘.M2'
tion, il vient : S

En consequence :
§ = wﬂsin@+Wn_1?mcosﬂeé..—-f?—2——i§2cosesin8. }3 s
¢ my + ity + iy ..%G(

Le mouvement est de faible amplitude, B et 8 sont
petits et on adopte Papproximation :

sinf=~0 ot cosB= 1.

On en déduit que H?cosOsin® ast du troisizme ordre
devant les autres termes, neghgeons le:

_5

\'.
m1+m2

On retrouve au premier ordre Péquation dxffcrentlelle
obtenue dans la question précedente,

§+§(m‘f:‘%)e.m of '_ (2) ..

EM](ME."mi)

Wm+m2

Avec les conditions initiales imposées sa salution est:., .

T : gm1+ma
8(¢) = Bgeoswl | avec ' 8( ; ) - o
4. Traitons e p&obleme dans le référentiel i)arycentnque e
non galiléen R*, © replesentant l’onentanon de h hge
. dang ce référentiel, -
La partlcule ﬁcuve M est caractensée par. ;
mymy

°samasscredm{e y.—m e
‘ ‘ 1 7

" s0n vecteur posxth: GM W, 1M2 = f? ;

. °son vccteur v1tesse !3 =

Elle est soum sed toutes les forces apphquées a MQ :

la force mtéueure de contact exercée par la uge .’? IS
1a force exteueure a dlstance exercée par la Terre

= myE; .

la forcedmerue d'entramement F (Mz)
Le théoréme du moment tinélique apphque
fictif M et caicule au pomt ﬁxe G ongme du referenhei ]
@ donne PR

reh:ouvons l’équatmn du mouw:ment du penduie
‘mple i
d
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Nous avans considéré jusqu'ici le référentiel lié 4 la surface de Ia Terre ou référentiel du
iaboratoire comme galiléen et, lors de ’étude du mouvement des satellites autour de la
Terre, nons avons affirmé le caractére galiléen du référentiel géocentrigue.

Tl est temps de poser le probleme de la pertinence et des limites de ces affirmations.

T Les référentiels galiléens

L1 Qu'est ce gqu'un référentiel galiléen ?

Clest le principe d'inertie qui postule l'existence d'au moins un référentiel galiléen : il
existe au moins un référentiel privilégié dit galiléen (ou d’inertie) dans lequel un point
matériel isolé est soit en mouvement rectiligne uniforme soit au repos.

1.2. Comment savoir si un référentie! est galiléen ?

La réponse est donnée expérimentalement. Les lois de la mécanigue n’étant valables que
dans les référentiels galiléens, nous dirons quun référentiel est galiléen si le principe fon-
damental de la dynamique y est applicable. 361
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Un test expérimental ﬁ
est effectud sur un point
matériel souwmis A des g
actions déterminées i

B

Le principe fondamen
tal de la dynamique est B
appliqué & ce point en j3
supposant le référentiel
d’étude %t galiléen

Crest la cemparajson entre le mouvement expérimental et le mouvement théorique
déduit du principe fondamental qui permettra de conclure au caractére galiléen ou non
galiléen du référentiel d’étude A :

° si la confrontation est négative : les résultats expérimentaux ne sont pas en accord avec
les conclusions de Papplication du principe fondamental, ce désaccord est attribué 2 ]a
nature non galiléenne du référentiel R ;

* 5i la confrontation est positive : le réiérentiel &} est galiléen pour ceite expérience et & la pré-
CISION que NOUS NOWS semmes accordée.

Exemple 7 :

Prenfns Vexemple d’un point matériel M de masse m abandonné sans vitesse initiale dans
le champ de pesanteur terrestre 3. Les frottements dus & Pair sont néghigés.

Dans le référentiel terrestre %y, ['équation horaire du mouvement de M se déduit du prin-
cipe fondamenta de la dynamique :

m?l’(M,gl?) = mg
= 0 = %gzhbﬁ?f, ou MM = éﬁﬂ

Le reouvement de chute libre de la particule M est vertical, la verticale du lieu étant définie

par la direction du champ de pesanteur 7. Ce résultat est facilement vérifié an laboratoire,
le référentie] terrestre est, dans ces conditions, galiléen.

Reich reproduisit cette expérience & Freiberg (ville de latitude ) = 49°) dans un puits de
mine pour limiter les perturbations dues aw vent : pour une hauteur de chute de 158 m, il
observa une trajectoire de la particule non plus verticale, mais dévide vers lest de 2,8 cm.
Cet écart aux prévisions théoriques est mesurable ponr une hawteur de chute suffisamn-
ment grande. C'est la force de Coriolis due at caractére non galiléen du référentiel terres-
tre qui est responsable de cetie déviation. ‘

Exemple 2 :
Avec Phypothéss du caractere galiléen du référentiel terrestre, le principe fondamental de
Is dynamique appliqué au pendule simple écarté de sa position d’équilibre et abandonnsé
sans vitesse initiale & I'action de son poids et de Ia tension du fil préveit un mouvement
oscillatoire dans un plan fixe déterminé par les conditions initiales, Léon Foucault réalise
cette expérience le 31 mars 1851 an Panthéon {Paris - latitude A = 49°): le fil mesurait
67 m de long et supportait une masse de 28 kg, Tout le monde pu observer la lente rota-
tion du plan doscillation du pendule qui effectna un tour complet en 31 h 47 min. Cette
- expérience fut Ia premiére preuve expérimentale de la rotation de Ta Terre sur elle-méme
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et du caractére non galiléen du référentiel terrestre car elle permit 2 la force de Coriolis
d’avoir e temps de Sexprimer dans un espace restreint.

En conséquence, le référentiel terresire n’est que la réalisation approchée d’un référentiel
goliléen dans Papproximation de petits mouvements ayant lieu dans de faibles intervaiies
de temps.

1.3. Recherche des référentiels galiléens

Supposons une particale matérielie M isolée (elle ne subit aucune interaction extérieure)
en mouvernent dans deux référentiels galiléens : le référentie] R et te référentiel Ry
dorigine 0'. En application du principe de Vinertie, le point M est animée d'un mowve-
ment rectiligne uniforme dans ces deux référentiels et Jes vecteurs vitesses (M, 2, } et
DM gy ) sont des vecteurs constants. La loi de composition des vitesses donme pour la
particule M:

M) = HMg) +  BOue) b BasmgrOM

W) = oMy 20U, {9 /) :
, . PO S

vecteur vecteur witesse d'entrainement vitesse d'entrainement
constant constant dus 4 la translation de R /R, due & fa rotation de R/,

En conséquence _
200 b sy = >
v(0 MB} gy g M = v(Mms} - U(M/gﬂ; }
e
vecteur constant indépendamment
de In position de 4L
Cette pzopnete mde;)enciante de la position de M se traduit par :

° m(ms’ IRy = 8- R, est en transtation pax rappocta R,

ey . - .
o HO' ,@s} = constante : cette translation est rectiligne uniforme.

Ainsi existence d'un référentiel galitéen tmplique Iexistence d'une infinité de référentiels
galiléens tous en translation rectiligne uniforme les uns par rapport aux antres. Il suffit
donc d’en connaitre vn seul, 4 partir duquel on pourra en construire une infinité : ce sera
ie référentiel de Copernic (présenté an paragraphe 3.1.2.).

2 Terme de marée

2.1. Champ exiérieur de gravitation d’'un astre

Un astre est assimilable 2 une boule de centre 4 & Pintérieur de laquelle la répartition des
masses a une symétrie sphérique, sa masse volumique p(r) ne dépend ainsi que de la dis-
fance ap centre 7.

Une particule d’épreuve A de masse m est sournise de la part de cet astre 4 la force d'inte-
raction gravitationnelle :

2 _ _GMastre.m-e%
astre — M 72

G = 6,672 - 10~ (S]) est Ia constante de gravitation universelle et %, le vecteur unitaire
de direction A“"H/} .
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En isolant, dans Péquation précédente, le terme caractéristique de la particule, on fait
apparaitee le champ de gravitation créé par Vastre an point M de Pespace :

gray Mastrew) >
ﬁantm-'M = m ["G I €r = mtgas{re(M)-
e S
champ de gravitation

Ce champ a la méme valeur que si toute la masse de Pastre était concentrée en son cenire 4 :

> M Mo
cgnstre(M) w0 :;m?r =‘_'G_7,—3£SAM

2.2. Systéme non isolé de deux points matériels
en interaction gravitationnelle

2.2.%. Principe fondamental appliqué daus le référentiel barycentrigue
Un systéme § constitué de deux points matériels My.et 4, en interaction gravitationnelle,
de masses respectives m, et m, est soumis au champ gravitationoel d’un astre extérienr
a symélrie sphérique, de centre 4 et de masse M. Le référentiel R, de cet astre est
supposé galiléen, Par contre, le référentiel barycentrique ® " associé au systéme S, en
translation par rapport 3 @, et admettant comme origine le centre de masse 0 du sys-
téme, n'est pas galiléen car f st pas isolé.

My{m}

"R relerentiel barycentrigue X %, referectiol gafiteen

Dans le référentiel barycentrique, Ia particule M, est soumise :
* 4 la force intérieure gravitationnelle exercée par la particule M, :
et
B=m B (M) 5 -
w1

charap dg gravitmtion
exercé par My en M,

® & la force extérieure gravitationnelle exercés par Pastre 4 :

f_'z m ?@ M
ext—» | & T A{ i) 3
[ A

champ de gravilation
exercé par 4en M,

® 3 la force d'inertie d’entrainement ;

dﬁfiﬁ)
s

?ic(Mi) = _ml( ar? | g = wm,ﬁ(o,g;s).
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La force d’merhe de Coriolis est nuﬂe car le référentiel barycentrique est en translation
par rapport & 8.

Le théorgme du centre de masse applicué au systtme § dans le référentielle G, galiléen
winchut pas les forces intérieures au systdme, il permet daccéder 2 0,y ) :
B

5 > 5
(ml"'m?)(j(or‘?ﬂg):ﬁexl—w.?: exl-w1+ﬁext~=2=ml CQA{MI) + My @A(Mg)

champ de gravitation  champ de gravitation
. exercé pur den M exercé pac A en M,

Dexpression de la force d’inertie d'entrainement est dong :

2
FoM) = = +m2<g A +;12<§ ().

Le principe fondamental de la dynamdque appliqué 2 la particule 4, dans R* donne :
@) = By + B+ FulMy);

2
w2
——@ (M)~

my+my A _m+m.4

m;ﬁ (M} = ml% (M, )+m1cg (M)~ {Mg)

Léquation obtenue aprés simplification fait apparait le terme diffirentlel de marée da 2
P'influence de Pastre 4 sur le mouvement de A, dans le référentiel barycentrique :
) =4, (M)t o {f@A(M )-8,(4,)] .
A A e,

lerme de gravitation différentielie
ot terme dé « marée »

*
L terme de marée 3, représente Pécart au comportement galiléen de R° db & la présence
de P'astre 41

> > S
8, =% (M)-% (M)

Le référentiel barycentrique est assimilé & un référentiel galiléen dans la région de P'espace

o
ot G, est quasiment uriforoge.

2.2.2. Expression du terme de marée
dans le cas particulier important : #, > ey

m
+Dans cette situation, M, esten Oet —t ],
m) +

Léquation du mouvement de A, dans &7 devient :

e 5 > -5 > e
(M) = G (M )+ [G,(M)-S(0)] = G (M) +0a(M))

terme lié au caractére

non galiféen de R*

Pour évaluer Pimportance du terme de marée, nous allons nous plac.r dans Ia sitvation
oft la particule M, est & proximité de G avec I'hypothise {figure 2} :

04 = D> R.
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Fou:

obtient :

Afnsi:

Commentaires :

de Pastre en w}:;
A
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1
FE

8 (M) = G 252 ““°(1+3
A

3,03,y =

En élevant cette expression au carré :

42 = DY+ R -9D,R 7,3,
o0

cosf

=E)1§(1w2

En remplacant dans le terme de marée :

—cosh+ —
A

@ referentiel baryeentrique R, reloreatiol gallean
Le terme de marée sécrit +
3 = = M M.
BAM) = BAM)-G,0) = G “'"M A G227
A
— —)  — .
Or M4 = 04~ OMy = D2 -

D (i 2%cosﬁ+§§);
B
%

. R . s
En ne conservant que les fermes du premier ordre en ) du développement limité, on
4

! R
e e | ] b G €08 6.
I R
g-cosﬁ)(DA - RZ) - G e ”i:z;,
GM“""R 30887, - ([+ 3—(:039
DA
terme nughgeab{c
devant ]
Moy
6{M1) g {3cosee’ Z)

(i) Le terme de marée esten —

A

, 1 est beaucoup plus faible que le champ de gravitation

(i) Le référentiel barycentrique peut étre assimilé & un référentiel galiléen lorsque :

I8, ] << 6,00,




(#ii) L.a valeur maximale du terme de marée est obtenue pour & = 0, elle correspond

L 4 -
ae?y—e

GI}/I R

[ 6 4 } astre

3 Les référentiels usuels
de la mécanique newtonienne

3.1. Les référentiels en astronomie

3.L1 Le référentiel de Kepler ou référentiel héliocentrique

Lel‘eferentxel‘_de'l.i(e ex, QY,K est cieﬁm pa.r

Ce véférentiel permet Pétude des mouvements d’objets dans le systéme solaire.

3.1.2, Le référentiel de Copernic

Le référentiel de Kepler est en translation par rapport au référentiel de Copemic, mais la
masse du Soleil est st impartante {elle représente 99,97 % de la masse du systime solaire)
que Pon peut considérer le centre de masse Cdu systéme solaire quasiment confondu avec
le centre §'du Soleil.

Nous confondrons dans ce qui suit te référentiel de Kepler et le référentiel de Copernic.

Des observations astronomiques ont tévélé le mouvement rectiligne uniforme d'une
météorite suffisamment éloignée pour étre isolée des autres plandtes du systéme solaize :
le référentiel de Copernic est galiléen avec une excellente précision.

a. Caractére galiléen du référentiel de Copernic

Le référentiel ®.* estle référentiel du systéme [Soleil - point matériel M, } confondu avec
le référentie] de Copernic car la masse de M, est trés négligeable devant celle du Soleil.

- 5 Fe
M) = M)+ Bgwaeldy)
charnp de gravitation tesrme 3id A la présence de Ja
du Soleil galaxie rendant ®° non galiléen

Comparone le terme de marée di 2 la galaxie dont le centre de masse se situe au point 4
avec le champ de gravitation ¢réé par fe Soleil en un point M| situé au voisinage de la

Terre de centre de masse T {figure 2} ;
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Remarque

oy
HB}WVITH ~ EI OTH car le
rayon de Ja Terre est
négligeable devant
la distance Soleil ~
Terre nolée R.

68 -

" 62" = Dga.laxie

oo} -1ot] - &

Le terme de marée est alors :
EGM alaxieR
e SRS
gakaxie
1 est & comparer avec le champ de gravitation da au Soleil en un point du voisinage de la

Terre :

5galax‘zc =

(§So§cil(r) = Gﬁ{%ﬂ;ﬂ'
Le rapport de ces deux grandeurs donne :
B ataxie QQMgazm(. R )3_
GoaanlT) " Msgar \Doupasie

En prenant pour valeurs :

Mga!axie = 2,0 - 10# kg ; MSoleil =2 10% kg H Dgn!axie ~28- ;02(} m; R~15-10'1m.
Le rapport donne :
_§E'i°££. - 10717,

Bsoren (1)

1l est le meilleur référentiel galiléen du systéme solaire sur lequel peut s'appuyer tout le
développement des lois de la mécanique. A partir du référentiel de Copernic, utilisé
comme référentiel galiléen de base, se construisent une infinité de référentiels en transla-
tHon rectiligne uniforme.

b. Application du théorgme du cenire de masse 3 Ja Terre dans le référentiel
de Coperaic galiléen

MTZ{T{E?LC) = MTE%M(T)'

i
4, (T} estle champ de gravitation des astres 4; du systéme solaire au centre de masse T
de la Terre. Comparons Pinfiuence de ces astres sur le mouvement de la Terre :

3.10% 0 2,107 | 6100 | 4-107

Avec une approximation inférieure 4 | %, le mouvement de la Terre dans le systeme
solaire est principalement dii & la présence du Soleil.
3.2, Le référentiel géocentrigue

Le référentiel de Copernic est mal adapté pour étudier le mouverment dun objet au voi-
sinage de sa swrface de la Terre, on hui préférera le réferentiel géocentrique,

| Mécanique PESI, MPSI, PSS o rvman, G prin




1l est en translation quasi-cireulaire de rayon §T = 1,5 - 10! m par rapport au référentiel
de Copernic et r’est done pas rigoureusement galiléen. Sa période de révolution est de
365,25 jours (soit une année), sa trajectoire est plane, ce plan est appelé &cliptique

Erolution de la Terre autour du Solsil dans le référentis! de Copernic

Zg 4
nord

\\
plan de l'ecliptique | © 1.4
\
\

3.2.1. Caractere galiléen approché du référentiel géocentrique
Pour évaluer le caractére galiléen du référentiel géocentrique, nous allons considérer

Pinfluence des deux astres, le Soleil et Ja Lune, dont le champ de gravitation est le plus
élevé an voisinage de la Terre.

Nous allons comparer terme de rarée et champ de gravitation pour les deux astres & par-
tir des données suivantes :

Dijee = 384 000 km ;

Dsogeu i 1,5 - 1085311 H RT““6 400 km
My, =73 102kg ;

Mo ~2 - 10% kg ;

aSuleil M Soleit ( RT
(chrre{ Ml ) MTerre

M’l‘erre ~ G- 10% kg

s 2108
5,2 1078,
DSoIe:l)

5Lune MLune T
1,1 F097,
rgTt:n'tz(ﬂ’fl ) M’i‘erre (Di.une)

37 ns e do eune de la. dynamlqa terrestre le référentiel geocentnque ést rern

que le champ de gravxtanon de Fa Ty

Si on considére un point 4 une distance &

= 50 Ry du centre de masse T de ja Terre:
Bsoleit Mgy R \S

T o 0 ~ 6,5 1073 {0,65 %).
%Terxe{Ml) MTene\DSol:il)

6{.une MLu.ne{ R A3
~0 w4107 {14 %).
CgTam:(MI) A'1"'1”1‘@.”{2\l)l.u:\r) ( O)

approximation.

Le référentiel géocentrique peut encore étre considéré comme galiléen avec une bonne

3.2.2. Marées océaniques

Ala surface de la Terre, 'influence lunaire est prépondérante

e B
55@10.;

! 369:
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Pour simplifier, Ia Lune est supposée fixe dans le référentiel géocentrique et située dans le
plan équatorial. Le terme différentiel de marée représentant Iaction de la Lune est la dif-
férence entre le champ gravitationnel en un point M de la surface du globe terrestre i le
champ gravitationnel au centre de masse T'de la Terre :

a
=%

§ (M)~ (T)mGW{SCOSG%,—?,).

Lune
Nous venons de le voir, ce terme est en général négligé. Il est néanmoins responsable des
marées océaniques du fait de Fénormité des masses d’eat mises en jew. Déterminoris son

expression en différents points de la surface de la Terre :

Lune Lune Lune

2 =7, 2 =-3, -2

E,‘ P ggw% 32 = Gﬁk;"ﬁl'a‘a 33 = _gaﬂ_ﬁ%ﬂ‘?} %_‘ = _GA_/I“;‘_eﬁf?z
] I
Lune Lune Lune Lune

A\rolalion de la Terra

M

¥
6l,m‘:e

surlace fibre des masses
océaniques au repos

Terre {#yea} Lung (M rype)

La présence de ce terme de marée modifie laocalement la force de gravité ressentie 2 la
surface de la Terre et agit sur les masses liquides facilement déformables des océans :

* le phénomine est répulsif en M, et M;: ceci se traduit par deux bourrelets océaniques
correspondant & des marées hautes |

* ie phénoméne est attvactif en M, et A, : le terme de marée y est minimal et correspond
aux marées basses. '

La Terre tournant auteur d’elle-méme en 24 heures, il y aune marée haute toutes les 12 heuzes.
Lactior: du Soleil n’est que deux fois moins importante que celle de la Lune et tend elle
aussi & constituer denx bourrelets océaniques. Les actions de ces deux astres peuvent
dong, en fonction de Jeurs positions relatives, s’ajouter en créant des marées plus impor-
lantes ou se contrarier en créant des marées plus faibles :

* lorsque le Soleil, la Lune etlaTerre sont alignés les marées ont une grande amplitude {marées
de vives eaux) & cause de 'effet cumulatif des actions gravitationnelles des deux astres ;

® torsque le Soleil, la Lune et la Terre forment un angle droit les effets se contrarient et les
marées sont faibles (marées de mortes eaux).

3.3. Le r&férentiel terrestre

Le référentiel naturel d’étude pour les expériences de mécanique effectudes sur fa Terre ou
an Jaboratoire est le référentel terrestre %y mieux adapté que le référentiel géocentrigue.
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Par rapport au référentiel de Copernic, le mouvement de la Terre est la compaosition :
* du mouvement de révolution de son centre de masse T autour du centre de masse $du
Soleil {péricde 1 année) ;
* du mouvement de rotation propre autour de Uaxe des pales (période 24 h) :
5 5
Qonyprag) = L.
Le référentiel terrestre n’est pas galiléen.

Le référentiel terrestre R0 ; ?,, ?:. ?z} est lié au point origine O de latitude A sur la
surface de ta Terre et muni de la base orthonormée directe (2,, E’y, 2,) teite que :

* ?, est orienté vers Pest ;

* 7, est orienté vers le nord ;

* 2, est & Ia verticale du point O,

z (vertical}

x(asy)

dquateur

3.3.1. Expression du principe fondamental dans le référentiel terrestre
non galiléen 5
Le référentie] terrestre est en rotation uniforme 4 la vitesse angulaire € dans le référentiel
géocentrique supposé galiléen :
2
R = 5B 60
Un objet ponctuel M de masse m est soumnis 2 la force d’attraction gravitationnelle de la
Terve ('action des autres astres est négligée} et 2 la résultante F . des autres forces apphi-
quées. Lexpression du principe fondamental de la dynamique dans le référentiel Ry non
galitéen prend aussi en compte les forces d'inerties :
Y
md(Myg,) = Fy+ mGo (M) + B+ B

H étant le projeté orthogonal de M sur ['axe de rotation de la Terre et en prenant en
compte la rotation uniforme de la Terre :

= T 2 Y 2
mi (M) = F,+ mBp(M)+ m Q2 HM- 2mB 2 B Mg ).

~73 10-5rad - 51,

an:
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Atiention

On ne tient compte
que de Ia force d'iner-
tie de Coriolis, car la
force dinertie d'en-
trafnement est déja
prise en compte dans
le poids.

$.3.2.Définition expérimentale du poids d’un corps

Le poids B dun corps ou force de pesanteor est défini expérimentalernent comme
Popposé de fa force qui le maintient en éguilibre dans le référentiel terrestre .

Le point matériel est suspendn & un fil, le poids est Ia force qui compense la tension 7 dufil:

B=.T

e
poids

Le principe fondamental donne :
N -+ > P =,
m W Myg) = T+m G (M) +mQHM-2mQ a5 My )
R R ]

+ >
0 0

Bos m@ ) + wmoFH
[ [ T L (SRR S

forcede  attraction gravitationnelle force dinertie
pesanteur terrestre d'entrainement

3 ‘atn'actxon gramtatmnnelle exercee par ']a
d’entramemen due au mouvement de rotation

Conséquence : relation fondamentale de la dynamique simplifiée
Pour un point matériel # en monvement dans le référentiel terrestre, on écrira la relation
fondamentale de la dynamique sous la forme :

ml Mg ) = F+ mBM) - 2mB n 3M,g ).
Ie poids contlent

ie terme d'inertie
dentrainement

3.3.8.Champ de pesanteur terrestre

Le champ de pesanteur terrestre est défini par la velation : Bam Z.
N

forcede ' champ de
P
pesantenr  pesanteur

Alnsi :
- =)
? £ CgT (M } o+ QM.
£ e o
champ de champ de terme axifupe
pesanteur gravitation  dentrajnement

> .
Si Ja Terre est supposée sphérique, le champ de gravitai:ion @T( M) est dirigé en tout point M
vers son centre T, En tevanche, le champ de pesasiteur 7, dont la direction est matérialisée
par celle du fil & plomb, n'est pas dirigé vers le centre de Ja Terre & cause du terme axifuge dix
4 fa rotation propre de la Terre.

z {verticaly

Sguateur
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Remarque
Dans les chapitres
précédents, en pre-
smigre approximation
et en supposant le ré-
férentiel tervestre gali-
fden, nous avions
agsimilé champ de
gravitation et champ
de pesanteur. Méme
s, pratiquement, les
effets sont faibles, leur
distinetion est impor-
tante théoriquernent
car elle met en évi-
dence farotation de Ia
Terre.

3.3.4. Caractére galiléen approché du référentiel terrestre

a. Importance du terme axifuge
La contribution axifuge au charp de pesanteur dépend de la latitzde X, elie est maximale
& Péquateur :
Q2 Ry ={7,3-10"%)2x64 10~ 34102 m 52,

* Les mesures expérimentales de g fournissent diverses valeurs de g en fonction de la lati-
tude, elles sont cornprises entre 9,83 m - s~2 aux pales et 9,78 m 52 & Péquateur. Powr
un champ de pesanteur g moyen de Vordre de g=9,8 m - 52, "écart relatif entre les
valeurs du charap de pesanteur et du champ de gravitation est :

Q2R
g

~0,35 %.

* Lécart, maximum entre Ia verticale terrestre et la direction au centre de ja Terre est infé-
rieur 4 6'.

Négliger Pinfluence du terme axifuge correspondant 2 la force d'inertie d'entrainement
revient & substituer 3 la force de gravitation la notion de poids et & considérer fe champ ¢
radial avec une approximation inférieure 3 0,5 %.

b. Importance de la foree de Coriolis
Eéquation du mouvement de M dans Ry est :

MU M) = Fot mb-2mG n (M),

La force d'inertie de Coriolis a une norme maximale 2m Qo . ]
+ 8i la force de Coriolis est dirigée selon la verticale, elle est 2 comparer 3 |a force de pesan-
teur m g. Considérons dans quelle mesure elle r’excide pas ! % duo poids :
f.i.. - 28wy < L.
mg g 100
A ia limite des 1 %, la force de Coriolis est négligeable si :
9,8 - e
TG = S s Tips 700 m s = 2500 kan - b,
Linfluence de la force d'inertie de Coriolis est donc trés faible méme pour une vitesse do
mobile élevée.
» Si la force de Coriolis est dirigée selon I'horizontale, elle doit étre comparée 4 la compo-
sante horizontale de la force appliquée 1—1";.
Analyse dimensionnelle
Pendant Ja durée T le corps Mse déplace d'une longueur caractéristique L & la vitesse v:
L

v o= =

T
Tout au long de son mouvement, ¢’est-d-dire pendant la durée caractéristique 7, le corps 4
est soumds 4 la force de Coriolis qui provoque une modification de sa trajectoire dont la
déviation est L, . Cette longueur est obtenue par Panalyse dimensionnelle de Paccéléra-

Yeel <

tion de Coriolis 7, = 2813

Lor
—

72
Or Q est la vitesse angulaire de rotation de la Terre antour de P'axe des pales et dimen
stonnellement elle est lide 4 sa période de rotation T, = 24 hpar:
1
[y JUp.
Trot

"
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En conséquence :

Linfluence de la force de Coriolis est négligeable sur le mouvement d*un corps si Ja dévie-
tion qu'il provoque est négligeable devant la longueur caractéristique du déplacement du
corps. Autrement dit, si 77 << T ,.

Le référentiel terrestre peut donc 8tre considéré galiléen avec une bonne approximation
pour l'étude de phénoménes ayant liew 3 la surface de la Terrs et de durée trés inférieure
& la période propre de révolution de la Terre {soit 24 h).

Les effets de Coriolis sont relativernent faibles, mais ils peuvent étre mis en évidence en
effectuant des mesures suffisamment fines et joue un 1ale trés important & P'échelle plané-
taire dans Pécoulement de fluides tels que 'atmosphére ou les océans.

Tester ses connaissances

> Corrigés p. 383

b ¥ Lesréférentiels de la Terre et de Ta Lune sont
supposés galiléens. Lindication d’une pesée
sur la Terre donne 75 kg. Quelle serait l'indi-
cation d’'une méme pesée sur Iz Lumne ?
Dennées :

Moo= 6-10% kg My «7,3 102 kg
Rp=6380 km; Ry, . =~1738 km,

Jasoxg Clbemskg e msig

B 2 Leréférentiel terrestre est supposé galiléen, A
quelle altitude Afaut-il s'élever pour avoir une
variation relative du champ de pesanteur ter-
restre de 0,5 %, Denndes: Ry = 6 400 k.

(lak=16m [Jet=16kn
L% 4= 160m [Ja2=16km

B 3 Lerayon dela Terre est Ry = 6400 km et
le champ de pesantewr terrestre est
o = 8,80 m - 5% alors que celie-ci tourne
autour de Paxe des poles avec la vitesse
angulaire Q, = 7,3 10%rad -5, 11 b4
aurait impesanteur & Péquateur, C’est-d-dire

i
i

5
Z = 0, sila Terre tournait ;

£J a5 fois plus vite. L e 17 fois phus vite.
[l b 12 fois plus vite, [ @ 24fois plus vite.

E 4 rour quelies positions de la Lune avons-rious
les marées de plus grande amplitude ?

’ Solait

»* PQ Premier Quartier
B Dornier Ouartier
N Nouvelle Lene
PL Plgine Lune

L) b.pL
(Japg

-

[JanL
mc.PQ

B 5 Les towbillons atmosphériques tels que les
dépressions et les anticyclones ont des tailles
de Pordre de 1 000 km et la vitesse des vents
avoisine 10 m-s-!. Linfluence de la force
d’inertie de Coriolis a une influence majeure
dans la formation de ces tourbillons.

D a. Vrai l:] b, Faux

B 6 Le tourbillon qui se forme au-dessus du
siphon d'un lavabo {de taille L = 10 cm)
lors de Pécoulement de Peau {2 la vitesse
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= 10 cm - 571} tourne dans le sens des
aiguilles d’une montre dans hémisphare
Sud, dans le sens contraire dans Uhémis-
phere Nord. Clest la force dinertie de
Coriolis qui est 3 P'origine de ce phénoméne.

L) a v L) b, Faux

Lorsqu'il se forme une dépression dans
I'Atlantique Nord les vents qui arrivent pour
combler cette dépression sont déviés sans par-
venir au centre de la dépression. Dans quel
sens tourbillonne le eyclone ainsi constitué ?

1=k 1=

on
a. b.

b & Les alizés sont des vents qui soufflent des
tropiques vers I'équateur. Ils sont déviés par
la force de Coriolis

L} & Dans I'hémisphére Nord vers VEst.
b. Dans Phémisphére Novd vers I"Ouest.
[:! €. Dans 'hémisphére Sud vers lEst.
L] 4. Dans Phémisphére Sud vers I'Ouest.
Nerd

Savoir appliquer le cours

> Corvighe p. 385

@ La Terre, supposée sphérique et de
rayon Ry = 6400 km, tourne autour de
l'axe Nord-Sad 2 la vitesse angulaire
Q = 7,310"% rad - s~1.
En un point de latitude A 3 la surface de la
Terre, une particule matérielle A de masse m
est & I'équilibre, suspendue & un fil
Montrer que l'intensité du charap de pesan-
teur 7 dépend de la latitude A et peut se met-
tre sous la forme ;

(3} = gg{l +asin® &)
Préciser la signification de gg et calculer o
En ne conservant que les termes du premier

ordre en €, 4 quelle latitude ) Pangle ¢ que
fait la verticale du lieu avec la direciion du

champ de gravitation est-elle maximale ?

Caleuler £,

Données : € = 7,3 10-%rad - 5! et

G = 6672-10-1 (8.1}

Mrpre=06-10% kg; Rp=6380 kin;

B 2 Un mobile glisse sans frottement avec une

vitesse v = 1 m - s~ sur une table horizon-

tale dans un laboratoire a la latitude
= 45°. Montrer que sa trajectoire est cir-

culaire et préciser son rayon R
= 7.3-10% rad - s7!. Peut-on considérer

le référentiel du laboratoire galiléen pour ce

type d'expérience,

’E @ ~ Caractdre galiléen spproché des véférentiels de ka mécanique
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Le systbme est le point matériel M

Le référentiel d’étude est le référentiel teryestre en rotation par rapport au référentiel
géocentrique galiléen, c'est un référentiel non galiléen.

Bilan des forces appliquées au point M:

« le poids P exercé par la Terre : B ~mg?,; "
* la force d'inertie de Coriolis : f“:z (M) = -2m§ A 53(M,.mr).

La force d'inertie d’entrainement est prise en compte dans le poids de la particule.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué & Mdans Ry est

- i
ma( Mg ) = P+ By = mf-2ml a H(M3,).
Le mouvement de M est indépendant de sa masse, les frottements de U'air étant négligés :

A M) = 328 A (Mg, ).

effetfa trgs félbi valéur de Q minirmise Firfige
des infriment pehts du premier ordre etles termg

Les grandeurs cinétiques du point Msont :
. OM = X +yl + 23, B(Mg) = #3488, cWMuyp) = RE 45,4 5E,

ord ¥ (Nord) z{vertical)
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Le vecteur vitesse rotation dentrainement du référentiel terrestre par rapport au référentiel
géocentrique est :

- g

Q = QeoshE, + Qsinhd,.

Exprimons les forces appliquées & Mdans Ja base (Z,, 2, 4,) : ‘
¢ La force d*inertie de Coriolis :

T4 0 i Zeosh — fsinh
Bie (M) = ~2mQ] cogh| A 5| = ~2mQ £sink
siRd, d —%cosh

* Le poids de 2/: B = -mge,.
Le principe fondamental de la dynamique apphiqué au point M dans Ry et projeté.dans
la base (?x, Z‘:,, ?z) donne :

1] ZCosA, - Jsinh
=| 0|28 isinx
-£ —~Zcosh

On obtient ainsi un systéme de trois équations différentielles :

¥ = -2Q{Zcosh —jsin)) (1)
§ = ~2QEsind (2)
Fe - g+20%cosh (3)

Plagons-nous a Pordre § en considérant que I'effet de Ja force de Coriolis est négligeable
sur e mouvement de M. Déduisons alors une expression approchée de la vitesse instan-
tanée du systéme d’équations différentielles :
=10
FE0 = M) =
E=-g

N R
il
<o

Exprimons la force de Coriolis er: utilisant le vectenr vitesse &tabli :

0 : 0 o —coshgt

]?ic(M) = 2mQ cosih| Al 0| = -2mQ 0
sind - gh 0

Le principe fondamental de la dynamique de la dynamique donne maintenant :

i = 2Qcoshgt (1)
=0 29
Ewm ~g {3

=

Le mouvernent du mobile selon ?, apparait.
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Ilsquation (3') donne par intégrations successives par rapport & ¢ et compte tenu des
conditions initiales :

Léquation (2) :
Léquation (1) :

Intégration :

Eagt et 2=-égt2+k

§=0 et y=0

& = gQcoshi?

x4y = ég@.cosms

Dlabscisse x indiquant ’Est, la particule est déviée dans cette direction au premier oxdre
en Q et quel que soit Phémisphére puisque Yexpression est indépendante du signe de A,
La faible valeur de @ justifie Ia méthode des perfurbations car la déviation est négligeable
devant la longueur caractéristique du phénoméne : 158 m.

Lintégration de Péquation (2) denne : § = - 2Quxsindk _ (4)
Uintégration de (8} : 2 = — gt +2Qxcosh.
Reportons ces résultats dans Péquation (1) :

¥ = ~20{(~ gt + 2Qxcosh)cosh + 2Qxsin?A].

En développant :

Le terme en ©7 est négligé :

£ = 2Qcoshgt - 48%,

& = 2Qcoshgt.

La déviation vers I’Est est.obtenue 2 nouveau :

x{t) = %gﬂcos?\ﬂ

Lintérét, g priori, de cette méthode est que la déviation est accessible en remplagant x

dans I'équation {4} :

Intégratior. :

§ = —3sin(2)gee.

R 4
() = -1252 sin(2h)g¢

37%
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1l s'agit d*une déviation vers le Sud pour une chute libre dans Phémisphére Nord et vers
Ie Nord pour l’hémisphére Sud. Cette déviation est beaucoup plus faible que Ia déviation
vers 'Est car elle est en Q. Elle ne sera pas mesurable.

De la méme fagon, on obtent z{8): & = ~ gt + %QQ cos? Agt?

i

Z(I) = k"g

g2+ éQz costhgtt

Pour évaluer la durée ¢, de la chute, i faudrait résoudre I'équation du second degré
R -l-gﬂ + -1»93c0527\.g1,‘4 = 0.
2 6
Nous allons voir qu'une telle exactitude est inutile, négligeons plutdt le férme en Q2

1 2
}lwﬁgt] = 0

[
31=J;

En remplagant ¢, dans les expressions de x et y, on accéde 4 la déviation de 2 son arri-
vée au sol :

La durée de la chute est ainsi :

2 3

x = x(8) = él‘ches'/\(?) ¥ =34 = ~3—1é92h'zsin(2k)

AN.:#x =28 om 3, = ~44 um pour une durde de chute de ¢; = 5,7 s,
La déviation vers le Sud est inobservable, le raisonnement établi 2 lordre 1 suffit.




» Corvige p. 387

L.a solitude du joueur de rughby

Un tersain de rugby est placé 3 la latitude A = 45°
et est orientd Sud-Nord. La résistance de l'air est
négligeable. Un joueur tire une pénalité & 40m
face aux poteaux avec une vitesse Iinitiale
vy = 20 -5 faisant un angle o = 45° avec
Phorizontale. En ne conservant que les termes du
premier ordre en Q (vitesse de rotation de Ia Terre
axttour de son axe), déterminer la position du point
de chute. Le joueur devra-t-il prendre en compte fa
force d’inertie de Coriolis pour ajuster som tir ?
Q=73-10%racl -5 et g =98 m-s2

2z (verticate)

¥ (Nord}

> Garrigé p. 387

Etude simplifiée du pendule de Foucault

Un pendule simple est constitué d'un fil de lon-
gueur € et de masse négligeable, dont une exlré-
mité porte ure particule ponctueile 4f de masse m.
Son antre extrémité est fixée en un point O de la
verticale du lieu (42) % la latitude A sur la Terre.

yiord)

B

On note £1 la vitesse angulaire de rotation de la
Terre autour de Paxe SN et les oscillations du pen-
dule sont supposées de faible amplitude de telle
sorte que le mouvement de M a lieu pratiquement
dans le plan horizontal {Axy).

A Pipstant ¢ = 0, la particule M est abandonnée
en un point M, de ce plan sans vitesse initiale :

—
AMy = xod,
La résistance de Pair est négligeable et le champ
de pesantenr supposé uniforme :

g = =g ?z'
1. Montrer qu'en posant wy = J%,
du mouvement de M dans le plan horizontal
s'écrivent :

jes équations

b x = 202sinhy
5+ mgy ~-2Qsinh i

2. Eq posant Z = x-+jy avec j% = -1, monirer
que la solution complexe du probléme est :

Z(1) ~ X cos(wgt)eisinke,
Vous effectuerez pour tela les approximations qui
s'imposent en calculant le rapport o

Déduire de ce résultat les solutions réelles x{¢) et
(&)

3. Calculer la période T de rotation du plan
dascillation du pendule contenant axe (Az}. Que
se passe-t-il si le pendule est dans P'hémisphére Sud,
4 Péquateur ou aux poles 7

Données :

Q=720 -10%rad s!; g=981m-s2;

¢ =67m;m = 8kg, xy = 3m; h = 48,85

381;

‘g @ - Caractére galiléen approché des référentiels de la mécanique




i > Corrigd r. 369

Tir d'un obus vers le zénith

{d"aprés ENSTIM}

En un fieu 4 de latitade A = 48° N, un canon tire
un obus 3 la vitesse vy = 100m-s-1 suivant la
verticale ascendante {4 z). On désigne par { dxyz)
um repére orthonormé lié 3 la Terre, (4 ¥y} étant
dirigé vers le Nord.

On assimile k= Terre & une sphére homogane, tour-
nant autour de P'axe des poles & la vitesse angu-
faire £ = 7,3 - 10-5rad . 57!,

On note # le champ de pesanteur terrestre, de
module g supposé constant et égal 4 10m - 572,

La résistance de Tair est négligée. i

A. Mouvement de Pobus dans le référentiel
terrestre non galiiéen

Llétade est effectuée dans le référentiel terrestre
Re(0:7.,7,,2)
1. Ecrire Péquation du mouvement de I'obus. Pour-

quoi la force d’imertie d’entrainement n’intervient
pas expliciterent dans I'éguation du mouvement ?

“

Mécanique PCSI, MPSI, PESE . o b, Clazse pripa

2. M repérant la position de Yobus, on pose
AM = x2, +yE;, + 2%, montrer que :

#=-2Q(vy - gf)cosh
En déduire une expression approchée de Pabs-
cisse x de I'obus. Evaluer x au moment od Pobus
tombe sur le sol. La déviation se fait-elle vers

PQuest ou vers 'Est? Le résultat dépend-it de
Phémisphére dans lequel on effectus le tir ?

B. Mouvement de Vobus dans le référente!
géocentrique

L. Rappeler la définition du référentiel géocentri-
que. Pourquoi peut-if 8tre supposé galiléen pour ce
type d'expérience ?

2. Déterminer la vitesse initiale de Pobus dans ce
référentiel.

3. 51 on considére le champ de gravitation uni-
forme sur la trajectoire de P'obus, montrer alors
que celui-ci retombe en 4. Comment Pobservateur
géocentrique peut-il justifier la déviation évaluée
au paragraphe précédent ?




b T Tout dépend de ce que mous entendons par
' « pasée »
- Comparons les champs de gravitation & la surface
de Ja Terre et & la surface de la Lune :

{ngm = G‘{WTeu'e
B B
Mie  Groe My Roy?
‘9““@ ne . Sleres e IV E
T MLW(R;)

Les référentiels étant galitéens, le champ de pesan-

—
teur § est assimilé au champ de gravitaion 4 : le
poids de l'objet évalué sur la Terre est 6 fois plus
élevé que le poids du méme objet évalué sur la

= 12,5 kg. Réponse ¢.
+ Si le résultat d'une pesée est ia déterrination d'une
masse par comparaison avec des masses marquées ;
le résultat sbteru avee une balance est en kg ot il faut
placer 75 kg sur le second platean pour I'dquilibrer.
Réponse b.

Lune : la pesée y md;que =

2 Réponse d. Le référentiel terrestre est galiléen,
on assimile champ de pesanteur et champ de gravita-
tion. Exprimons lintensité de la pesanteur au sol et &
une altitude %

MTeru:

g(O) “(g'l‘ene{o) = G—

R P

M eie
B Grua(B) = G iy

¥
maﬂmﬂU&&W

En faisant apparaitre le rapport trds faible %, cette

E_’,‘Xpl ESSiOB devient :
k) = 01+ w—h

Son développement limité dorme au premier ordre 4

3
8ty =501 ~255)-
Do Pécart relatif évalué a 5 % :

GO -gh) o B _ 5
£(0) BT 1000

Adnsi -

ko=

= 16 km.

5
F o5 T

Remarque : en négligeant le lertne centrifuge qui croft
avec Valtitude, Ie champ de pesanteur est orienté vers
le centre T'de la Terre et est supposé uniforms et égal
i 9,80 m -5 jusqu'a une altitude d'une dizaine de
kilométres 3 0,5 % prés,

3 Reponse e Considérons un point matériel M de
masse m & Péquilibre sur la surface de la Terre (suppo-
sée sphérique de centre T} au niveau de Léquatens. En
prenant en compte le terme axifuge di 4 la rotation de
Iz Terre, le champ de pesanteur tervestre est défini par :

Myorn
jg’(M) = (M) + QOTM = -6 = SR g R RLE,
champde  champ de anne;mﬂlge T

La champ de pesanteur terrestre est :
M
Go = Pt Terte QER‘I‘

T
Pour que ke point M soit en impesanteur, if faut que le
terme d’entrainement compense le champ de
gravitation :

M
0=G “w‘%i“:‘f - QERT.
La rapport des vitesses anguiaires est =

8
5w 7.

R
4 Réponses a. et b. Le terme de marée prenant en
compte Paction conjuguée de la Lune et du Soledl est
obtenu par la somme vectorielle :
6 = BLum: + bSaleil = tg L.une(M) -‘3 Lunc(T)

- =
+ B sl M)~ G sonal L)

Lorsque le Soleil, Ia Lame et la Terre sont alignés, les
actions du Seleil et de la Lune s'additionnent, les marées
ont une grande amplitude {marées de vives eaux).

ﬂ:§m= 4

8 Réponse a. Une analyse dimensionnelie permet

de répondre & cette question. La déviation L, dued

1a force de Coriolis vérifie équation dimensionnelle -
L::nr T

ot

L T

ol

¥,y correspond & 24 h, période propre de rotation
de Ia Terrs, T est Ia durée caractéristique du phéno-
méne éedié et L sa longueur caractéristique. la
vitegse du corps éludié est donnée par :




On peut doric accéder & un ordre de grandeur de la
déviatien L, :

2
i
Pour les tourbillons atmosphériques :

I o 41000 x 10%)2

=10 x (24 % 3 600)
La déviation est de Pordre de grandeur de la lon-
gueur caractéristique du phénomeéne §tudié, efle n'est
donc pas négligeable et joue un roke prépondérant.

L

-
cor

=1 160 km.

& Réponse b. Utdlisons la méme formule que pour
Pexercice précédent.
Pour les tourbillons de I'eau dans un lavabe :

Lo (01
0,1 x (24 % 3 600)
La déviation est négligeable et la force de Cariolis
n'influe pas sur le sens de rotation de 'éconlement
de I'eau dans un favabo qui se vide. Pour que le phs-
noméne soit visible, il faudrait un bassin d'au moins
plusieurs dizaines de kilomatres. Le sens de rotation
de Yean est dii & Ja géométrie du lavabo et aux micro-
courants créés lots de son remplissage.

e 1 flin,

7 Réponse a. Le vecteur vitesse rotalion de la Terre
peat &tre décomposé en dewx termes, une compo-
sante suivant Ja verticale et une composante paraliele
au plan korizontal :

- - -3 . 3
Q= Q, + £, = Qsm?»?zﬂ-ﬁ,:,u.
et A
tomposante  compozants
vesticale  horkzontale

Deux sitvations sont & considérer selon que l'on se
place dans I'hémisphére Nord ou dans I'hémisphere
Sud. Elles sont représentées sur le schéma suivant :

-
* Dans P'hémisphere Nord Q est orienté suivant 3,.

* Dans Phémisphére Sud B, est orienté suivant (-2).

La force d'inertie de Coriolis se décompose en deux
termes !

j't-m = .m2m§,, A 3{M,mT) - 2”‘5-21 A 3{M,mr)

influence dans fe plan hordzontad

influence selon la verticale

La composante active qui explique la rotation dans le
plan horizontal est

— Ll
By = ~2mB, n 8(My) = mB(Myq )1 O, .

Le triddre {?3{Mmr}, 3L. ﬁk /) est direct.

P 3 Réponses b. et d. Par la méme méthode que
I'exercice précédent : les alizés soufflent & I"Ouest
dans les deux hémisphéres.

Tropigue du Cancer

oY

Tropique du Capricorng

Mécanique PCSI, MPSI, PTSI -6 Subm, Goorprise




fe cours .

: E t Le poids B dun corps ou force de pesanteur est
défini expérimentalement comme Uopposé de la ten-
sior qui le maintient en équilibre dans le référentiel
terrestee Ry

B=-T

R
poida
A Téquilibre de la particule dans Ty, le principe
fondamental de la dynamique donne :

m WM Fs m‘z-r(M)
. b et

i

3 champ de gravitation
o & la surface terresize

s -,
+mQ2EHM - 2mQ A M)
BN . S

+
[

=3 j——y

B s m@M) o+ mQRHM .

g [ S} [
force de atraction force d'inertie
pesattenr  gravitationneite tervesire d'entrainement

Le champ de pesanteur terrestre est défini par la
relation :

i —

e =
forte de champ de
pesanteur pesantgur
Ainst ;
" - ey
B o= .My + QUHM
ot
chanp de *champ de terwne axifuge
s dentti

Sud

La projection de cette Equation suivant 7, donne :

—-gcosg = »%+ Qzﬂmgcosl
B

avec ﬂm&ﬂ = Rycosh.

Llécart & d’orientation entrs le champ de gravitation
et le champ de pesanteur étant trés faible : cose = 1.
GM.
g(h) = “ol - Q2 Ry costh

Ry

I

GM.
= 2T Q2R+ QR sinth,
B
A Péquateur, le champ de pesanteur gg est:

GM.
g5 = g(0) = 5 -~ ORy
’ Br

2

el 1+ ______._&__
s
B

En introduisant le paramétre sans dimensicn a:

sinZh i

&) =

2R,

F R e ——
%~92R~;

= 3,510

on obtient I'expression attendue :

g(h) = gg(1 + adin®)).
En négligeant les termes en £22, gest considéré indé-
pendant de A:

QR
g0 = gl b+ W sin®h
T _orR,
T
terme négligeable
GM.
wgp = et = 977 m 80
Ry

gz est le champ de pesanteur & I'équateur.
Pour déterminer £,,,, utilisons la relation des sinus :

sine  _ sinh
ey =
olum| ¢
—
Or HHM'E = Rrcosh et ¢ estfaible caril esten Q2:
. R, |
£ GF; sin{2h}.
Ainsi Pangle £ est moximal lorsque A = 45° et
Q2R
B ™ 5 T = 1,74+ 1073 rad {soit 6').




2 Considérons Ia particule glissant sans frottement
sur le plan horizontal, fe principe fondamental appli-
qué dans le référentiel terrestre donne :

- * -3 >,
md(Mg )= R + mB(M) ~2mEd A B Mg ).

teaclion aoimade e poids contient ke terme
au support dlinertie dentrainertent

Le vecteur vitesse rotation de la Terre peut 8tre
décomposé en deux termes, une composante suivart
la verticale et une composante paralldle au plan
horizontal :

-3 - e VA =
Q= 2, + 8, =«sinkd, i,
NI N
Oaﬂ’lpm‘é\nl'é cumpn&nme
verticale | hodzomiale

Deux sthwations son! 4 considérer selon que Pon se
place dans I'hémisphére Nord ou dans Uhémisphére
Sud. Elles sont représentées sur le schéma suivant ;

2 (vertical)
sinA >0
e BTV
hotizontal
sinh < 0 horizontal
5/(
z {verlical}

Sud

* Dang I'hémisphére Nord 5} ), est orienté suivant ?z.
+ Dans 'hémisphire Sud 8 1 est orients suivant (-7,).
Le principe fondamental donne :

mZ{M/g,’r) = R+ mngrnﬁ,, A ;3(M/@¢)

dans fu plan
hotizontal 20y

selen l'oxe Of

=4 -
- 2msd; A UWMuy,) .
dans le plan horizantal 20y

1iéquation du mouvement du mobile M dans le plan
horizontal est :

G M )
m(——a’%—)% = ~0mQsindd, a By ) (1),

Clest Ia projection de la force dinertie de Coriolis,
due a la rotation de la Terre, dans le plan horizontal
qui est responsable du rmouvement de M, elle fait

3
intervenir Ja composante verticale de 2,

Le produit scalaire de Féquation (i} par B(M/g"{)
donne :

{GF}{M_.:*T) fdy?
T P T

La force de Coriolis ne modifie pas le medule de la
vitesse. Le mouvement de M est circulaire uniforme :
ie modute de la vitesse est gal 2 la vitesse initiale .
Laccélération tangentielle 4 la trajectoire est nulle,
Plagons-nous en coordonnées polaires, Ry étant le
rayon de Iz trajectoire circulaire de 4:

E;(MmT) = vpdy

d"z?(M,‘RT)) B ,,3?.
( de A

Lléquation du mouvement {1) donne :

Mg ) = =0

2
—gﬂ?, = ~2Rugsinhd ATy = 2Dwysinad,.
¢

D'oi le rayon {ici algébrique} de la trajectoire du
mobile
Yo

Fe = -smmn
* Dans I'hémisphére Nord : sinh >0, Ro<0 etle
mobile tourne dans le sens direct.
* Dans Phémisphére Sud: sinh <0, Ro>0 etle
mobile tourne dans le sens trigonométrique.

y
aﬂ
I,
o
hemisphére
Sud
AN Re~ 30 km.

A Déchelle du laboratoire, la trajectoire du mobile est
quasiment rectiligne et Je réfécentiel du laboratoire
peut étre considéré comme galiléen pour cette expé-
rience. La déviation due 2 la force de Coriolis nlest
notable que sur de longues distanices.




§ entrainer

>\ T Le systeme édié dans te référentiel terrestre non gali-
iéen est le ballon de rugby. Il est soumis & son poids qui
prend en compte la force d'inertie d'entrainement due 2
fa rotation de ta Terre et & la force dinertie de Coriolis,
Uexpression simplifiée du théoréme du centre de masse
est:

ma( Mg ) = mg( M) —2m0 A If)(M,%;).

le poids contient le wrme
d'inertle d'entrainement

Le mouvement a liew sans frottement, il est indépendant
de la masse du ballon. Sa projection dans fa base

(7.9,.8) est: E
Ed o ] &
Fi=]0 |~28 cosh [ 4]
£ —gl VemA Lo NGRS

On obtient le systéme dés troié équatim:s :'

i= 29{—coskz+ smly)
—2Qsmhx )
- + 2&2 coslx

Ea mtegrant une fois par rapport i temps

292( coshz+ sxnly)
;‘a ~2Qsinkx+ vocesamvocosa

: wgt + vosma

=g+ 36 coshar + vosma

Ces approx:tmauons permettent d’avmr 1es solut:cms
approchees de yet z:

ym vocosott

2= Qg.‘.? + va'sinoz.t_"

Une express:on approchée de # st obtenue en rempia.—-

gant y et zpar leurs valeuxs

x—QQt[ gcosM-l- zlo (smlcoso'. cos?&sma)]

2

ik~ u]
Comme a = ?\. le dermer terme est itk : ‘
o xangccsM?'
La valeur de x est obtenue par mtegratién :

2= %Qgcb:slta :

Linstant de a chute est obtenu par Vanmulation de 5(¢)

. -..z,,g(_%gf-{-yq'sinq)l..,_ o

Zugsing

Cet instant ast 4 = = 2,88, il correspond a

une déviation vers 'Est du ballon :
3
02
xg = 2{ty} = g——:gg—o coshsinda = 4o

La déviation est complétement négligeable. Le joueur
wen tiendra pas compte,

? 2 1.ie systéme étudié est le point matériel M de

asse 7.

Le zéferenhel d'étnde est le réferenhel terrestre iy non
ga]xleen. o

Forces apphquees au point M:

-Latens:oni‘ dafil: ? Te +.T

‘le poids .13) exercé par T2 Terre ﬁ = ~mgd,.
La force dinértie de Cormlzs

+Tez.

‘._ Merd

#(vertical)

Le pzmmpe foadamental cie Ia dynamlque apphqué E 11‘
d:ms %T st

5 ,,;m,@;} : mm,n




Pour les faibles osciliations du penduie, e mouvermnent
de M a lieu dans le plan horizoatal (4xy), ses grandeurs
cinétigues sont :

,2_112 = x?x-l-y% ﬁ(M;ng) = x%*??y
Z(M},ﬁ%) ey x? +y? .

Exprimons les forces appliquées & A dans la base

AT AR

X2 by ty
= Pour pro_;eter fa tension ?, introduisons le vecteur
—
et 3 M4 . f
unifaire ¥ = p—~
bazal

—
5
T = Tsindf + T'cos?, = T'sing ﬁf

+ Tcose?{ .
14l

Or s5ind = E_@éﬁﬂ et les petites osciltations lmphquent

P apprommauon coste 1

Fe ;'“Mt‘? f?mrm—w £T3,

= _TE£,~T%%+T?C
- 13 = --mgz’: .
by (# i =psinh )
F(#) = -2n@) ooih, [ ]3| = —_21_"9 sinh |
sm]\. ) O. RELs W

Le principe fondamental projete duas 1a base (? 288
permet d'obtenir les équations du mogvement ;

[ms = —T§+2ﬂz§25’sin-k e B 7:('1.) -
my = —Tz YmQisind, | {2) -
0= mmﬂ+T+2mS2xtcosk :-- . .(.3)‘ "

Tivaluons daﬁs Péquation (3) Tordre de g;ranéeur de 2033 ©:
& coinparer A g ce terme est de Pordre de Qonwo et__‘ e

Ppour % de Tordee da mate fe rappmt est
20, n"-’}o

57 10“"'

11 est donc négligeable et Jusuﬁe I appm)qmauon
T=mg. - B
Les équations (1} et (3} s"écrivent alors ;

{f+¢§xm2&zysigx Gy

y+w0ym—252xsm?\, L {21}

Ces équations forime un systéina o équ.lions difféien- .
tielles finéaires couplées car 7 intervient dans i'equanon,_ [

dﬂ'férentielle de xet rec;proquement

&
Méc'anéque PCs, MPSB, PYSH - 2 Mathan, Coswe pripe

Dela condition initiale Z,

- Puisque £ < Wy, cotte équauon donne )= Cy =+ et

'_laso!uhon_gj(t) est:. . o .

2. Pour Ies ciecoupler effcctuons l’opemuon {1")+j(2)
enposant Z = x+}y
(Z+ )+ wn(x +i) = 2Q(p-jE)sinA.
Cette équation peut encore s'écrive -
(£ )+ 2)Qinh (2 + 3 + wp(x + j7) = 0.
Aldnsi - . .
Z+2j02sinhZ + wﬁz =0,
On cherche les solutions en Ce®
tique de Péquation différentielle esl

» Véquation caractéris-

TP+ 2§Qsinhr + 0l = 0,
Clest une équation du second degré dont le discrimi-
nant est :
. : ] 2 2 . 2
A’ —{Qeink)? - of ~ -] = JPug.
Rcmm'qm:: une  appiicaion  numérique  donne
= 2100, les termes en £ sont négligeables
ch,vaut les termes en wy,.
Les deux solutions complexes sont :

w —~Jsinh -jwy et 7o = ~jQsink + josg.

" La solution recherchée $'écrit 1.

Z(1) = Cet+ e = €, eli0mmd o
: + Cyetmsni s
et
Z(8) = esRemi G, eI 4 0 vl
= Xy on déduit :
Z’0 = G+ Cy =

la denvee de Z(t} est:

2 = 5 en s Gt
La masse m étant abandonnée sans vitesse initiale :

200) = 1, + 1,0y =

(~3R2sink = jo)C; -:-l{—stin}\. +jo)C, =

2

(z)a_x_%e»«jﬂ_sinu[e-jwo: * e]u;ﬂgl

i 'I‘malement

L7(!) o g cOS{ Wyt e iRuinks

Pour obtenir les solutions réelles :
Z=xkiys cos(mot){ e6s{sinhd} ~ - isin{Qsinhe)],

" Le miouvement de M est décrit par les équations

Loraires ; )
x(t}wxocos{wot){cos(ﬂsmlr)} :
{y(!} - x.}cos(mgt)f sin{QsinAs]’




3. Le vecieur position de Mest :

J—, . ) ]
AM = zycos(wyt)] cos(Qsinhg)Z, ~ sm(Qst\.t)? ]
Qbservons que c'est fa composante selon la verticale 7, de
qui intervient dans la rotation du plan d‘oscdlamm du
pendule. La composante du vecteur rotation active est ;

8, = Qsinrd,
L= SinA P
positid
Le vectenr position de M peut aussi s'écrire
b/ -+ .
AM = syeosfagt)fcos(~Q, 07, + sin(~ 2, 0)3,].

En faisant intervenir le wvecteur unitaire towrnant

B(#) = cos{~12, 098, + sin(~Q,£)2,, on obtient :

AM {wot) (1)
X COS{ M, wr
[ o
ascifiation rotation
du pendule du plan
dant e plan  desciltaton
Wosciliation
¥

e M
Q, sens posiit de rotation ARTTI
\ detinta on correlation: | position - ©
T T | svectorientation de Gy ¢ nflialade M
s & ° -

¥ j H
=@t /j sens do rolation -
/oo plan d'esciltalion

" Adngi le plan d’oscillation verticad (? w(t)) qui contient
fe mpuvement du pendule est en trés lente rotation | autom‘ :

i - delaxe (Az) dans fe sens négatif avec la penade :

2n .
T Fag 31 h 47 min.

i -Cette pertode de rotation est 2 comparer avecla penode
propre ‘des oscillations : . ERE

Ty = % = 1645,
(H

' LOrsque ie pendule est dans 'hémisphére Sﬁd le vec—_':_
teur SZJ_ = Qsml? est dirigé suivant {- ?) et le sens -

m—saul‘
de rofation est le sens trigonométrique,

. A'uic.'p‘éles (7\. = Jﬁt) et la période de mtatioﬁ est &illl:‘._lt_‘}l'-'
Journée: '

C Cest une déviation vers ¥'Ouest, quelie que soit i’hemzs—:'

< A Pequatenr (k= 0) la période est mﬁme et !e pia.n"‘ e
des oscﬂlauons est fixe. :

‘g @ - Caractére galilden ap';:'rrdg:hé das réfdrentiels de Ia mécaniqssé_ :

. 3 Partie A

1. Le systeme est Pobus 3 supposé ponctuel, son mouve-
ment est analysé daus le céférentiel terrestre non galiléen.

H est sournis 4 son poids et & Ia force d'inertie de Cariolis.
La force d'inertie d’entrainement n'apparait pas explicite-
ment dans le bilan des forces car elle est incluse dans le
poids de Pobus.

Ilexpression du théoréme du centre de masse est :

(M g,) = m}~2mB B M.
En simplifiant par m :
g
M) = 328 A B M)

2. Le mouvement a liew sans.frottemnent, il est indépen-
dant dé la masse de Fobus, Sa projection dans la base

(.3, %) est:

(- (3)(ez) 0

* On obtient le systérne des trois équations :

# = 20(-coshi+ sindj) (3
§ = -20sinAs (2)
= -g+20coshi {3)

En intégrant une fols par rapport au temps les équations (2}
et (3) et en faisant Papproximation suivante, on chtient ;
[F = ~2Qsinkx _ _
Z= gl + 2R cosha £ vy m - gt 1y (4)

_ En remplagant dans Péguation (1), il vient :

= 20~ cosh{~ gt + vy} - 2Qsin?hx].
En négligeant le terme de correction en Qf di i la rota-
ton de ia Terve :
fv;MQQ(vowgr) cosh. )
En intégrant deux fois par rapport au temps, on chtient
la déviation de fa tra]ectoue de l’obus : :

K= Qtﬁ(sgt vo) cosk

" Linstant correspﬂne]am & l'arrivée au Sol de l’obus est
" obteru par annulation de z{£). Lalnmde de l’obus est

obterive en mtegrant l’equatmn RN

C2(d) = t(vowﬁgx)-

- 2y = . . L
Alinstant £, = e Vobus arrive au sof et sa déviation

est:

3
®9 = x{fy) = ——%Q;lg cosh

= —65,1 o,

phére car cosd est towjours posmf




Partie B

1. Le référentiel géocentrique Mg est défini par :

» son origine Tsiluge an centre de masse de la Terve ;

- ses trois axes Txg, Tyg, Tzg paraildles 3 ceux du
référentiel de Copernic fp

Con(Bhe/ %) =

Le référentiel de Copernic est un excellent référentiel
galiléen, le référentiel géocentrique est en tramsiation
quasi-circulaire par rapport au référentiel de Copernic et
n'est donc pas rigoureusement galdéen. Cependant sur
la durée de vol de I'obus, le changement de direction de
Ia vitesse du centre T'de la Terre sur son orbite est négli-
geable et on peut considérer. que le mouvement du réfé-
rentiel géocentrique est rectxhgne uniforme: par rapport &
Tt 1 on le considere galiléen sur cet intervalle de temps.
2. Utilisons la loi de composition des vitesses dans le cas
ol le réféventiel relatif Jiy est en rotation autour d'un
axe fixe par tapport au référentiel absoln Gy : .

My, = HMosa,) + Do)
mMu)%,) + 3(40/%)
‘ vitesse du po;et A

cotncidant de A4,
évolué dams ﬁ‘l;-

v(Mﬂma) = nyd; -L!{ZRTc'os?L?

Pour un observateur du refélent\el geacenmqua, le ar-: e

s'effectue vers 'Est.
3. Appliquons le théordme ciu cenire r}e tasse dans le -
référentiel géocentrique galiléen. La seule force; apph—
quée & M est son poids :

mc?(M,m(_} w mf = Z(Miﬁa) = 3

Pour un observatetir di referenhel gédcenteique I tra-

jectoire de T'obus ést paraboligue &t a lien dans le plan .-

{Axz) lmposa par la Vitesse mmale I] o’ obser've danc_
pas de déviation seton” (Ay)
Analysons le probleme dans la. base {?X, ?Y, ez) fixe du

référentiel géocentrique et confondue avee (7, 4.2 3

Pinstant £ =
référentiel géocentrique est, A
Pinstant inftial. :
Le champ de pebanteur étant umforme 11 garde a tout'
instant son orientation: ; : - E
Z(M.rg(c} =Z= —g?
%o
ffeM X8+ Y%+ 2%, projetons Téquation du
mouvement de & dans la base (2,2, ) et, pac inté-

;. 11 eft, confondu avec A

En repéras;t dans ia posmon de M par

wﬂ _
| Mécanique PCSY, MPSE, PTSH o s, coseprn

- Par mtegratxon sa posﬁmn 4,, lorsque Pobus arrive au :3 E

- "Amsx A, ‘et confondu avec M, :dansle refefenuel géo-
-centnque 4 a tourné ét & parcoura la méme distance que .

" Pour- justifier” Ja. déviation vers FOuest de’ iobns
"'conszderons le caractire radial du champ de pesanfeds
" ‘qui né peul pis tre uniforme : il a nécessairement dans
* . ia bage (J\,, ?y, 7,) une composante suivant (-} qui |

chéirin plus court-que le prévoyait son caractére uni-
. forme il touche Terre 2 I'Quest du point de lancement,

0 du lancement. Lovigine. du repére ligag o

grations successives, exprimons vitesse el position de
I'obus :

Xe0 X = QRpcosh
UM =P=0 BMa)={F=0
Z= Z=—gtew
X = QRycosh!
Z;Mﬁ - Y=0

Z= -%gﬂ«s vol

Lorsque Fobus touche le sol, le temps s'écoulant de la
méme fagon dans tous les référentiels, Ia durée de son

2z,
mouvement est £ = »?9. Sa position 3, est aloss

ADMJ w QRTcosMu
Dans le référentie] géocentrique, la vitesse du pomt cIe )
iancement de Ja surface de la Terve est : :

i ”{A/mc) = QRrcoshdy.

sol, est:
—
: . Agd = QRecoshlEy = Ang

Tobus dens le méine temps, ils se rencontrent & nouveau |
loxsquse Fobus toiché le sol :

tend 4 ramener’?’ obus vers Parrgre. Parcourant ainsi 1

-4 trajecivire sile champ de .
B pasanteur ast uniforme
. trajectoira sfie. © -
- champ da pesanteur
g | a8t pis uniforma

Ay X (Es
doviation vers I'Cuest
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